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Partie 1 : Etude théorique des corps �nis1.1 Structure additive et multiplicative1.1.1 Corps premiersDans toute cette partie nous ne considèrerons que des anneaux commutatifs unitaires.� Soit A un anneau, il existe un unique morphisme dit canonique de Z dans A.En e�et φ ∶ Z →A doit véri�er φ(1Z) = 1A et par propriété du morphisme φ(1Z+1Z) = 1A+1A = 2A.Par une récurrence immédiate φ(nZ) = nA. Et φ(−nZ) = −φ(nZ) = −nA = (−n)A.On étend ainsi φ à tout Z. Cette construction rend φ unique.Inversement φ construit de cette façon est un morphisme.Dé�nition 1.1 Ker φ sous-groupe de Z donc de la forme pZ où p est la caractéristique de A.Remarques :� p est le plus petit entier naturel non nul tel que p ⋅ 1A = 1A +⋯+ 1A´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶p fois = 0A.� Si p = 0 ⇒ φ injective. Comme Z est in�ni alors A l'est aussi.� Pour un anneau intègre, p est premier, sinon il se décomposerait p = ab et on aurait :
φ(p) = φ(ab) = φ(a)φ(b) = 0L'intégrité donne φ(a) = 0 ou φ(b) = 0 ce qui contredirait la minimalité de p.Proposition 1.2 Tout corps K contient un sous-corps premier : Q si p = 0 et Fp = Z/pZ sinon.Preuve : Pour démontrer le premier cas faisons la remarque liminaire suivante :� Le corps des fractions Frac(A) d'un anneau A est par dé�nition le plus petit corpscontenant A. Donc tout corps contenant A contient le corps des fractions de A.Si on a un morphisme injectif f ∶ A→K alors K � contient � A et d'après la remarque Frac(A).Dans le cas p = 0 on a donc bien K qui contient Q le corps des fractions de Z par dé�nition.Pour traiter le cas p ≠ 0 premier, démontrons au préalable le théorème d'isomorphisme :Théorème 1.3 Si f ∶ A→ B est un morphisme d'anneau, alors A/Kerf ≃ Imf .Preuve : Considérons pour les éléments de A la relation suivante

xRy ⇐⇒ x − y ∈ Kerf
R est une relation d'équivalence, et muni des opérations2



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteurs
x + y = x̄ + ȳ et xy = x̄ȳ ce quotient est un anneau (voir proposition 1.16).On véri�e aussi facilement que Imf = f(A) est un anneau.
⋆ Construisons un isomorphisme de A/Kerf dans Imf en considérant la fonction :

g ∶ A/Kerf Ð→ Imf

x̄ z→ f(x)Montrons que g est bien dé�nie i.e si x et y représentent la même classe x̄ = ȳ alors g(x) = g(y).C'est bien le cas car :
g(ȳ) = f(y) = f(y − x + x) = f(y − x) + f(x)Or comme x̄ = ȳ on a y − x ∈ Kerf donc f(y − x) = 0 et par suite g(ȳ) = f(x) = g(x̄).De plus f étant un morphisme d'anneau, g est aussi un morphisme d'anneau par construction.Montrons que g est injective :

g(x̄) = g(ȳ) ⇒ f(x) = f(y) ⇒ f(x − y) = 0⇒ x − y ∈ Kerf ⇒ x̄ = ȳEt g est surjective car tout z ∈ Imf de la forme z = f(x) admet x̄ comme antécédent par g.Donc g est bijective, on obtient l'isomorphisme souhaité. ◻� On peut désormais appliquer ce théorème à l'application φ ∶ Z →K :Im f ⊂K et Im f ≃ Z/Kerf = Z/pZ donc K � contient � Z/pZ qui est un corps car p premier.Les deux assertions de la proposition sont donc démontrées. ∎1.1.2 Structure additiveOn s'intéresse à un corps K �ni. Comme Q est in�ni on en déduit que K contient Fp.Dé�nition 1.4 K est un sous-corps d'un corps L ⇐⇒ L est une extension du corps K.Ainsi, K est une extension de Fp, on peut donc le voir comme Fp-espace vectoriel.Par conséquent, il existe une base (e1, ..., en) de K telle que
∀x ∈K, ∃!(λ1, ..., λn) ∈ (Fp)n, x =

n

∑
i=1

λieiL'ensemble des éléments de K est en bijection avec les n-uplets de Fp donc ont même cardinal.Théorème 1.5 Le cardinal d'un corps �ni est de la forme pn où p est sa caractéristique.3



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteurs1.1.3 Structure multiplicativeDé�nition 1.6 φ(n) est le nombre d'entiers inférieurs et premiers avec n, ϕ fonction d'Euler.Théorème 1.7 Le groupe multiplicatif K∗ d'un corps �ni est cyclique.Preuve : Démontrons préalablement les points suivants :
● On a la relation∑

d∣n

ϕ(d) = n. En e�et, on note
D = {1

n
,
2

n
,⋯,

n

n
}et pour d divisant n on dé�nit

Dd = {k
d
/ k ∧ d = 1 et 1 ⩽ k ⩽ d}De l'existence et l'unicité de l'écriture d'un nombre rationnel sous forme d'une fraction irré-ductible on déduit que les Dd forment une partition de D. D'où :

n = Card(D) = ∑
d∣n

Card(Dd) et Card(Dd) = ϕ(d)
● K un corps commutatif. Deux éléments ≠ 0 de même ordre engendrent le même sous-groupe.Soit d cet ordre, G1 et G2 les sous-groupes respectifs de K∗ engendrés par ces éléments.Les éléments de G1 et G2 sont donc racines du polynômes Xd − 1.Puisqu'il est de degré d il a au plus d racines car K est un corps commutatif.En�n comme G1 et G2 ont d éléments, ce sont exactement les racines de Xd −1 d'où G1 = G2.
● Il existe au plus ϕ(d) éléments de K∗ d'ordre d.S'il n'existe aucun élément d'ordre d c'est immédiat, sinon il en existe au moins un a.Par le point précédent, tous les éléments d'ordre d appartiennent au groupe engendré par a :

H = {ak, k ∈ ⟦0, d − 1⟧}Ainsi les éléments d'ordre d sont exactement les générateurs de H . Et pour k �xé :
< ak > =H⇔ ∃m, akm = a⇔ akm−1 = 1⇔ d ∣km − 1⇔ km + dm′ = 1⇔ k ∧ d = 1Par dé�nition de ϕ, il y a ϕ(d) k qui véri�ent k ∧ d = 1, soit ϕ(d) générateurs.

● Soit cd le nombre d'éléments d'ordre d de K∗ pour d ∣n où n = Card(K).On sait d'après Lagrange que l'ordre d ∣n, donc tout élément a un ordre et ainsi
∑
d∣n

cd = n4
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∑
d∣n

cd = ∑
d∣n

ϕ(d)On vient de voir cd = 0 ou ϕ(d), comme ce sont des entiers il vient cd = ϕ(d), ∀d ∣n.En particulier cn = ϕ(n) donc il existe des éléments d'ordre n, par conséquent K∗ est cyclique.Plus généralement cd = ϕ(d) montre que tout sous-groupe �ni de K∗ est cyclique. ∎Proposition 1.8 Les q éléments de K sont les q racines distinctes dans K de Xq −X.Preuve : D'après Lagrange, si G est un groupe �ni à n éléments et x ∈ G d'ordre m :
m ∣n⇔ n =mk d'où xn = xmk = (xm)k = 1

K∗ a pn − 1 = q − 1 éléments donc ∀x ∈K∗, xq−1 = 1 soit en rajoutant 0 :
∀x ∈K, xq = xAinsi les éléments de K sont exactement les q racines dans K de Xq −X. ∎Remarque : comme K est commutatif, on a la relation Xq −X = ∏

a∈K

(X − a).Dé�nition 1.9 Soit K corps �ni de caractéristique p, on dé�nit l'application de Frobenius :
F ∶ K Ð→ K

x z→ xpProposition 1.10 L'application de Frobenius est Z/pZ-linéaire.Preuve : On a p premier, on montre tout d'abord que p divise (p
i
) pour i ∈ ⟦2, p − 1⟧ :

(p
i
) = p!

i!(p − i)! ⇐⇒ (
p

i
) i! = p(p − 1)⋯(p − i + 1)

p ne divise aucun terme de i! car premier, donc d'après le théorème de Gauss il divise (p
i
).

● Soient (x, y) ∈K2, on a modulo p :
F (x + y) = (x + y)p = p

∑
i=0

(p
i
)xn−iyi = xp + yp = F (x) +F (y)

● Soit x ∈K et n ∈ Z/pZ,
F (nx) = npxp = nxp = nF (x)d'après le petit théorème de Fermat, ce qui achève la preuve. ∎5



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursProposition 1.11 L'application de Frobenius est un automorphisme du corps K.Preuve : La propriété de morphisme découle de la proposition précédente et du fait que
F (xy) = (xy)p = xpyp = F (x)F (y)car K est commutatif. F est en outre injective car par intégrité on a :

F (x) = 0Ô⇒ xp = 0Ô⇒ x = 0Et comme K est �ni on en déduit que F est bijective. ∎Proposition 1.12 Le nombre d'éléments de tout sous-corps de K est de la forme pr où r ∣n.Preuve : Soit k un sous-corps de K, c'est un corps �ni donc Card(k) = pr.Pour montrer que r ∣n prouvons tout d'abord le lemme suivant :Lemme 1.13 Soient (p,n, r) ∈ (N3)∗ et p > 1, on a pr − 1 ∣pn − 1⇐⇒ r ∣n.
⇒ E�ectuons la division euclidienne n = qr + s avec s < r. On a bien sûr :

pr ≡ 1 mod pr − 1En élevant à la puissance q et en multipliant par ps on obtient :
pqr ≡ 1 mod pr − 1Ô⇒ pn = pqr+s ≡ ps mod pr − 1Mais par hypothèse pn − 1 ≡ 0 mod pr − 1⇔ pn ≡ 1 mod pr − 1 d'où :

ps ≡ 1 mod pr − 1⇐⇒ pr − 1 ∣ps − 1Or puisque s < r cela implique s = 0 d'où n = qr et r ∣n.
⇐ Réciproquement si r ∣n⇔ n = qr et vu ci-dessus :

pn = pqr ≡ 1 mod pr − 1⇐⇒ pr − 1 ∣pn − 1Ce qui termine la preuve du lemme. ◻
k∗ possède un élément d'ordre pr − 1 qui divise CardK∗ = pn − 1 par Lagrange d'où r ∣n.Remarque : ∀α ∈ k, αpr = α, mais cette équation a au plus pr solutions, qui sont donc leséléments de k. Cela montre que k est l'ensemble des racines dans K de cette équation, doncest l'unique sous-corps de K à pr éléments. ∎Proposition 1.14 Inversement pour tout r ∣n il existe un unique sous-corps de K à pr éléments :c'est l'ensemble des a ∈K tels que apr = a. 6



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursPreuve : Soit r ∣n, notons k l'ensemble des a ∈K tels que apr = a.L'application f ∶ a↦ apr est un automorphisme du corps K car c'est f = F r.Donc k est l'ensemble des points �xes de f , qui est un sous-corps de K.
k a au plus pr éléments (degré de Xpr

−X).Puisque K∗ est cyclique d'ordre pn − 1 et que pr − 1 ∣pn − 1,
K∗ possède un élément d'ordre pr − 1 disons α.
0 et les pr − 1 puissances de α sont solutions de l'équation donc elle a au moins pr solutions.Ainsi k a bien pr éléments, ce qui achève la démonstration. ∎Remarque : L'unicité découle de la remarque précédente.1.2 Corps de rupture et corps de décomposition1.2.1 IdéauxDé�nition 1.15 I ⊂ A est un idéal de A ⇔ I est un sous-groupe additif de A et :

∀(a,x) ∈ A × I, ax ∈ I (et xa ∈ I car A commutatif)� Kerφ = {x ∈ Z, φ(x) = 0A} est un idéal bilatère de Z :Sous-groupe de Z car Kerφ ⊂ Z, 0 ∈ Kerφ (φ(0) = 0 par morphisme) et stable par - :
∀(x, y) ∈ (Kerφ)2, φ(x − y) = φ(x) − φ(y) = 0

∀(x, y) ∈ Kerφ ×Z, φ(xy) = φ(x)φ(y) = 0 = φ(y)φ(x) = φ(yx)Proposition 1.16 Soit I un idéal de A, la relation R suivante est une relation d'équivalence :
∀(x, y) ∈ A2, xRy ⇐⇒ x − y ∈ IPreuve :

○ Ré�exivité : x − x = 0A ∈ I car I sous-groupe de A donc xRx.
○ Symétrie : xRy⇔ x − y ∈ I⇔ −(x − y) = y − x ∈ I⇔ yRx car I est un sous-groupe de A.
○ Transitivité : xRy et yRz d'où par stabilité de + : (x − y)+ (y − z) = x − z ∈ I⇔ xRz.Ainsi R est une relation d'équivalence. 7



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteurs� On dé�nit le quotient A/I comme l'ensemble des classes d'équivalences de R.Proposition 1.17 Muni des opérations x + y = x̄ + ȳ et xy = x̄ȳ ce quotient est un anneau.Preuve :On s'assure comme en 1.3 que ces lois additives et multiplicatives sont bien dé�nies.Soit x̄ = x̄′ et ȳ = ȳ′, alors :
● x̄ + ȳ = x̄′ + ȳ′ et comme { x̄ + ȳ = x + y

x̄′ + ȳ′ = x′ + y′
on a bien x + y = x′ + y′.

● On écrit xy − x′y′ = (x −x′)y − x′(y − y′) et comme x̄ = x̄′ on a x − x′ ∈ I, de même y − y′ ∈ I.C'est ici que l'on se sert du fait que I est un idéal : (x − x′)y ∈ I et x′(y − y′) ∈ I.Comme I est un sous-groupe additif de A on obtient par soustraction
(x − x′)y − x′(y − y′) ∈ I⇔ xy − x′y′ ∈ I⇔ xy = x′y′Ces lois de composition internes (par construction) confèrent à A/I une structure d'anneau.En e�et (A/I,+) est un groupe commutatif car pour tout représentant (x, y, z) ∈ A3 on a :

○ Associativité : (x̄ + ȳ) + z̄ = x + y + z̄ = (x + y) + z = x + (y + z) = x̄ + y + z = x̄ + (ȳ + z̄).
○ 0A est le neutre : x̄ + 0A = x + 0A = x̄.
○ L'inverse de x̄ est −x car x̄ + −x = x − x = 0A.
○ Commutativité : x̄ + ȳ = x + y = y + x = ȳ + x̄ car A commutatif.Véri�ons en�n que la loi multiplicative est associative et distributive par rapport à + :

(x̄ȳ)z̄ = xyz̄ = (xy)z = x(yz) = x̄yz = x̄(ȳz̄)
x̄(ȳ + z̄) = x̄y + z = x(y + z) = xy + xz = xy + xz = x̄ȳ + x̄z̄De même pour la distributivité à gauche. Ce qui démontre la proposition. ∎Dé�nition 1.18 I est un idéal maximal de A ⇔ I ≠ A et ∀J ⊃ I ⇒ J = I ou J = A.Remarque : En d'autre termes il n'y a pas d'idéaux intermédiaires entre I et A, il est maximal.Proposition 1.19 Soient P ∈ A irréductible et l'idéal (P ) = {PT,T ∈ A}, on a :

A euclidien 1

Ô⇒ (P ) maximal 2

Ô⇒ A/(P ) est un corps.Preuve : 8
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1

Ô⇒ P est irréductible donc non inversible, ainsi (P ) ≠ A car sinon
1 ∈ (P )⇒ ∃Q ∈ A / PQ = QP = 1ce qui est exclut.Soit un idéal J ⊃ (P ), on sait qu'il existe Q ∈ A tel que J = (Q) car A principal.Mais alors (Q) ⊃ (P )⇒ Q divise P , et comme P irréductible on a :Soit Q associé à P et donc J = (Q) = (P ) soit Q inversible auquel cas J = (Q) = A. ◻

2

Ô⇒ Soit Q ∈ A / Q̄ ≠ 0̄ c'est-à-dire Q n'est pas divisible par P soit encore Q ∉ (P ).Remarque : Rappelons qu'ici I = (P ) dans la proposition 1.16 donc 0̄ = {T ∈ A / T − 0 = T ∈ (P )}.Notons J = {xP + yQ, (x, y) ∈ A2} l'idéal engendré par P et Q.On a J ⊃ (P ) et (P ) maximal donc J = (P ) ou J = A. Or Q ∈ J et Q ∉ (P ) donc J = A.En particulier 1 ∈ J donc ∃(x0, y0) ∈ A2 / 1 = x0P + y0Q et en passant aux classes :
1̄ = x0P + y0Q = x̄0 P̄®

=0̄

+ȳ0Q̄ = ȳ0Q̄L'inverse de Q̄ est ȳ0 et par suite A/(P ) est un corps. ∎1.2.2 Corps de ruptureSoit P un polynôme irréductible sur un corps (commutatif) K quelconque.� Soit k une extension du corps K et α ∈ k. On note k(α) (resp. k[α]) le plus petit sous-corps(resp. le plus petit sous-anneau) de k contenant K et α.Dé�nition 1.20 Un corps de rupture de P sur K est une extension k de K dans laquelle Pau moins une racine α telle que α engendre k. Plus précisément véri�ant P (α) = 0 et k =K(α).
⋆ Construisons un corps de rupture en nous appuyant sur les résultats établis sur les idéaux :
K[X] est euclidien et P irréductible, d'après la proposition 1.19 k =K[X]/(P ) est un corps.Montrons que k est un sur-corps de K c'est-à-dire que K s'injecte dans k soit x̄ = ȳ⇔ x = y.Pour cela on identi�e les scalaires x et y à des polynômes (constants) de K[X], alors :

x̄ = ȳ⇔ x − y = 0̄⇔ x − y ∈ (P )Le seul polynôme constant appartenant à (P ) est le polynôme nul d'où x − y = 0⇒ x = y.9



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursRéciproquement si x = y on a bien sûr x̄ = ȳ.Considérons maintenant la classe de l'indéterminée X que l'on note x = X̄. Il s'ensuit :
P (x) = P (X̄) = P (X) = 0̄Remarque : la deuxième égalité résulte des lois additives et multiplicatives sur les classes.On a donc bien trouvé une racine x de P sur le sur-corps k. ◻Reste à montrer que k =K[X]/(P ) =K(x) :

⊂ Soit Q(X) = ∑aiX
i ∈K[X], en passant à la classe Q̄ ∈K[X]/(P ) et :

Q(X) =∑ai(X̄)i =∑aix
i ∈K(x)

⊃ Le corps K[X]/(P ) contient X̄ = x et K donc à fortiori le corps K(x).On a ainsi montré l'égalité par double inclusion. ∎" L'intérêt est de taille, cela signi�e que si l'on a un polynôme irréductible sur un corps donné,il est toujours possible de cette façon de construire un corps � plus grand � sur lequel ce polynômeadmet une racine.Exemple : prenons le polynôme X2 + 1 qui est irréductible sur le corps R[X].Plaçons nous alors sur le sur-corps k = R[X]/(X2 + 1) et notons i = X̄.D'après ce qui précède, i est racine de X2 + 1 sur k c'est-à-dire i2 = −1.Nous venons de construire le corps des complexes...Proposition 1.21 Deux corps de rupture de P ∈K[X] irréductible sont isomorphes.Preuve : On a vu que k =K[X]/(P ) est un corps de rupture de P .Soit k′ un autre corps de rupture de P avec k′ =K(α) et P (α) = 0.Alors l'application
f ∶ K[X] Ð→ k′

Q z→ Q(α)est surjective, Kerf = (P ) car (P ) ⊂ Kerf et (P ) maximal (K[X] euclidien).Le théorème d'isomorphisme donne doncImf = k′ ≃K[X]/Kerf =K[X]/(P ) = kOn a bien un isomorphisme entre k et k′. ∎10



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursSupposons qu'il existe P ∈K[X] irréductible de degré s,alors K[X]/(P ) est un corps sur lequel x = X̄ est racine de P . Et on a :Proposition 1.22 La famille F = (1, x, ..., xs−1) est une base de K[X]/(P ).Preuve :
● Prenons un polynôme Q ∈K[X] et e�ectuons la division euclidienne par P :

Q(X) = R(X)P (X) + S(X) avec deg(S) < s = deg(P )Ainsi R(X) = arXr +⋯ + a1X + a0 avec r < s. En passant à la classe on a :
Q(X) = R(X)⇔ Q(x) ≡ R(x) ≡ arx

r +⋯ + a1x + a0 mod PAinsi la classe de Q est combinaison linéaire de 1, x, ..., xr donc F est génératrice.� On remarque que les éléments de K[X]/(P ) sont des polynômes en x de degré ⩽ s.
● Montrer maintenant que F est libre. Supposons que :

s−1

∑
i=0

aix
i = 0̄Introduisons le polynôme Q(X) = s−1

∑
i=0

aiX
i, par hypothèse en passant à la classe :

Q̄ = 0̄⇔ Q − 0 = Q ∈ (P )⇔ P ∣QOr deg(P ) = s > s− 1 = deg(Q) d'où nécessairement Q = 0 et par suite ∀i ∈ ⟦0, s− 1⟧, ai = 0. ∎Puisque K s'injecte dans K[X]/(P ) on peut voir le quotient comme K-espace vectoriel.Dans l'exemple précédent C = R[X]/(X2 + 1) possède bien une copie de R.De plus la famille (1, i) est bien une base de C vu comme R-espace vectoriel :
∀z ∈ C, ∃a, b ∈ R, z = 1.a + i.b = a + ibSi maintenant K est �ni (donc à q = pn éléments) on peut raisonner comme au théorème 1.5 :Comme (1, ..., xs−1) est une base du K-espace vectoriel K[X]/(P ),les éléments de K[X]/(P ) sont en bijections avec les s-uplets de K d'où :Proposition 1.23 Soient K �ni et P irréductible de degré s alors K[X]/(P ) est un corps etCard(K[X]/(P )) = qs = (pn)s = pns11



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursConsidérons maintenant le corps �ni K = Fp.Il existe P ∈ Fp[X] irréductible de degré n (existence établie à la proposition 1.35).On en déduit le corollaire suivant :Corollaire 1.24 Le corps Fp[X]/(P ) possède pn éléments.1.2.3 Corps de décompositionSoit K un corps et P un polynôme sur K de degré d > 1.Théorème 1.25 Un corps de décomposition de P sur K est une extension k de K tel que :i) P soit scindé dans k[X], c'est-à-dire P a toutes ses racines dans k,ii) k est minimal pour cette propriété, c'est-à-dire que les racines de P engendrent k.Proposition 1.26 Tout polynôme P ∈K[X] possède un corps de décomposition sur K.Preuve : Par récurrence sur le degré n de P .
○ Si n = 1 alors K est corps de décomposition pour P sur K.
○ Supposons la propriété vraie pour tout polynôme de degré strictement plus petit que n.D'après le paragraphe 1.2.2 il existe une extension E de K contenant une racine a de P .Donc le polynôme X − a divise P dans E[X], soit :

P (X) = (X − a)Q(X) avec deg(Q) ⩽ n − 1L'hypothèse de récurrence permet de trouver un corps de décomposition F pour Q sur E[X] :
Q(X) = α

n

∏
i=2

(X − ai) dans F [X]Et alors en posant a1 = a on a dans F [X] :
P (X) = (X − a)Q(X) = (X − a)α n

∏
i=2

(X − ai) = α
n

∏
i=1

(X − ai)Ainsi F est un corps de décomposition pour P sur K. ∎Exemple : Prenons le polynôme X3 − 2 et considérons son corps de rupture K = Q[X]/(X3 − 2).En notant comme tout à l'heure x = X̄ et sachant que 2̄ = 2 (Q s'injecte dans le quotient) :
X3 − 2 = x3 − 2 = 0Ô⇒ x3 = 2Ainsi dans le quotient :

T 3 − 2 = T 3 − x3 = (T − x)(T 2 + xT + x2)12



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursEssayons de décomposer T 2+xT +x2, pour cela il faut que son discriminant ∆ = −3x2 soit un carré.C'est-à-dire qu'il existe un polynôme de degré 2 tel que :
−3 = (ax2 + bx + c)2 = (2ac + b2)x2 + (2bc + 2a2)x + (4ab + c2)1Comme (1, x, x2) est une base de K sur Q on peut identi�er :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

2ac = −b2

2bc = −2a2

4ab + c2 = −3Le produit des deux premières égalités montrent que ab ⩾ 0, ce qui contredit la dernière égalité.Ainsi T 2 +xT +x2 est irréductible sur K et le corps de rupture n'est pas corps de décomposition.On réitère alors le procédé en considèrant le corps de rupture du facteur irréductible restant :
L =K[T ]/(T 2 + xT + x2)En notant t = T̄ on a de nouveau t2 + xt + x2 = 0 soit encore −x − t = x2

t
.On obtient les deux dernières racines de X3 − 2 et L est son corps de décomposition.Remarque : Un corps de décomposition s'obtient donc par des extensions successives. Chaqueextension étant construite comme corps de rupture d'un facteur irréductible de degré > 1 dupolynôme initial sur l'extension précédente.Théorème 1.27 Soit p un nombre premier et n ∈ N∗. On pose q = pn.Il existe des corps K à q éléments. Un tel corps est un corps de décomposition de Xq −X sur Fp.Plus précisément les éléments de K sont les q racines de Xq −X.Preuve : Considérons un corps de décomposition K de Xq −X sur Fp.Notons R l'ensemble de ses racines dans K. Montrons que R =K puis que Card(K) = q.Véri�ons que R est un sous-corps de K. Si x et y sont dans R, les égalités :

(x + y)q = F n(x + y) = F n(x) + F n(y) = x + y et (xy)q = xqyq = xymontrent que x + y et xy sont dans R car racines de Xq −X.Remarque : F n désigne la n-ième itérée de F , car F (x + y) = (x + y)p et q = pn.En�n si x ≠ 0 est dans R en multipliant q + 1 fois à gauche par x−1 :
xq = x⇔ x−1xq = x−1x⇔ xq−1 = 1⇔ xq−2 = x−1⇔ ⋯⇔ x−1 = (x−1)q

x−1 est dans R et par suite R est un corps, constitué de toutes les racines de Xq −X.13



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursDe là R est égal au corps de décomposition K de Xq −X.Les q racines de Xq −X dans K sont ≠ car ce polynôme et sa dérivée −1 sont étrangers.Card(R) = Card(K) = qRéciproquement, si l'on se donne un corps K à q éléments, on a vu que ses éléments sont les
q racines dans K de Xq −X et que K contient un sous-corps premier isomorphe à Fp. Cecimontre bien que K est un corps de décomposition de Xq −X sur Fp. ∎1.2.4 Construction des corps �nisOn souhaite construire un corps K à q = pn éléments comme corps de décomposition de Xq −Xsur Fp. Nous avons vu qu'un corps de décomposition d'un polynôme se construit à l'aide dequotients successifs. Ici le polynôme considéré n'est jamais irréductible. On peut toujours écrirela factorisation :

Xq −X =X(Xq−1 − 1) =X(X − 1)(1 +X +⋯+Xq−2)Pour obtenir un corps de décomposition, il s'agit donc à priori de �nir la factorisation en facteursirréductibles, puis de trouver successivement, des corps de plus en plus gros, dans lesquels tousces facteurs irréductibles se décomposent.Mais cela devient très abstrait puisque le corps �ni ainsi construit résulte de plusieurs empilements
Fp, K1, ..., Ki de corps de rupture où Ki+1 =Ki[X]/(Q) avec Q un facteur irréductible. Ce seraitdonc beaucoup plus économe de l'obtenir avec un seul quotient !Proposition 1.28 Une particularité des corps �nis est que l'on peut trouver une facteur irré-ductible P de Xq −X dont le corps de rupture Fp[X]/(P ) est un corps de décomposition de tousles facteurs irréductibles de Xq −X.Preuve : On se place dans un corps �ni quelconque K à q éléments.On a vu que le groupe multiplicatif K∗ est cyclique. Soit x un générateur de K∗.Pour obtenir un tel polynôme P il su�t de choisir le polynôme minimal de x.� le polynôme unitaire de plus bas degré à coe�cient dans Fp tel que P (x) = 0.Comme xq−1 = 1, le polynôme minimal P divise Xq−1 −1 ou encore Xq −X qui est annulateur.Ainsi P est bien un facteur irréductible (car minimal) de Xq −X.Il reste à voir si en quotientant par P on obtient bien un corps de décomposition de Xq −X.� Fp(x) est par dé�nition le plus petit sous-corps de K contenant Fp et x.Or x engendre K∗ d'où Fp(x) =K.Puis ce corps contient la racine x de P donc est un corps de rupture de P comme Fp[X]/(P ).14



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursEn�n deux corps de rupture de P étant isomorphes on en déduit Fp[X]/(P ) ≃ Fp(x) =K.Mais on sait que les q = pn éléments de K sont les q racines de Xq −X.Donc par isomorphisme Fp[X]/(P ) contient ces q racines.C'est donc e�ectivement un corps de décomposition de Xq −X. ∎Remarque : comme x engendre K∗, par isomorphisme la classe de X engendre (Fp[X]/(P ))∗.� Un tel polynôme P irréductible où la classe de X engendre Fp[X]/(P ) est dit primitif.Pour construire un corps �ni à q = pn éléments il su�rait alors de déterminer le polynôme minimaldu générateur de K∗ et de quotienter.Cependant cette construction reste complètement abstraite car on n'a pas de moyen explicite detrouver un générateur de K∗ tant que l'on n'a pas concrètement le corps K !Proposition 1.29 Un corps de rupture de P irréductible sur K en est un corps de décomposition.Preuve : Soit d le degré de P sur K de cardinal q = pn.Le corps de rupture K1 =K[X]/(P ) de P sur K est de cardinal qd.Ce corps �ni, ensemble des racines distinctes de Xpd
−X contient une racine x de P .Le polynôme P est donc un facteur irréductible sur K de Xqd

−X.
Xqd

−X étant séparablement scindé dans K1, les racines du facteur P sont toutes dans K1.Ainsi K1 est corps de décomposition de P . ∎� Revenons à la recherche d'un corps de décomposition de Xq −X = X(Xq−1 − 1). Le facteur
Xq−1 − 1 conduit naturellement à regarder de plus près les racines de l'unité dans un corps �ni etleur polynôme minimal sur Fp, c'est l'objet de la section qui suit.1.3 Polynômes cyclotomiques1.3.1 Le polynôme φnDans C les racines n-ième de l'unité sont les e2iπr où nr ∈ Z.� C'est une racine primitive n-ième si n est le dénominateur de la fraction r irréductible.Lorsque k parcourt Z/nZ on obtient les racines n-ième, et les primitives pour k ∈ (Z/nZ)∗.Soit n > 0 un entier et le produit∏

ζ

(X − ζ) où ζ parcourt les racines primitives n-ième.15



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursDé�nition 1.30 On appelle n-ième polynôme cyclotomique ce produit :
φn(X) = ∏

k∈(Z/nZ)∗
(X − e2πik/n)Proposition 1.31 φn est un polynôme unitaire de degré ϕ(n) à coe�cients entiers, et

Xn − 1 =∏
d∣n

φd (∗)Preuve : φn est clairement unitaire, et de degré ϕ(n) car il y a ϕ(n) éléments dans (Z/nZ)∗.On démontre cette égalité en regroupant les racines n-ième de l'unité suivant leur ordre :
Xn − 1 = ∏

ζ∈Un

(X − ζ) =∏
d∣n

∏
ζ∈Un

ζ d'ordre d(X − ζ) =∏
d∣n

∏
ζ∈Ud

ζ primitive(X − ζ) =∏
d∣n

φdPar récurrence supposons que tous les φd où d ∣n et d ≠ n soient à coe�cients entiers, alors :
Xn − 1 = φn(X)h(X)où h(X) est un polynôme unitaire de Z[X]. Par division euclidienne dans Z[X] on a :

Xn − 1 = g(X)h(X) + r(X)avec g(X) et h(X) à coe�cients entiers et deg(r) < deg(h).Mais par unicité de la division euclidienne dans C[X] il vient φn = g ∈ Z[X]. ∎Remarque : l'égalité des degrés dans (∗) permet de retrouver la relation n = ∑
d∣n

ϕ(d).Et (∗) donne un moyen récurrent de calculer les φn :
φn(X) = Xn − 1

∏φd

où d ∣n et d ≠ nLes premiers polynômes cyclotomiques sont donc :
φ1(X) =X − 1

φ2(X) =X + 1

φ3(X) =X2 +X + 1

φ4(X) =X2 + 1

φ5(X) =X4 +X3 +X2 +X + 1

φ6(X) =X2 −X + 1

⋮1.3.2 Racines des polynômes cyclotomiquesJusqu'ici nous nous étions placés dans le corps C. Mais comme φn est à coe�cients entiers, onpeut calculer φn(a) pour tout élément a d'un anneau A.16



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursProposition 1.32 Soient A un anneau intègre et n > 0 un entier tel que n.1A ≠ 0.i) Les racines n-ièmes de l'unité dans A sont des racines simples du polynôme Xn − 1. Plusgénéralement, il n'existe pas de polynôme non constant Q ∈ A[X] tel que Q2 divise Xn − 1.ii) Les racines de φn dans A sont exactement les racines primitives n-ième de l'unité dans A.Preuve :i) Supposons que l'on puisse écrire Xn−1 = Q(X)2R(X) et dérivons cette égalité, on obtient :
nXn−1 = Q(X)[2Q′(X)R(X) +Q(X)R′(X)]Ecrivons alors

n.1A = (nXn−1)X − n(Xn − 1)et remplaçons nXn−1 et Xn − 1 par leur expression, il vient :
n.1A = Q(X)[2Q′(X)R(X)X +Q(X)R′(X)X − nQ(X)R(X)]

Ô⇒ Q(X) divise la constante non nulle n.1A, donc est constant.ii) On vient de voir que les racines n-ième de l'unité dans A i.e de Xn − 1 sont simples.Il en résulte qu'elles sont racines d'exactement un des polynômes φd pour d ∣n d'après (∗).Mais les racines de φd pour d ∣n et d ≠ n sont aussi racines des Xd − 1.Donc ces racines ne sont pas primitives, et celles de φn restantes le sont. ∎1.3.3 Décomposition des polynômes cyclotomiques dans un corps �niComme déjà dit, les polynômes cyclotomiques sont construits sur C et ont des coe�cients entiers.Mais un polynôme φn irréductible sur Q ne l'est plus nécessairement modulo p.Exemple : φ7(X) = 1 +X +⋯ +X6 est irréductible sur Q mais ne l'est plus modulo 2 :
1 +X +⋯ +X6 ≡ (1 +X +X3)(1 +X2 +X3)[2]Nous allons plus généralement déterminer ce qu'il advient lorsque l'on considère un corps �ni Kà q = pm éléments et le polynôme à coe�cients dans K obtenu en remplaçant chaque coe�cient

ai de φn par son image ai.1K dans K. Cela consiste évidemment à réduire ces coe�cients modulo
p, mais comme il y a plus d'éléments dans K que dans Fp (son sous-corps premier), les facteursirréductibles de φn dans Fp[X] ne restent pas nécessairement irréductibles dans K[X].La proposition suivante donne la réponse complète :Proposition 1.33 K un corps �ni à q = pn éléments et n tel que n ∧ q = 1. On note r l'ordre dela classe de q dans le groupe (Z/nZ)∗, i.e le plus petit entier tel que qr ≡ 1[n]. Alors φn(X) sedécompose dans K[X] en produit de polynômes unitaires irréductibles de degré r, tous di�érents.17



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursPreuve : On a Xn − 1 = φn(X)∏
d∣n

φd(X) avec d ≠ n.D'après la proposition précédente Xn − 1 n'est pas divisible par Q2 non constant.Donc φn non plus, ce qui justi�e le terme � tous di�érents �.Il s'agit de montrer que tout facteur irréductible de φn dans K[X] est de degré r.Soit P un tel facteur et s son degré. On construit k =K[X]/(P ).On a vu que Card(k) = qs et tout élément non nul de k satisfait αqs−1 = 1.
k contient une racine ζ de P donc de φn qui est primitive n-ième d'après la proposition 1.32.
ζqs−1 = 1 donc n∣qs − 1 soit encore qs ≡ 1[n]. D'où r ∣ s.Ainsi puisque ζn = 1 et n∣qr − 1 (car qr ≡ 1[n]) on a :

ζqr−1 = 1⇐⇒ ζqr

= ζL'ensemble des racines de Xqr
−X est un sous-corps de k d'après la proposition 1.14, car r ∣ s.Or il contient ζ (qui les engendrent car primitive), de polynôme minimal P de degré s, donc :

(1, ζ, ..., ζs−1)est une famille libre dans le K-espace vectoriel k. Donc c'est une base de Vect(1, ..., ζs−1).Cet espace vectoriel est ainsi en bijection avec avec Ks donc a qs éléments.Ainsi le corps engendré par les racines est k tout entier.Donc qs = Card(k) = qr, donc s = r. Ce qui clos la démonstration. ∎Remarque : L'hypothèse n∧ q = pn = 1⇔ n∧ p = 1 est nécessaire, sinon n = pm et par Frobenius :
Xn − 1 = (Xm − 1)pDonc par intégrité si xn − 1 = 0 alors xm − 1 = 0 donc x est au plus d'ordre m < n.Ainsi il n'existe aucune racine primitive n-ième et le produit φn est vide égal à 1 par convention.Exemple : On souhaite décomposer le polynôme cyclotomique φ11 sur le corps �ni F3.On prend donc n = 11 et q = 3 qui sont premiers entre eux, ainsi que r = 5 car 35 ≡ 1[11].Alors φ11 = 1 +X +⋯+X10 se décompose en produit de 2 polynômes irréductibles de degré 5.18



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursRemarque : Si r = 1, φn est scindé donc possède des racines dans K. Cela signi�e que K contientdes racines primitives n-ième de l'unité. Pour qu'il en soit ainsi il faut et il su�t que n∣q − 1.A l'opposé, pour avoir un seul facteur dans la décomposition de φn sur k il faut que r = deg(φn) =
ϕ(n). D'où le corrolaire suivant :Corollaire 1.34 φn irréductible sur le corps K �ni à q éléments ⇐⇒ q engendre (Z/nZ)∗.Preuve : φn irréductible sur K ⇔ la décomposition de φn n'a qu'un facteur irréductible.
⇔ tous les facteurs de la décomposition sont de degré ϕ(n) (car ce facteur est φn)
⇔ q est d'ordre ϕ(n) dans (Z/nZ)∗.Détail : le sens ⇐ découle du théorème, l'autre ⇒ par contraposée :Si q est d'ordre r < ϕ(n), le théorème stipule que φn se décompose en produit de degré r ≠ ϕ(n).Finalement comme (Z/nZ)∗ possède ϕ(n) éléments on a la dernière équivalence :

q est d'ordre ϕ(n) dans (Z/nZ)∗⇔ q engendre (Z/nZ)∗On a donc bien l'équivalence annoncée. ∎Exemple : La classe de 2 est générateur de (Z/3Z)∗ donc φ3 irréductible sur F2.En particulier pour k = Fp avec p premier et n = pm − 1 on a r =m et le corrolaire :Corollaire 1.35 Dans Fp[X], φpr−1 est produit de polynômes unitaires irréductibles de degré r.1.4 Existence et unicité des corps �nisOn déduit aussitôt du dernier corollaire :Proposition 1.36 ∀n > 0, p premier, il existe des polynômes irréductibles de degré n dans Fp[X].On peut préciser le dernier corollaire :Proposition 1.37 Ces facteurs irréductibles sont les polynômes primitifs de degré r dans Fp[X].Preuve : On sait qu'il existe des polynômes de degré n facteurs irréductible de Xpn
−X.Plus précisément il existe des polynômes primitifs de degré n quelconques parmi ces facteurs,ce sont les polynômes minimaux sur Fp des générateurs de K∗ où K est un corps de décom-position de Xpn

−X sur Fp.Posons q = pn et regardons où les chercher dans la décomposition citée :
Xq −X =X(Xq−1 − 1) =X ∏

d∣q−1

φd19



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursCe polynôme est scindé dans K (car K corps de décomposition). Par ailleurs :
x est générateur de K∗⇔ x est d'ordre q − 1⇔ x est racine de φq−1Détaillons la dernière équivalence :

⇒ Si x est d'ordre q − 1, x ne peut annuler φd pour d ∣ q − 1 strictement.Sinon x serait une racine primitive d-ième de l'unité ce qui contredirait la minimalité de q−1.
Xq−1 − 1 = φq−1 ∏

d∣q−1
d≠q−1

φd (∗)

x annule Xq−1 − 1 car d'ordre q − 1 et n'annule pas les φd donc x racine de φq−1. ◻
⇐ Réciproquement si x est racine de φq−1, c'est une racine primitive q − 1-ième d l'unité.Donc x est d'ordre q − 1. ◻Le polynôme minimal sur Fp d'un tel x est donc un diviseur de φq−1.Réciproquement tout facteur irréductible P de φq−1 a des racines d'ordre q − 1 dans K∗.Par conséquent, P est polynôme minimal d'un élément primitif de l'extension K de Fp.Ainsi, les polynômes primitifs de degré n sont les facteurs irréductibles de φpn−1. ∎Proposition 1.38 Dans Fp[X], nous avons la relation :

Xpn

−X =∏Pioù les Pi décrivent l'ensemble des polynômes irréductibles dont le degré d divise n.Preuve : Nous allons montrer que Xpn
−X est exactement ce produit.Soit P un polynôme irréductible de degré r.On a vu que dans K = Fp[X]/(P ) qui a pr éléments, la classe x de X satisfait à xpr = x.

● Si r∣n⇔ n =mr = r +⋯ + r´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
mfois

; en élevant à la puissance pr on obtient :
(xpr)pr

= xpr ⇔ xp2r

= x répété m fois donne xpn

= xce qui signi�e que Xpn
−X est un multiple de P .

● Inversement, si Xpn

−X est un multiple de P on a xpn = x.Mais les a ∈K tels que apn = a forment un sous-anneau de K.20



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursComme il contient x qui engendre K, il lui est égal. Donc ∀a ∈K, apn−1 = 1.Or K∗ contient un élément d'ordre pr − 1 d'où pr − 1∣pn − 1 et donc r∣n.On obtient ainsi exactement les facteurs irréductibles considérés.� Reste à prouver qu'il n'y a pas de facteurs multiples.C'est en e�et le cas, car si Xpn
−X est divisible par P 2, son polynôme dérivé est divisible par P .Or ce polynôme dérivé est pnXpn−1 − 1 = −1 dans Fp[X]. ∎Théorème 1.39 i) Il existe pour tout nombre premier p et tout entier n un corps à pn éléments.ii) Deux corps �nis qui ont le même nombre d'éléments sont isomorphes.iii) Plus généralement, si K est un corps �ni à pn éléments et K ′ un autre corps �ni à pm tel que

n divise m alors K se plonge comme un sous-corps de K ′.Preuve :i) On a vu qu'il existe au moins un polynôme irréductible de degré n dans Fp[X].Alors Fp[X]/(P ) est un corps à pn éléments.ii) C'est le cas particulier n =m du point suivant.Mais on peut tout de même en donner une autre démonstration :Soit P un polynôme irréductible de degré n dans Fp[X],et K un corps �ni quelconque à pn éléments. On veut montrer que K ≃ k = Fp[X]/(P ).Pour cela on choisit x une racine de P dans K, qui existe car :
Xpn
−X est égal au produit de tous les polynômes irréductibles dont le degré divise n.Donc P divise Xpn

−X qui est scindé dans K[X], donc P l'est également.Et considérons le morphisme
f ∶ Fp[X] Ð→ K

Q z→ Q(x)Son noyau Kerf est principal (car Fp[X] l'est) et P ∈ Kerf .Comme P est irréductible on a alors Kerf = (P ). D'après le théorème d'isomorphisme :
Fp[X]/Kerf = Fp[X]/(P ) ≃ Imf =K21



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursiii) On a vu aussi qu'on peut décrire K à l'aide d'un élément primitif x qui véri�e P (x) = 0,où P est un polynôme unitaire irréductible de degré n appartenant à Fp[X].Le degré n de P divise m donc P divise Xpm
−X dans Fp[X].On sait par ailleurs que dans K ′[X] :

Xpm

−X = ∏
a∈K ′
(X − a)Ainsi P divise ce produit et possède donc des racines dans K ′.Par conséquent K se plonge dans K ′. ∎Justi�ons le dernier point : Notons x′ une racine de P dans K ′.Les deux corps K et K ′ ont même caractéristique p donc contiennent Fp.On a vu que le sous-corps Fp(x′) de K ′ est isomorphe à Fp[X]/(P ).Or K lui est aussi isomorphe, donc est isomorphe au sous-corps de K ′ cité d'où K ⊂K ′.

22



Partie 2 : Constructions et calculs2.1 Construction explicite des corps �nis2.1.1 Qu'appelle-t-on Fq ?
B Attention ici q = pn et contrairement à ce que l'on pourrait penser Fq ≠ Z/qZ.Dé�nition 2.1 On appelle Fq � le � corps à q éléments.La présence des guillemets résulte du théorème qui assure que tous les corps à q éléments sontisomorphes. C'est pourquoi on s'autorise à parler � du � corps à q éléments, et de le noter Fq.Mais nous allons voir que cette notation est ambigüe :Lorsque q = p est premier, cela ne pose pas de problème, car si K et K ′ sont deux corps à péléments, il n'y a qu'une façon de faire correspondre les éléments de K et K ′ : à 1K correspond
1K ′ car un isomorphisme f ∶K →K ′ véri�e f(1K) = 1K ′, puis à 2K correspond 2K ′ et ainsi de suite.Donc on peut écrire dans ce cas K =K ′ = Fp.Mais cela n'est plus vrai lorsque le nombre d'éléments n'est plus premier, car de manière géné-rale il y a plusieurs isomorphismes entre deux tels corps. En e�et, si un corps est dé�ni commequotient K = Fp[X]/(P ), pour dé�nir sur K di�érents morphismes, on peut permuter le rôle desracines de P , ou encore choisir un autre polynôme P .� Un corps à q = pn éléments (n > 1) est � unique � à isomorphisme non unique près.Exemple : Prenons un corps K à 4 éléments, d'après le théorème F2 ⊂K car 2 ∣4.Les éléments de K sont donc 0, 1, α et β. On a α + α = 2α = 0 et de même β + β = 0.
α + 1 ne peut être ni 0, ni 1, ni α donc α + 1 = β et β + 1 = α.De même α2 = β, β2 = α et αβ = 1, et on a complètement déterminé la table d'opérations.Toutefois il n'y a aucun moyen de distinguer l'un de l'autre les éléments α et β.Si K ′ est un autre corps à 4 éléments et si on note γ et δ les 2 éléments ≠ 0 et 1,il y a deux façons distinctes d'identi�er K et K ′, on peut décider que :

α = γ et β = δ ou α = δ et β = γPlus généralement pour deux corps K et K ′ a q = pn éléments, si l'on a identi�é K et K ′ parl'application f ∶ K → K ′, on peut aussi bien le faire par l'application x ↦ (f(x))p = f(xp) carl'application de Frobenius x ↦ xp est un automorphisme non identique, c'est lui qui est la causede nos ennuis.
23



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteurs2.1.2 Exemples de constructionsNous allons ici décrire les di�érentes constructions des corps à 9 éléments, puis à 16 éléments.
☀ Construction d'un corps à 9 élémentsPour construire F9, écrivons grâce à (∗) la décomposition :

X9 −X =Xφ8φ4φ2φ1 =X(X4 + 1)(X2 + 1)(X + 1)(X − 1)Ici q = 9 = 32 soit p = 3 et n = 2. Le degré de φpn−1 est ϕ(pn − 1) = ϕ(8) = 4 = 2n.
⇛ Donc φpn−1 a deux facteurs irréductibles de degré n en vertu du corollaire 1.34.E�ectivement, en factorisant astucieusement, on a dans F3[X] :

φ8(X) =X4 + 1 = (X2 − 1)2 + 2X2 = (X2 − 1)2 −X2 = (X2 −X − 1)(X2 +X − 1)On obtient ainsi deux polynômes irréductibles primitifs d'après la proposition 1.36.Mais aussi un troisième polynôme irréductible non primitif : X2 + 1 (n'a pas de racine dans F3).On a donc le choix entre 3 constructions de F9 :
F3[X]/(X2 −X − 1), F3[X]/(X2 +X − 1), F3[X]/(X2 + 1)

☀ Construction d'un corps à 16 élémentsDe même on écrit la décomposition :
X16 −X = Xφ15φ5φ3φ1 =Xφ15(X4 +X3 +X2 +X + 1)(X2 +X + 1)(X − 1)Ici q = 24 soit p = 2 et n = 4. Le degré de φ15 est ϕ(15) = ϕ(3)ϕ(5) = 8.

φ15 a donc deux facteurs irréductibles de degré 4. Pour le calculer on divise X15 − 1 par
(X4 +X3 +X2 +X + 1)(X2 +X + 1)(X − 1)On trouve φ15(X) =X8 +X7 +X5 +X4 +X3 +X + 1 (sachant que −1 = 1 dans F2).Dans F2[X] on obtient, avec une certaine di�culté, la factorisation :

X8 +X7 +X5 +X4 +X3 +X + 1 = (X4 +X + 1)(X4 +X3 + 1)Remarques : On voit sur cet exemple la di�culté pratique pour factoriser le polynôme φ15. Il estplus rapide d'établir la liste des polynômes irréductibles de degré 4 sur F2, en éliminant ceux quiont une racine et ceux qui sont divisibles par le seul polynôme irréductible de degré 2 : X2+X +1,puis de tester la division de φ15 par ces polynômes. On obtient :
X4 +X +1 et X4 +X3 +1 irréductibles primitifs et X4 +X3 +X2 +X +1 irréductible non primitif.On a donc également le choix entre 3 constructions de F16 :

F2[X]/(X4 +X + 1), F2[X]/(X4 +X3 + 1), F2[X]/(X4 +X3 +X2 +X + 1)24



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteurs2.2 Calculs dans les corps �nis2.2.1 Table de correspondanceL'intérêt de choisir un polynôme P primitif de degré n est que le groupe multiplicatif du quotient
K = Fp[X]/(P ) va être engendré par la classe x de X, donc tout élément de K∗ s'exprimeracomme une puissance xi du générateur avec 0 ⩽ i ⩽ pn − 1. Par ailleurs (1, x, x2, ..., xn−1) étantune base de K sur Fp, les éléments de K s'exprimeront comme combinaison linéaire de 1, x,...,xn−1.On peut donc établir une table de correspondance entre les puissances xi du générateur de K∗et leur expression comme polynôme de degré strictement inférieur à n. Celle-ci étant établie unefois pour toute, on peut alors facilement additionner deux éléments de K en utilisant la formepolynômiale, et les multiplier en utilisant la forme en puissance.Exemple : Considérons le corps F9 dé�ni par F3[X]/(X2 −X − 1).Nous avons vu que le polynôme P (X) = X2 −X − 1 est primitif, donc x = X̄ engendre F∗

9
.Et les éléments de F3[X]/(X2 −X − 1) peuvent être vus comme des polynômes en x de degré 1.Etablissons la correspondance entre les puissances de x et leur expression polynomiale a0 + a1x :On a bien sûr 1 = 1 + 0 ⋅ x et x = 0 + 1 ⋅ x. Comme x est racine de P on a x2 = x + 1.En multipliant par x on a donc x3 = x2 + x = (x + 1) + x = 2x + 1 = 1 − x car 2 = −1 dans F3.

x4 = x ⋅ x3 = x ⋅ (1 − x) = x − x2 = x − (x + 1) = −1
x5 = x ⋅ x4 = x ⋅ (−1) = −x
x6 = x ⋅ x5 = x ⋅ (−x) = −x2 = −x − 1

x7 = x ⋅ x6 = x ⋅ (−x − 1) = −x2 − x = −(x + 1) − x = −2x − 1 = x − 1On peut alors dresser la table de correspondance :Puissance Coe�cient de 1 Coe�cient de x1 1 0
x 0 1
x2 1 1
x3 1 -1
x4 -1 0
x5 0 -1
x6 -1 -1
x7 -1 1Remarques : Pour calculer certaines puissances on peut utiliser le morphisme de Frobenius :

x18 = (x6)3 = (−x − 1)3 = (−x)3 + (−1)3 = −x3 − 1 = −1 − (1 − x) = −2 + x = 1 + xOu bien utiliser l'ordre de x dans F∗
9
:

x18 = (x8)2 ⋅ x2 = 12 ⋅ x2 = x2 = x + 1

⇢ L'ordre de x est e�cace pour calculer l'inverse d'une puissance.25



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteurs2.2.2 Logarithme de ZechOn peut aussi utiliser une autre méthode pour additionner des puissances de x en remarquant :
xi + xj = xi(1 + xj−i)Si l'on connait 1 + xj−i sous forme de puissance de x : 1 + xj−i = xk on termine le calcul.Pour systématiser cette méthode il su�t d'établir une table de correspondance entre les expres-sions 1 + xi et les puissances de x. Cette correspondance est appelée logarithme de Zech.Exemple : on reprend la construction précédente (les exposants étant dé�nis modulo 8).On a 1+x = x2 et 1+x2 = 1+(1+x) = 2+x = x7. D'après le morphisme de Frobenius (1+xi)3 = 1+x3i

1 + x3 = 6 et 1 + x6 = x21 = x5En�n 1 + x5 = 1 + (−x) = x3 et 1 + x7 = 1 + (−1 + x) = x d'où la table de correspondance :
1 + x 1 + x2 1 + x3 1 + x4 1 + x5 1 + x6 1 + x7

x2 x7 x6 0 x3 x5 xAvec cette table on calcule
x3 + x5 = x3 ⋅ (1 + x2) = x3 ⋅ x7 = x10 = x2L'intérêt de cette table réside dans son petit volume : seulement deux colonnes en relations au lieude n+1 colonnes dans le cas de la première table pour un corps dé�ni par un polynôme de degré n.Remarques : Cette table garde en mémoire l'application qui à i associe s(i) tel que 1 + xi = xs(i).2.3 Mise en place d'un code correcteur2.3.1 Table de correspondance de F16Le but de cette partie est d'élaborer un code correcteur permettant de détecter et de corriger 2erreurs lors de la transmission d'un message de 7 bits. Pour cela nous allons utiliser la structuredes corps �nis en nous plaçant sur F16 précédemment construit.Nous avons vu 3 constructions possibles de F16, choisissons par exemple :

F2[X]/(X4 +X + 1)où P (X) =X4+X+1 a l'avantage d'être primitif. On peut donc dresser la table de correspondance :
26



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursPuissance coef. de 1 coef. de x coef. de x2 coef. de x31 1 0 0 0
x 0 1 0 0
x2 0 0 1 0
x3 0 0 0 1
x4 1 1 0 0
x5 0 1 1 0
x6 0 0 1 1
x7 1 1 0 1
x8 1 0 1 0
x9 0 1 0 1
x10 1 1 1 0
x11 0 1 1 1
x12 1 1 1 1
x13 1 0 1 1
x14 1 0 0 1On la remplit à partir de x4 = −x − 1 = x + 1 dans F2, et en multipliant successivement par x.2.3.2 Codage et décodageL'idée est d'envoyer un code de longueur 15 de façon à ce que le polynôme de degré 14 formé parces coe�cients ait pour racine x et x3.

☀ Recherche du polynôme minimalLe polynôme minimal de x est P (X) =X4 +X + 1, cherchons le polynôme minimal de x3.On veut donc trouver des coe�cients a, b, c,etc. tels que Q(x3) = a + bx3 + c(x3)2 +⋯ = 0 où
Q(X) = a + bX + cX2 +⋯Essayons par exemple de déterminer a, b et c en supposant que Q est de degré 2, alors :

a + bx3 + cx6 = 0On remplace x6 par son expression polynomiale déterminer par la table de correspondance :
a + bx3 + c(x3 + x2) = 0⇐⇒ a + cx2 + (b + c)x3 = 0Et en identi�ant on trouve a = b = c = 0. Donc le degré de Q n'est pas su�sant !En fait il faut pousser jusqu'au degré 4 pour avoir des coe�cients non tous nuls :

a + bx3 + cx6 + dx9 + ex12 = 0On remplace x6, x9 et x12 par leur expression polynomiale :
a + bx3 + c(x3 + x2) + d(x3 + x) + e(x3 + x2 + x + 1) = 027



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursOn réordonne et on identi�e : ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a + e = 0

d + e = 0

c + e = 0

b + c + d + e = 0D'où a = b = c = d = e et la seule solution non nulle est lorsque tous ces termes valent 1.
Q(X) = 1 +X +X2 +X3 +X4On véri�e que 0 et 1 ne sont pas racines et que Q n'est pas divisible par X2 +X + 1.

Q est donc bien irréductible, on a notre polynôme minimal de x3.Par conséquent le polynôme minimal ayant pour racines x et x3 est le produit PQ, à savoir :
T (X) = P (X)Q(X) =X8 +X7 +X6 +X4 + 1

☀ CodageImaginons que nous voulions envoyer le mot (a14, a13,⋯, a8). Formons le polynôme :
Cl(X) = a14X

14 + a13X
13 +⋯+ a8X

8Divisons Cl par T :
Cl(X) = T (X)S(X) −CR(X) avec deg(CR) < deg(T ) = 8Donc CR est de degré au plus 7 :

CR(X) = a7X
7 +⋯ + a1X + a0Formons le polynôme :

C(X) = a14X
14 +⋯+ aX + a0 = CR(X) +Cl(X) = T (X)S(X)Remarque : Puisque le reste dans la division euclidienne est unique, C(X) est l'unique polynômede degré ⩽ 14 qui a comme coe�cients a14,⋯, a8 et pour racines x et x3.Posons C = (a14, a13,⋯, a0) et envoyons le code C.

☀ DécodageSupposons que l'on reçoive le mot R comportant 2 éventuelles erreurs :
R = C +Eavec E le vecteur erreur possédant 0, 1 ou 2 composantes non nulles.Revenons à la forme polynomiale, puisque T (X) divise C(X) on a :

R(x) = R(x) car T (x) = 0

R(x2) = E(x2) car T (x) = 0 d'où T (x2) = (T (x))2 = 0

R(x3) = 0 car T (x3) = 0 28



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursConsidérons le polynôme :
N(X) = R(x)X2 +R(x2)X +R(x3) +R(x)R(x2)Plusieurs cas peuvent se présenter :

● Si E(X) = 0 alors N(X) = 0.
● Si E(X) =Xe alors

N(X) = xeX2 + x2eX + x3e + x2exe = (xeX)(X + xe)
● Si E(X) =Xe +Xf alors N(X) = (xe +xf)X2 + (x2e + x2f)X + (x3e + x3f)+ (x2e +x2f )(xe + xf)

N(X) = (xe + xf)[X2 + (xe + xf)X + xexf ] = (xe + xf)(X + xe)(X + xf)Si N(X) ≠ 0, les exposants des racines renseignent sur le nombre et l'emplacement des erreurs.� Cette section a mis en évidence la puissance des corps �nis au service de la correction d'erreurs,mais ne dévoile pas les secrets qui se cachent derrière tout cela. Qu'est-ce qui nous a suggéré dechercher le polynôme minimal ayant pour racines x, x2 et x3 ? Pourquoi envoyer un mot C plusgrand que celui que l'on souhaite transmettre ? Comment nous est venue l'idée de considérer cemystérieux polynôme N(X) ? Toutes ces questions nécessitent de regarder d'un peu plus prèsce qu'on appelle les codes correcteurs et plus précisément les codes cycliques. C'est ce que nousallons faire dans la dernière partie.

29



Partie 3 : Les codes correcteurs3.1 Généralités sur les codes correcteurs3.1.1 CodageDans notre société, la di�usion de l'information joue un rôle primordial, elle est inscrite au coeurde tous les domaines de communications : radio, internet, sondes spatiales, CD-ROM, etc. Maislors de l'acheminement ou le stockage de données, des erreurs peuvent survenir. Il est donc né-cessaire de pouvoir les détecter et les corriger, ce qu'assure les codes correcteurs.� Le codage est l'opération qui consiste à protéger le message avant de le transmettre. Pour celail faut bien sûr ajouter de l'information au message d'origine, c'est la redondance. Un exempletrès simple est l'ajout d'un bit de parité : le message 01101 est transformé en 011011 où le der-nier bit est égal à la somme des bits initiaux. A la réception on somme les bits, si on obtient 1c'est qu'une erreur s'est produite. On suppose ici que le canal de transmission est peu perturbé,c'est-à-dire qu'un message comporte au plus une erreur une fois transmis. Ce code dit de paritédétecte une erreur sans pouvoir la corriger.Formalisons ce que nous venons de voir dans la proposition suivante :Proposition 3.1 Modèle du codageSoit E un ensemble �ni à q élements. Soient k et n deux entiers naturels non nuls avec 0 ⩽ k ⩽ n.L'ensemble des messages à transmettre est Ek, et l'on introduit une application injective :
f ∶ Ek Ð→ En

a = (a1, ..., ak) z→ m = (m1, ...,mn)appelée application de codage. Le message ou mot a est un élément de E. Il est modi�é pourfournir le mot m = f(a) qui sera transmis et lu par un système quelconque pour donnerun message reçu m′ comportant éventuellement des erreurs. L'objectif est de reconstituer m(donc a) à partir de m′, c'est le décodage.
a m′m aCodage Transmission DécodageErreur eRemarque : Notons C = f(E). Comme f est injective on a une bijection de E sur C qui estappelé code de longueur n et dont les éléments sont appelés mots du code.Choisissons E = Fq un corps �ni à q éléments. L'ensemble des messages est donc Fk

q qui est unespace-vectoriel sur Fq de dimension k. Il est naturel de ne considérer que les fonctions d'encodage
f linéaires. Ainsi f(Fk

q) est un sous-espace vectoriel de Fn
q . Ce qui nous amène à la dé�nition :Dé�nition 3.2 Un code linéaire est un sous-espace vectoriel de Fn

q de dimension k.30



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteurs3.1.2 Poids et distance de HammingProposition 3.3 L'application poids est une norme dans Fn
q vu comme Fq espace vectoriel.

w ∶ Fn
q Ð→ N

x = (x1, ..., xi, ..., xn) z→ Card{xi ≠ 0,1 ⩽ i ⩽ n}Preuve : On choisit comme application valeur absolue l'application constante égale à 1.
○ Homogénéité : Dans la mesure où Fq est un corps, en multipliant une coordonnée xi ∈ Fqnon nulle par un scalaire α ∈ Fq non nul, le produit αxi ≠ 0. En e�et sinon en multipliantpar l'inverse de α on aurait xi = 0 ce qui est exclut. Donc on ne change pas le nombre decoordonnées non nulles en multipliant par α ≠ 0 d'où :

w(αx) = w(x) = ∣α∣̄
=1

w(x)

○ Sous-additivité : Soit x et y deux mots, notons xk les N coordonnées nulles de x.Maximisons w(x + y). Pour cela il faut que les composantes yk soient toutes non nulles etque les sommes partielles partielles restantes xi + yi pour i ≠ k ne s'annulent pas par exempleen prenant yi = 0 pour tout i ≠ k. Dans cette con�guration optimale les n coordonnées de
x + y sont non nulles, soit w(x + y) = n et w(x) = n − N , w(y) = N . C'est le cas d'égalité
w(x + y) = w(x) +w(y). Mais si une des sommes partielles xi + yi s'annule modulo q pour uncertain yi alors w(x + y) < w(x) +w(y). Finalement :

∀x, y ∈ Fn
q , w(x + y) ⩽ w(x) +w(y)

○ Séparation : si w(x) = 0 c'est que toutes les coordonnées sont nulles donc x = 0. ∎Proposition 3.4 On munit l'espace vectoriel Fn
q de la distance de Hamming :

∀x, y ∈ Fn
q , d(x, y) = w(x − y)Concrêtement la distance de Hamming est le nombre de coordonnées où x et y di�èrent.Dé�nition 3.5 La distance minimale du code C est la distance minimale entre 2 mots de C.

d =Min {d(x, y), (x, y) ∈ C2 et x ≠ y}Remarque : Comme d(x, y) = w(x − y) si on note x0, y0 ∈ Fn
q tels que

d = d(x0, y0) = w(x0 − y0)alors d = w(z0) avec z0 = x0 − y0 ∈ Fn
q car C est un espace vectoriel, donc on a aussi :

d =Min {w(x), x ∈ C}� On dit que le code C est de paramètres [n,k, d].31



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteurs3.1.3 DécodageProposition 3.6 Code t-correcteur. Soit C un code de distance minimale d, si :
∃t ∈ N, 2t + 1 ⩽ dalors pour tout vecteur x ∈ Fn

q , il existe au mieux un seul m ∈ C tel que d(x,m) ⩽ t.Preuve : L'existence de m ∈ C véri�ant d(x,m) ⩽ t n'est pas assurée d'où le � au mieux �.En revanche si un tel m existe alors il est unique. En e�et prenons u ∈ C distinct de m.L'inégalité triangulaire nous donne alors :
d(x,u) ⩾ d(m,u) − d(x,m) ⩾ d − t ⩾ (2t + 1) − t = t + 1 > tCe qui démontre l'unicité. ∎.On peut illustrer la proposition précédente par le schéma ci-dessous :

m ut >2tx
Fig. 3.1 � Représentation d'un code t-correcteurCommentaires : La distance de m à u est bien > 2t car d ⩾ 2t + 1 > 2t. De cette manière si onreçoit un mot x = m′ n'appartenant pas au code, qui se trouve dans la boule de rayon t centréeen m, il est très probable que le message originel soit ce centre. A partir du message erroné m′on peut donc retrouver m tel que d(m,m′) ⩽ t et comme cette distance correspond au nombrede coordonnées qui di�èrent de m et m′, le code peut corriger au plus t erreurs. Dire que C est

t-correcteur, c'est aussi dire que les qk boules de rayon t centrées en les éléments du code sontdeux à deux disjointes (ce que traduit d(m,u) > 2t).� La méthode de décodage la plus évidente consiste, m′ étant donné, à inspecter les qk motsdu code jusqu'à ce qu'on en trouve un tel que d(m,m′) = w(m −m′) ⩽ t. Il s'agit là bienévidemment d'un algorithme très lent, impraticable lorsque k est grand. Toute la di�cultéréside dans le fait de trouver des algorithmes de décodage praticables.32



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursProposition 3.7 Le nombre d'éléments d'une boule de rayon t est :
1 + n(q − 1) + (n

2
)(q − 1)2 +⋯+ (n

t
)(q − 1)tPreuve : Soit une telle boule centrée en un élément m ∈ C.On va dénombrer les éléments x contenus dans cette boule suivant leur distance à m :

● Si d(m,x) = 0 par séparation x =m donc 1 élément.
● Si d(m,x) = 1 une coordonnée de x di�ère de m. On a le choix parmi n coordonnées de xet sur la coordonnée elle-même qui peut prendre q − 1 valeurs di�érentes de celle de m à cetemplacement. Donc il y a n(q − 1) éléments à distance 1 de m.
● Si d(m,x) = 2 deux coordonnées di�èrent. On a de même (n

2
) choix pour les coordonnées et

q − 1 valeurs possibles pour chacune d'elles, donc (n
2
)(q − 1)2 éléments à distance 2 de m.Et ainsi de suite, en sommant le nombre total correspond bien à la quantité annoncée. ∎Remarque : Pour t = n on retrouve bien par le binôme (1 + (q − 1))n = qn. Et dans le cas d'uncode t-correcteur, les qk boules sont disjointes donc chaque boule contient au plus qn

qk
= qn−kéléments (dans le cas d'une partition) d'où l'inégalité :

1 + n(q − 1) + (n
2
)(q − 1)2 +⋯ + (n

t
)(q − 1)t ⩽ qn−k

Dé�nition 3.8 C est un code t-correcteur parfait si ces boules forment une partition de Fn
q .On peut illustrer ceci par le schéma ci-dessous :

m ut 2t+1
Fig. 3.2 � Représentation d'un code t-correcteur parfaitThéorème 3.9 On possède une majoration de la distance minimale dite borne de singleton :

d ⩽ n + 1 − k33



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursPreuve : Considérons pour cela le sous-espace G de Fn
q formé des mots dont les k−1 dernièrescomposantes sont nulles, donc les mots de la forme :

x = (x1, ..., xn−k+1,0, ...,0´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
k−1 fois)Il est clair que G est engendré par les ei = (0, ..., i, ...0,0, ...,0´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

k−1

) car tout mot de G s'écrit :
x = x1(1,0,0, ...,0)+x2(0,1,0, ...,0)+⋯+xn−k+1(0, ...,1,0, ...,0´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

k−1

) = x1e1 +x2e2+⋯+xn−k+1en−k+1Par ailleurs si on a :
n−k+1

∑
i=1

λiei = (0,0, ...,0)⇒ (λ1, λ2, ..., λn−k+1,0, ...,0) = (0,0, ...,0)⇒ λ1 = λ2 = ⋯ = λn−k+1 = 0La famille (e1, ..., en−k+1) est libre et génératrice, c'est une base de G d'où dim(G) = n− k + 1.dim(C) + dim(G) = k + (n − k + 1) = n + 1Comme dim(C +G) ⩽ n = dim(Fn
q ) la formule de Grassmann nous donne :dim(C ∩G) = dim(C) + dim(G) − dim(C +G) ⩾ (n + 1) − n = 1Donc il existe un élément non nul m ∈ C ∩G.Ce mot étant dans G, il a au minimum k − 1 coordonnées nulles donc :
w(m) ⩽ n − (k − 1) = n + 1 − kEt comme pour tout m ∈ C, d ⩽ w(m) on a le résultat voulu. ∎� La borne de singleton quanti�e le fait que l'on ne peut pas avoir à la fois le beurre (unecapacité de correction importante) et l'argent du beurre (un nombre de mots de code important),pour une longueur n �xée. Car on a vu que t = [d − 1

2
] donc si on augmente le nombre de motsdonc k, on diminue la fourchette de d et donc celle du taux de correction t, et réciproquement.� On désigne par d

n
et k

n
respectivement le taux de correction et d'information de C.3.2 Codes cycliques3.2.1 Polynômes générateursLes plus importants des codes linéaires sont les codes cycliques.Dé�nition 3.10 On dit que C est cyclique si

∀m = (m0, ...,mn−2,mn−1) ∈ C Ô⇒ σ(m) = (mn−1,m0, ...,mn−2) ∈ C34



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursAutrement dit le mot σ(m) déduit par décalage circulaire à droite est aussi dans le code. Paritération C contient tous les décalés circulaires de m. Un code cyclique est un code linéaire stablepar l'application de décalage σ.� L'intérêt des codes cycliques est qu'ils béné�cient d'une description algébrique particulière-ment simple en termes de polynômes. Etablissons la correspondance :
Fn

q Ð→ Fq[X]
m = (m0, ...,mn−1) z→ m(X) =m0 +m1X +⋯+mn−1Xn−1Cette opération est linéaire, respecte l'addition et la multiplication par un scalaire.Soit m′σ(X) =mn−1 +m0X +m1X2 +⋯ +mn−2Xn−1 le polynôme du vecteur décalé m′ = σ(m).

Xm(X) =m0X+m1X
2+⋯+mn−2X

n−1+mn−1X
n =m′σ(X)−mn−1+mn−1X

n =mn−1(Xn−1)+m′σ(X)On reconnait ici une division euclidienne par Xn − 1, donc modulo Xn − 1 :
(σ(m))(X) ≡ Xm(X) mod (Xn − 1)Ainsi modulo Xn − 1, le décalage des mots correspond à la multiplication des polynômes par X.remarques : Faisons de l'algèbre avec les mains a�n de comprendre d'où provient la propositionqui va suivre. Vu ce que l'on vient de voir, on peut naturellement identi�er Fn

q avec le quotient
Fq[X]/(Xn − 1). Dans cette identi�catin, le décalage correspond à la multiplication par X.Les codes cycliques de longueur n correspondent aux sous-espaces stables par la multiplication par
X - et à plus forte raison par tout polynôme P (X) - c'est-à-dire aux idéaux de Fq[X]/(Xn − 1).Or ces derniers correspondent par image réciproque aux idéaux de Fq[X] contenant Xn − 1. Etceux-ci correspondent à leur tour aux diviseurs (unitaires) de Xn − 1.� En dé�nitive, ces codes cycliques correspondent bijectivement aux polynômes unitaires àcoe�cients dans Fq qui divisent Xn − 1. Ce que nous exposons dans cette proposition :Proposition 3.11 Soient g(X) = a0 +⋯+ an−k±

=1

Xn−k un diviseur unitaire de Xn − 1 dans Fq[X]et m = (a0, ..., an−k,0, ...,0) le mot correspondant, alors :i) Les k mots m, σ(m), ..., σk−1(m) forment une base d'un code cyclique de dimension k.ii) Tout code cyclique de longueur n sur Fq s'obtient par la construction précédente.Preuve : i) Formons la matrice dont les lignes correspondent aux k mots considérés :
M =

a0 ⋯ an−k 0 ⋯ 0

0 ⋯ an−k−1 an−k ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ 0 a0 ⋯ an−k

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠La matrice carrée extraite encadrée est triangulaire de déterminant det(M) = ak
n−k = 1.35
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M est ainsi inversible et de taille maximale doncrang(M) = kOr puisque M a k lignes soit les k mots, ceux-ci sont linéairement indépendants.� Il reste à démontrer que le sous-espace C qu'ils engendrent est stable par σ.Mais comme :

σ(c0m +⋯+ ck−1σ
k−1(m)) = c0σ(m) +⋯ + ck−1σ

k(m)Les k − 1 premiers termes sont dans C donc leur somme aussi, il su�t de prouver σk(m) ∈ C.Or puisque g divise Xn − 1, on peut écrire :
Xn − 1 = h(X)g(X) = (b0 +⋯ + bk−1X

k−1 +Xk)g(X)Ce qui donne en développant, modulo Xn − 1 :
Xkg(X) ≡ −b0g(X) −⋯− bk−1X

k−1g(X) mod (Xn − 1)Soit encore :
σk(m) = −b0m −⋯ − bk−1σ

k−1(m) ∈ CPar conséquent C est bien cyclique. ◻
ii) Soit C un code cyclique. Choisissons un mot qui ait un maximum de 0 à la �n :

m = (a0, ..., an−k,0, ...,0) avec an−k ≠ 0Quitte à multiplier m par l'inverse de an−k, on peut supposer que an−k = 1.Ce mot est unique, sinon la di�érence de 2 tels mots aurait au moins un 0 de plus à droite.Comme C est cyclique, les k−1 mots déduits par décalages successifs appartiennent aussi à C.De même qu'en i) ils sont linéairement indépendants, prouvons qu'ils engendrent C :Soit n ∈ C un mot quelconque, n(X) son polynôme que l'on divise par g(X) celui de m.
n(X) = (b0 + ... + bk−1X

k−1)g(X) + r(X) avec deg(r) < n − kEn développant la parenthèse on obtient la relation :
n = b0m + b1σ(m) +⋯+ bk−1σ

k−1(m) + rComme n, m et ses décalés appartiennet à C, par di�érence r ∈ C.Or deg(r) < n − k donc r est de la forme :
r = (r0, ..., rn−k−1,0, ...,0)et possèderait au moins un zéro de plus que m, absurde donc r = 0 :

n = b0m + b1σ(m) +⋯ + bk−1σ
k−1(m)36



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursAinsi les mots considérés engendrent bien C.� Reste à prouver que le polynôme g(X) de m divise Xn − 1 :En décalant encore, le mot p = (an−k,0, ...,0, a0, ..., an−k−1) ∈ C et son polynôme est :
p(X) = an−k±

=1

+0.X +⋯+0.Xk−1 +a0X
k +⋯+an−k−1X

n−1 = 1+Xk(a0 +a1X +⋯+an−k−1X
n−k−1)On reconnaît le polynôme g(X) :

p(X) = 1 +Xk(g(X) − an−kX
n−k) = Xkg(X) − (Xn − 1)On applique à p(X) ce qui précède, il se décompose sur la base des k mots considérés :

p(X) = Xkg(X) − (Xn − 1) = (b0 +⋯+ bk−1X
k−1)g(X)Que l'on réécrit :

Xn − 1 = (−b0 −⋯− bk−1X
k−1 +Xk)g(X) = h(X)g(X)Donc g(X) divise bien Xn − 1 et achève la démonstration. ∎Dé�nition 3.12 Un tel polynôme g est dit générateur du code cyclique C.3.2.2 Classes cyclotomiquesIl s'agit donc à présent de déterminer les diviseurs de Xn − 1 dans Fq[X].On va comme à la proposition 1.32 supposer que n ∧ q = 1 et on considère le corps

K = Rn(Fq)obtenu en adjoignant à Fq l'ensemble des racines n-ièmes de l'unité. (Rappelons qu'elles sonttoutes des racines simples de Xn − 1 d'après la proposition 1.31). K contient au moins uneracine primitive α, qui engendre toutes les autres, donc K = Fq(α). On a vu (proposition 1.36)que le polynôme minimal d'une telle racine est un facteur irréductible de φn dans Fq[X] et dedegré r la classe de q dans (Z/nZ)∗. Comme on identi�e K = Fq(α) à Fq[X]/(P ) on en déduitque K a qr éléments. Ce qui permet (à isomorphisme près) de le noter K = Fqr .On peut écrire dans K[X] (puisque les αi engendrent les racines n-ième) :
Xn − 1 =

n−1

∏
i=0

(X − αi)Tout diviseur de Xn − 1 dans K[X] s'écrira donc sous la forme :
g∑(X) =∏

i∈∑

(X − αi) ∈K[X]où ∑ est une partie de Z/nZ. 37



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursProposition 3.13 g∑ ∈ Fq[X] ⇔ ∑ stable par multiplication par q.Preuve : Par double implication. Notons g∑(X) =∑aiX
i.

⇒ Si g∑(X) ∈ Fq[X] c'est que ∀i, ai ∈ Fq. Par Lagrange :
∀i, a

q
i = aPar ailleurs on a montré par Frobenius que (x + y)q = xq + yq et (xy)q = xqyq donc :

(g∑(X))q = (∑aiX
i)q =∑(ai)q(X i)q =∑ai(Xq)iC'est-à-dire : (g∑(X))q = g(Xq)Donc si α est racine de g∑, αq également.L'ensemble des racines de g est stable par passage à la puissance q-ième : (αi)q = αqi = α.Ce qui signi�e que ∑ est stable par multiplication par q. ◻

⇐ Réciproquement supposons ∑ stable par multiplication par q.Autrement dit la multiplication par q dé�nit une permutation de ∑.
(g∑(X))q = (∏

i∈∑

(X − αi))
q

=∏
i∈∑

(X −αi)q =∏
i∈∑

(Xq − αqi)Par permutation les αqi décrivent aussi les racines.Donc on retrouve les mêmes termes dans le produit avec Xq à la place de X.Par conséquent (g∑(X))q = g∑(Xq). Utilisons maintenant la forme développée :
(g∑(X))q = g(Xq)⇐⇒∑(ai)q(Xq)i = ∑ai(Xq)iEn identi�ant on a ∀i, aq

i = ai. Et ∀x ∈ Fq, xq = x.Donc les q éléments de Fq sont racines du polynôme Xq −X.Or étant de degré q, les éléments de Fq sont exactement les racines de Xq −X.Ainsi comme les ai le sont également, c'est qu'ils appartiennent à Fq. ∎� Nous avons ramené la détermination des codes cycliques de longueur n sur Fq à celle des fac-teurs de Xn−1 dans Fq[X], puis à celle des parties stables par multiplication par q de Z/nZ. Soit
∑ une telle partie, le code correspondant est le sous-espace vectoriel de l'espace des polynômesde Fq[X] de degré < n formé des polynômes R multiples de g∑ (puisqu'il est générateur du codecyclique), c'est-à-dire tels que R(αi) = 0 pour tout i ∈ ∑.38



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursDé�nition 3.14 Classe cyclotomique : ∑j la plus petite partie stable contenant j ∈ Z/nZ.On l'obtient de cette façon : on considère le plus petit entier s > 0 tel que qsj ≡ j[n] et on a
∑
j

= {j, qj, ..., qs−1j}� gj correspondant à ∑j est le polynôme minimal sur Fq de αj .Donc les di�érents gj sont les facteurs irréductibles de Xn − 1 dans Fq[X].Exemple : Prenons q = 2 et n = 7. Par multiplication par 2 modulo 7 on a les cycles :
1↦ 2↦ 4↦ 1 et 3↦ 6↦ 5↦ 3Ce qui donne les deux classes cyclotomiques {1,2,4} et {3,5,6} sans oublier {0}.On obtient donc la décomposition X7 − 1 = (X − 1)g1(X)g3(X) avec
g1(X) = (X − α)(X − α2)(X −α4)
g3(X) = (X − α3)(X − α5)(X − α6)D'après la proposition 1.37, g1 et g3 sont les seuls polynômes irréductibles de degré 3 sur F2. Asavoir 1+X +X3 et 1+X2+X3 (il su�t de véri�er que 0 et 1 ne sont pas racine et que 1+X +X2ne les divise pas). Ces polynômes étant générateurs du code on obtient comme mot :

m = (1,1,0,1,0,0,0) ou m = (1,0,1,1,0,0,0)Nous venons de construire le code de Hamming [7,4,3] (d = 3 sera démontré plus tard).3.2.3 Distance minimale des codes cycliquesNous avons vu �nalement que le code cyclique C de longueur n sur Fq est formé des polynômes
R ∈ Fq[X] qui possèdent comme racines tous les αi pour i ∈ ∑ (une partie stable de Z/nZ. Direque la distance minimale d du code C est ⩾ d′, c'est dire qu'un tel polynôme non nul R pos-sède au moins d′ coe�cients non nuls. En e�et s'il n'avait par exemple que ` ⩽ d′ − 1 coe�cientsnon nuls, le mot associé r n'aurait également que ` coe�cients non nuls, donc son poids serait
w(r) = ` ⩽ d′ − 1 et d ⩽ w(r) ⩽ d′ − 1 < d′.La distance minimale n'est pas facile à calculer, mais on dispose d'une minoration :Proposition 3.15 Si ∃a, s > 0 tels que {a + 1, a + 2, ..., a + s} ∈ ∑ alors d ⩾ s + 1.Preuve : Il s'agit donc de montrer que si un mot r ∈ C avec w(r) < s⇒ r = 0.C'est-à-dire si R(X) a au plus s coe�cients ≠ 0 et véri�e :

R(αi) = 0 pour i = a + 1, ..., a + s ⇒ R(X) = 039
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R(X) = ∑λjX

dj avec 0 ⩽ d1 < ⋯ < ds < n et (λ1, ..., λs) ∈ FqOn traduit le fait que R(λi) = 0 pour i = a + 1, ..., a + s :
R(αa+1) = λ1α(a+1)d1 +⋯+ λsα(a+1)ds = 0

R(αa+2) = λ1α(a+2)d1 +⋯+ λsα(a+2)ds = 0

⋮

R(αa+s) = λ1α(a+s)d1 +⋯ + λsα(a+s)ds = 0Ce qui se réécrit sous forme matricielle :
⎛⎜⎜⎜⎝

(αd1)a+1 ⋯ (αds)a+1(αd1)a+2 ⋯ (αds)a+2
⋮ ⋱ ⋮(αd1)a+s ⋯ (αds)a+s

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

λ1

λ2

⋮

λs

⎞⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎝

0

0

⋮

0

⎞⎟⎟⎟⎠Le déterminant de cette matrice est un déterminant de Vandermonde en les αdj tous distincts.Donc cette matrice est inversible et λ1 = λ2 = ⋯ = λs = 0. ∎3.2.4 Codes de HammingOn prend ici q = 2 et n = qr − 1 = 2r − 1. Ainsi r est l'ordre de 2 modulo n.En e�et notons s l'ordre de 2 modulo n, on a :
2s ≡ 1[2r − 1]⇔ 2s − 1 ≡ 0[2r − 1]⇔ 2r − 1 ∣2s − 1Mais 2s − 1 ⩽ 2r − 1 donc on a l'égalité et par suite s = r.On a alors K = Rn(F2) = F2r et les classes cyclotomiques de la forme :

{a,2a,4a, ...,2r−1}Celles dont les éléments sont premiers à n ont toutes r éléments, elles correspondent aux facteursirréductibles de φn qui sont donc les polynômes minimaux des racines primitives n-ièmes del'unité dits primitifs (voir corollaire 1.34 et proposition 1.36). Fixons l'un de ces facteurs g(ils donnent tous des codes isomorphes), et α une de ses racines. On a donc K = F2(α) et
g(X) = r−1

∏
i=0

(X − α2
i)et g(X) correspond à la classe cyclotomique ∑ = {1,2, ...,2r−1}.� Le code cyclique C correspondant est le code de Hamming de longueur n = 2r − 1 et dedimension k = n − deg(g) = 2r − 1 − r.Proposition 3.16 Le code de Hamming est de type (2r−1,2r−r−1,3), est 1-correcteur et parfait.40



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursPreuve : Puisque ∑ contient 1 et 2, d ⩾ 3 d'après la proposition 3.15.Et d'après la proposition 3.6 C est 1-correcteur.Chaque boule de rayon 1 possède n + 1 éléments (voir proposition 3.7)Comme n + 1 = 2r, les boules centrées aux points de C ont en tout :
(n + 1) ×Card(C) = 2r × qk = 2r × 22

r−r−1 = 22
r−1 = 2néléments, donc forment une partition de l'espace Fn

2
d'où C parfait.Par conséquent la distance minimale d est exactement égale à 3. ∎3.3 Codes BCH3.3.1 PrésentationNous venons de voir les codes de Hamming, qui sont des cas particuliers des codes BCH binaires,eux mêmes spéci�ques des codes BCH généraux, dont les initiales représentent le nom des troisinventeurs de cette famille de codes : Bose, Chaudhuri et Hocquenghem.Nous prenons n de la forme qm − 1. D'où r = m et K = Rqm−1(Fq) = Fqm. On choisit une racineprimitive (qm −1)-ième de l'unité dans Fqm à partir d'un facteur irréductible de φqm−1 sur Fq. On�xe également un entier δ avec 1 < δ ⩽ qm − 1.

∀0 < i < n, notons gi le polynôme minimal de αi sur Fq. On a :
gi(X) = ∏

j∈∑

(X − αi) ∈ Fq[X]où ∑i est la classe cyclotomique engendrée par i.Dé�nition 3.17 On appelle code BCH de distance assignée δ le code cyclique de longueur
n = qm − 1 sur Fq dont le générateur est le ppcm des gi pour 0 < i < δ.Ce code est aussi dé�ni par la réunion ∑ des classes ∑i pour 0 < i < δ :Dé�nition 3.18 Le polynôme générateur g de ce code est égal à :

g(X) = ∏
j∈∑

(X − αj) ∈ Fq[X]où ∑ est la plus petite partie de Z/(qm − 1)Z contenant {1, ..., δ − 1} et stable par q.� Un polynôme m(X) ∈ Fq[X] appartient au code si et seulement si
m(α) =m(α2) = ⋯ =m(αδ−1) = 0Remarque : Le code obtenu est de dimension k = qm − 1 − deg(g) = qm − 1 −Card(∑).Par ailleurs puisque ∑ contient {1, ..., δ − 1}, on a d'après la proposition 3.15 :Proposition 3.19 La distance minimale d de ce code est ⩾ δ.41



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteurs3.3.2 Codes BCH binairesOn prends ici q = 2 et δ donnée, que l'on choisit impaire.Pourquoi ? Car si δ est paire, δ

2
∈ ∑ car ∑ ⊃ {1, ..., δ − 1}.Et comme ∑ est stable par multiplication par 2 on aurait δ

2
× 2 = δ ∈ ∑.On obtiendrait donc la même partie en partant de δ + 1.Posons donc δ = 2t + 1 de sorte que C soit au moins t-correcteur (d ⩾ δ).

☀ ConstructionPrenons n = 15 = 24 − 1, on se place donc dans F16 et on choisit une racine primitive α.Pour cela on choisit un facteur irréductible de φ15 sur Fq.On a vu que le polynôme g1(X) = 1 +X +X4 convenait. Soit α une de ses racines.Par multiplication par 2 modulo 15 on obtient les chaînes :
1↦ 2↦ 4↦ 8↦ 1

3↦ 6↦ 12↦ 9↦ 3

5↦ 10↦ 5

7↦ 14↦ 13↦ 11↦ 7Soit quatre classes cyclotomiques :
∑1 = {1,2,4,8} ∑3 = {3,6,9,12}
∑5 = {5,10} ∑7 = {7,11,13,14}� Dressons le tableau suivant qui énumère en fonction de δ les ensembles ∑ correspondants, ladimension k du code, sa distance minimale d, le nombre d'erreurs t qu'il peut corriger ainsi quele polynôme générateur g.

δ ∑ k d t g2,3 {1,2,4,8} 11 3 1 g14,5 {1,2,3,4,6,8,9,12} 7 5 2 g1g36,7 {1,2,3,4,5,6,8,9,10,12} 5 7 3 g1g2g38,...,15 {1, ...,14} 1 15 7 1 +⋯ +X14Commentaires.Expliquons à titre d'exemple le cas δ = 4,5. ∑ doit contenir {1, ..., δ − 1} = {1, ...,4} et être42



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursstable par multiplication par 2. L'ensemble ∑1 = {1,2,4,8} est bien stable par constructionmais il lui manque le chi�re 3, qui se trouve dans ∑3 = {3,6,9,12} donc on prend
∑ =∑

1

⋃∑
3

= {1,2,3,4,6,8,9,12}qui est bien sûr stable par multiplication par 2 et minimal pour cette propriété.La dimension k du code est donnée par
k = qm − 1 −Card(∑) = 15 − 8 = 7D'abord, g1(X) = 1 +X +X4 est le polynôme minimal de α. Ensuite

(α3)5 = α15 = 1

α3 est une racine primitive 5-ième et comme φ5 est irréductible sur F2

g3(X) = φ5(X) = 1 +X +X2 +X3 +X4est le polynôme minimal de α3. En�n par Frobenius g1(α2) = (g1(α))2 = 0.Puisque g1 et g3 n'ont pas de facteurs communs, leur ppcm g est :
g(X) = g1(X)g3(X) = 1 +X4 +X6 +X7 +X8On obtient de même

g(X) = g1(X)g3(X)g5(X) = 1 +X +X2 +X4 +X5 +X8 +X10On notera par ailleurs que le poids des générateurs est
w(g1) = 3, w(g1g3) = 5, w(g1g3g5) = 7qui sont égaux à δ. Et comme δ ⩽ d il vient d = δ dans ces trois cas.Proposition 3.20 La distance minimale d'un code BCH binaire est impaire.Preuve : Notons s l'application dé�nie par

αs(i) = 1 +αi pour 0 < i < 2m − 1et pour R(X) = ∑miX i un mot de code dé�nissons le polynôme R[s](X) dé�ni par
R[s](X) =∑

i≠0

miX
s(i)Démontrons au préalable le lemme qui suit.Lemme 3.21 Le polynôme R(1) +R[s](X) est un mot du code.Fixons un entier j avec 0 < j < δ. Il s'agit de calculer R[s](αj).43



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursOn a déjà
(αj)s(i) = (αs(i))j = (1 + αi)j = ∑

0⩽k⩽j

(j
k
)αikD'où

R[s](αj) =∑
i≠0

mi(αj)s(i) = ∑
i≠0

∑
0⩽k⩽j

(j
k
)mi(αk)i = ∑

0⩽k⩽j

(j
k
)(∑

i≠0

mi(αk)i) = ∑
0⩽k⩽j

(j
k
)(R(αk)−m0)Mais d'une part

∀k ≠ 0, R(αk) = 0Et d'autre part modulo 2 on a
∑

0⩽k⩽j

(j
k
) = 2j = 0Donc au �nal il ne reste plus que le terme pour k = 0 :

R[s](αj) = (j
0
)R(α0) = R(1)D'où modulo 2 :

∀ 0 < j < δ R[s](αj) +R(1) = 0Ce qui prouve que ce polynôme appartient bien au code. ◻Prenons maintenant un mot de code de poids minimal, disons R.Quitte à lui appliquer un décalage circulaire, on peut supposer m0 ≠ 0.Ainsi comme le polynôme R[s](X) a les � mêmes � mi sauf m0 on a
w(R[s]) = w(R) − 1Si w(R) était pair w(R) = 2k on aurait modulo 2

R(1) =∑mi = 1 +⋯+ 1´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
2k fois = 0Et R(1)+R[s](X) = R[s](X) serait un mot de code de poids inférieur à celui de R, absurde. ∎3.3.3 Décodage des codes BCHOn prend toujours q = 2, n = 2m − 1 et α ∈K = F2m une racine primitive n-ième.On dé�nit ∑ comme précédemment avec δ = 2t + 1, et on prend

g(X) =∏
i∈∑

(X − αi) ∈ F2[X]Le code C obtenu est constitué des polynômes R(X) ∈ F2[X] de deg < n multiples de g(X).44



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteurs� Le problème est le suivant : le mot de code R est perturbé par l'erreur E, donnant ainsi lieuau mot erroné R′ = R +E et sachant que w(E) ⩽ t, il faut pouvoir retrouver R.Par dé�nition, R est un multiple de g, donc ∀i ∈ ⟦1,2t⟧, R(αi) = 0.Dé�nition 3.22 On appelle syndrome de R′ la suite (S1, ..., S2t) donnée par :
Si = R′(αi) = E(αi) ∈KPar ailleurs l'erreur E a au plus t termes non nuls (donc égaux à 1) car w(E) ⩽ t.

E(X) =Xr1 +⋯ +Xre avec 0 ⩽ r1 < ⋯ < re < n et 0 ⩽ e ⩽ tPosons pour alléger l'écriture xj = αrj ∈K,
Si = E(αi) = e

∑
j=1

αirj =
e

∑
j=1

(xj)iDé�nition 3.23 On introduit le polynôme-syndrome dé�nit par :
S(Z) = 2t

∑
i=1

SiZ
i−1 ∈K[Z]Dé�nition 3.24 On introduit de même le polynôme-localisateur :

σ(Z) = e

∏
j=1

(1 − xjZ) ∈K[Z]Principe du décodageCelui-ci s'e�ectue en 3 étapes :
● Calcul des Si = R′(αi) donc du polynôme-syndrome.
● Calcul du polynôme-localisateur à partir du polynôme-syndrome.
● Calcul des racines du polynôme-localisateur dans K.
⇢ Le premier point ne pose aucune di�culté, le dernier non plus il su�t simplement de testerles éléments de K. Une fois les racines βj du polynôme-localisateur trouvées à savoir xjβj = 1, lecalcul de leur inverse nous donnera les xj = αrj et donc les rj soit E et en�n R. Le point délicatest donc le second sur lequel nous allons travailler.Proposition 3.25 Il existe un polynôme ω(Z) ∈K[Z] de degré < t tel que

S(Z)σ(Z) = ω(Z) mod Z2tPreuve : Déroulons les calculs.
S(Z) = 2t

∑
i=1

SiZ
i−1 =

2t

∑
i=1

( e

∑
j=1

xi
j)Z i−1 =

2t

∑
i=1

xj ( e

∑
j=1

(xjZ)i−1)45



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursOn intervertit les deux sommes :
S(Z) = e

∑
j=1

xj ( 2t

∑
i=1

(xjZ)i−1) = e

∑
j=1

xj

1 − (xjZ)2t

1 − xjZD'où en multipliant par le polynôme-localisateur :
S(Z)σ(Z) = e

∑
j=1

⎛
⎝xj(1 − x2t

j Z2t)∏
k≠j

(1 − xkZ)⎞⎠Donc en développant xj(1 − x2t
j Z2t) on obtient modulo Z2t :

ω(Z) = e

∑
j=1

xj∏
k≠j

(1 − xkZ) = σ(Z) e

∑
j=1

xj

1 − xjZOn voit au passage que deg(ω) < deg(σ) ⩽ e ⩽ t. ∎Lemme 3.26 Soient (σ′, ω′) ∈K[Z]2 avec deg(σ′) ⩽ t, deg(ω′) < t et S(Z)σ′(Z) ≡ ω′(Z) [Z2t].
∃C ∈K[Z] tel que σ′(Z) = C(Z)σ(Z) et ω′(Z) = C(Z)ω(Z)Preuve : Redonnons l'expression de ω(Z) :

ω(Z) = e

∑
j=1

xj∏
k≠j

(1 − xkZ)Les racines de σ sont les x−1j et aucune n'est racine de ω.Donc les polynômes σ et ω sont premiers entre eux. Par ailleurs modulo Z2t :
ω(Z)σ′(Z) ≡ (S(Z)σ(Z))σ′(Z) ≡ (S(Z)σ′(Z))σ(Z) ≡ ω′(Z)σ(Z)Donc le polynôme ω(Z)σ′(Z) − ω′(Z)σ(Z) est divisible par Z2t.Mais celui-ci est de degré < 2t donc il est nul d'où :

ω(Z)σ′(Z) = ω′(Z)σ(Z)Ainsi ω(Z) ∣ω′(Z)σ(Z) mais ω(Z) ∧ σ(Z) = 1 donc d'après Gauss ω(Z) ∣ω′(Z) :
∃C ∈K[Z], ω′(Z) = C(Z)ω(Z)Et en reportant dans l'égalité on obtient de même :

σ′(Z) = C(Z)σ(Z)Ce qui achève la démonstration du lemme. ∎Nous donnons maintenant un moyen e�ectif de calculer σ(Z) et ω(Z).Pour cela nous utiliserons l'algorithme d'Euclide que nous commençons par présenter.46



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursProposition 3.27 Algorithme d'Euclide. Entrées : a et b, Sortie : pgcd(a, b).
R0 ∶= ∣a∣;
R1 ∶= ∣b∣;Tant que R1 > 0 faire
R ∶= Reste Division(R0,R1);
R0 ∶= R1;

R1 ∶= R;Fin Tant que ;Prouvons la terminaison (arrêt) ainsi que la correction (résultat correct) de cet algorithme.Notons D(x, y) l'ensemble des diviseurs de x et y.Les conditions
{ D(R0,R1) =D(a, b)

R1 ⩾ 0constituent un invariant de boucle (véri�ées à chaque passage dans la boucle Tant que).Preuve : Initialement les conditions sont véri�ées car R0 = ∣a∣ et R1 = ∣b∣.Notons R′
0
et R′

1
les nouvelles valeurs de R0 et R1 en sortie d'un tour de boucle.Nous avons alors :

R′0 = R1 et R′1 = R0 −QR1 avec 0 ⩽ R′1 < R1On voit qu'un diviseur de R0 et R1 est un diviseur de R′
0
et R′

1
, et réciproquement. ◻L'algorithme se termine car R1 décroît strictement à chaque tour de boucle.A la �n R1 = 0 donc D(R0,R1) revient à l'ensemble des diviseurs de R0.D'où R0 = pgcd(a, b) = d. ∎Améliorons cet algorithme a�n qu'il fournisse U0 et V0 tels que d = aU0 + bV0.Proposition 3.28 Algorithme d'Euclide étendu. Entrées : (a, b), Sorties : (d,U0, V0).
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Polisano Kévin TIPE : Codes correcteurs
R0 ∶= a; (a ⩾ 0)
R1 ∶= b; (b > 0)
U0 ∶= 1; U1 ∶= 0;

V0 ∶= 0; V1 ∶= 1;Tant que R1 > 0 faire
Q ∶= Quotient Division(R0,R1);
R2 ∶= Reste Division(R0,R1);
U2 ∶= U0 −Q ×U1;

V2 ∶= V0 −Q × V1;

R0 ∶= R1; R1 ∶= R2;

U0 ∶= U1; U1 ∶= U2;

V0 ∶= V1; V1 ∶= V2;Fin Tant que ;Prouvons la correction de ce nouvel algorithme.L'algorithme se termine comme précédemment avec R1 = 0 et R0 = pgcd(a, b).Montrons que les conditions ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
U0a + V0b = R0

U1a + V1b = R1

R1 ⩾ 0sont invariants de boucle.Avec les a�ectations initiales la condition est bien véri�ée.Comme tout à l'heure notons R′
0
, R′

1
, U ′

0
, U ′

1
, V ′

0
et V ′

1
les nouvelles valeurs.On a après un passage dans la boucle :

R0 = Q ×R1 +R2

U2 = U0 −Q ×U1

V2 = V0 −Q × V1Et
R′

0
= R1 R′

1
= R2 = R0 −Q ×R1

U ′
0
= U1 U ′

1
= U2 = U0 −Q ×U1

V ′
0
= V1 V ′

1
= V2 = V0 −Q × V1Si bien que (en utilisant la condition initiale) :

U ′0a + V ′0b = U1a + V1b = R1 = R′0La première condition est bien réalisée en sortie. De même :
U ′1a+V ′1 b = (U0−Q×U1)a+(V0−Q×V1)b = (U0a+V0b)−Q×(U1a+V1b) = R0−Q×R1 = R2 = R′1et la deuxième condition est aussi réalisée.Puisqu'à la �n R0 = pgcd(a, b) on trouve bien U0a + V0b = R0 = pgcd(a, b). ∎48



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursCet algorithme s'applique également à deux polynômes a = P0 et b = P1 où deg(P1) ⩽ deg(P0).A ceci près qu'ici on ne fait pas décroître la valeur de R mais le degré de P .On peut aussi voir l'algorithme en terme de suites (Ri) = (Pi), (Qi), (Ui) et (Vi) :
Pi−1 = PiQi + Pi+1 avec deg(Pi+1) < deg(Pi) donc deg(Qi) = deg(Pi−1) − deg(Pi)

Ui+1 = Ui−1 −QiUi et Vi+1 = Vi−1 −QiViavec U0 = V1 = 1 et U1 = V0 = 0. Et on possède déjà l'invariant
Pi = UiP0 + ViP1On peut également mettre en évidence l'invariant ci-après :

UiVi+1 −Ui+1Vi = (−1)iCela se prouve par récurrence sur i :Initialisation : U0V1 −U1V0 = 1 = (−1)0. Supposons la propriété vraie au rang i, alors
Ui+1Vi+2 −Ui+2Vi+1 = Ui+1(Vi −Qi+1V i + 1)− (Ui −Qi+1Ui+1)Vi+1 = Ui+1Vi −UiVi+1 = −(−1)i = (−1)i+1Cet invariant nous donne grâce à Bézout Ui ∧ Vi = 1, ce qui nous servira plus tard.Lemme 3.29 Pour i ⩾ 2, on a deg(Vi) = deg(P0) − deg(Pi−1).Preuve : On commence par montrer par récurrence que deg(Vi) croît strictement.Initialisation : V2 = V0 −Q1B1 = −Q1 et V3 = V1 −Q2V2 = 1 +Q2Q1 donc deg(V3) > deg(V2).Hérédité : Supposons deg(Vi) > deg(Vi−1) donc deg(QiVi) > deg(Vi−1). Ainsideg(Vi−1 −QiVi) > deg(QiVi) = deg(Qi) + deg(Vi) > deg(Vi)C'est-à-dire deg(Vi+1) > deg(Vi). ◻Montrons maintenant par récurrence le lemme.Initialisation : V2 = −Q1 donc deg(V2) = deg(Q1) = deg(P0) − deg(P1).Hérédité : Supposons deg(Vi) = deg(P0) − deg(Pi−1). On adeg(Pi) = deg(Pi−1)−deg(Qi) = deg(P0)−deg(Vi)−deg(Qi) = deg(P0)−deg(QiVi) = deg(P0)−deg(Vi+1)car deg(QiVi) > deg(Vi−1). Ce qui achève la récurrence. ∎Executons l'algorithme à partir des polynômes P0 = Z2t et P1 = S.On obtient des suites (Pi), (Ui) et (Vi) avec deg(Pi) < deg(Pi−1) et

Pi = UiZ
2t + ViS donc SVi ≡ Pi [mod Z2t]49



Polisano Kévin TIPE : Codes correcteursIl existe un unique i pour lequel deg(Pi−1) ⩾ t et deg(Pi) < t.On a alors d'après deg(Vi) = deg(P0) − deg(Pi−1) ⩽ 2t − t = tAinsi les polynômes σ′ = Vi et ω′ = Pi satisfont aux hypothèses du lemme 3.26.Il en résulte qu'il existe C ∈K[Z] tel que
Vi = Cσ et Pi = CωPar ailleurs on a Sσ ≡ ω [mod Z2t] donc

∃A ∈K[Z], ω − Sσ = AZ2tMultiplions cette égalité par C :
Cω − S(Cσ) = (CA)Z2tEt comme Cω = Pi et Cσ = Bi il vient

Pi − SVi = (CA)Z2t ⇐⇒ Pi = (CA)Z2t + ViSOr Pi = UiZ2t + ViS donc on en déduit
Ui = CAAinsi le polynôme C divise à la fois Ui et Vi.Mais comme on a vu que Ui ∧ Vi = 1 alors le polynôme C est constant.En�n comme σ(0) = 1 on a C = Ui(0). D'où la proposition :Proposition 3.30 Avec les notations précédentes, on a :

Ui(0) ≠ 0, σ(Z) = Ui(Z)
Ui(0) , ω(Z) = Pi(Z)

Ui(0)Remarque : En pratique on ne divisera pas par Ui(0) car seules les racines de σ nous intéressent.
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