DEVOIR DE MATHEMATIQUES N°12

KEVIN POLISANO
MPSI 1

Lundi 4 Février 2008

EXERCICE 1 : DENOMBREMENT ET COEFFICIENTS BINOMIAUX

Enoncé :

Soit un rectangle de longueur n (n entier naturel) et de largeur 2. On prend des petits
rectangles de longueur 2 et de largeur 1. On cherche a expliciter le nombre de possibilités,
pour n donné, de recouvrir le grand rectangle par des petits ne se chevauchant pas et a en
déduire une relation liant les coefficients binomiaux.

1)a) Dans un rectangle 2 x n dénombrons le nombre de possibilités :
Pour n = 2 nous avons deux possibilités, pour n = 3 trois possibilités, pour n = 4 cinqg..etc
Il semblerait que chaque terme soit la somme des deux précédents.

En effet soit a, le nombre de possibilités dans un rectangle 2 x n, raisonnons sur la position
du dernier rectangle :

e Soit le dernier rectangle est vertical, alors 'avant dernier peut étre vertical ou horizontal,
donc il y a a,,_; possibilités dans le rectangle 2 x (n — 1) (c’est-a-dire le rectangle 2 x n privé
du dernier rectangle vertical).

e Soit le dernier rectangle est horizontal, alors nécessairement I’avant dernier est horizontal
également. Ainsi le n — 2 éme rectangle est soit horizontal soit vertical, donc il y a a,,_s pos-
sibilités dans le rectangle 2 x (n — 2) (c’est-a-dire le rectangle 2 x n privé des deux rectangles
horizontaux).

On a donc bien la relation de récurrence :

Vn > 17 p = Ap—1 + Ap—2

Il s’agit de la suite de Fibonacci, la relation caractéristique associée est :

r?—r—1=0
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r = D)
To = 5

Qp, = A7+ pry

Les racines de ce trinome sont :

H
_l’_
S

D’ou :

Les premiers termes permettent d’identifier les constantes A\ et p donc finalement :

:5_¢5<1_¢3>"_5+¢3<1+¢3>"

Qn
10 2 10 2

+oo
n—=k
b) Montrons par récurrence double que a,,; = Z ( i ) :
k=0

Initialisation :

—+00
(O;k)zletalzl

1—k
( I )zleta2:1

On suppose la propriété vraie aux rangs n et n + 1 montrons qu’elle le reste au rang n + 2 :

2 I

k=

[e=]

D’aprés la formule du triangle de Pascal on peut écrire :

*f(@wi)—k) :§<(n+;)—k) . ((n—gi)l—k)

k=0 k=0
Et puisque ("fll) =0 alors :
“+o00 “+oo “+oo
(n+2)—k\ (n+1)—k n—(k—1)
2 ( k =2 k 20
k=0 k=0 k=1

On établit le changement de variable ¥’ = k — 1 d’ou :
400 +oo +o0
(n+2)—-k\ (n+1)—k n—Fk
S (TN (YT 2 (M
k=0 k=0 k'=0
Et d’aprés les hypothéses de récurrence il vient :
((n+2)—k
Z 2 = Qp4+2 + Apt1
k=0

Or d’aprés la question précédente a, o + a,11 = a,43 donc :

(e o]

S (") =

k=0
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La propriété est vraie aux rang 0 et 1 et est héréditaire sur N donc :

=X m—k
VnEN,an+1:Z L

k=0

2) La question précédente permet d’affirmer que chaque terme de la suite de fibonacci est égale
a la somme des termes d’'une diagonale du triangle de Pascal.

EXERCICE 2 : EQUIVALENT D’UNE SUITE DEFINIE IMPLICITEMENT

Enoncé :

On donne a et « des réels strictement positifs. Pour n entier naturel, on considére la fonction :

(bn: R\{Oaun} — R
e

Le but de I'exercice est de déterminer un équivalent de x,, racine de ’équation ¢, (z) = .

a) La fonction ¢,, est continue strictement décroissante comme somme de fonctions strictement
décroissantes, elle est donc bijective de R\{0,--- ,n} dans R. De plus elle est strictement
positive sur |n, +o0o[ de limite nulle donc :

Az, €]n, +o00[, pn(z,) =

b) Soit A €]0,1[ on a :

n Aa 1 — 1
— )= —+ A X —
On (A) n n Z 1—\E
k=1 n
On reconnait une somme de Riemann, ainsi en passant a la limite il vient :

. n ! 1
lim_, (X) — A x /0 ——dz = —In(1- )

Par ailleurs la fonction z — —In(1 — x) est continue strictement croissante sur |0, 1] & valeur
dans 0, +o00[ donc bijective.

Il existe donc un unique Ay tel que :
—In(1—X) =«
Donc :

n—-+o0o

0

Par continuité on en déduit :

lim z, = —
n—-+o0o 0
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Or :
—11’1(1—)\0):&?)\0:1—67&

Par conséquent :

n

Y
n—too 1 — e~

Tn

EXERCICE 3 : L INEGALITE DE HOLDER INTEGRALE

Enoncé :
Soit a et b deux réels, a < b, f et g deux applications continues de [a, b] dans R.
Soit p €]1, +00] et ¢ le réel défini par la relation % + % =1.

Démontrons I'inégalité de Holder :

-

1

[isar< ([1ee) ()

Considérons la fonction x — In(z) qui est concave sur R*".
Et soient deux réels A\ et Ay tels que Ay + Ay = 1.

D’apreés l'inégalité de Jensen on a :
In ()\1371 -+ )\21’2) Z )\1 ln<l’1) -+ )\2 111(372)

En prenant \; = %, Ay = %, xr1 = 2P et x9 = y? comme % + % = 1 on obtient :

P q In(z?)  In(y?
(241 5 06 i)

p q p q
Enfin on passe a I’exponentielle :

= In(z) + In(y) = In(zy)

p q
V(z,y) € RY x RT 2y < v
p q

Remarque : le cas ot 'un au moins des éléments est nul conserve I'inégalité.

b) Appliquons I'inégalité précédente a |t f(u)| et |g(u)|, on obtient :

L)l | gl

[tf(w)llg(w)l < == .

Puisque t > 0 on a :
tf(w)gu)] < - lf]gwl N |g<§>|




Kévin Polisano DEVOIR DE MATHEMATIQUES N'12

Et en divisant par t :

Puis en intégrant entre a et b :

/ |fg|<— Ifl” / gl

c) En appliquant 'inégalité précédente a F' = % et G = & avec :

([ o= ([ )

En particulier pour t =1 on a :

b
/ FG| < * / PP+ / gl

En remplacant dans le membre de droite F' et GG par leur expression il s’en suit :

/ab|FG|§%+$:1
/ab|fg|§ (/ab|f|”)% (/ab|g|q)%

Remarque : Si A =0 ou A = oo 'inégalité est également vérifiée.

D’ou finalement :

On remontant les inégalités on voit que 1’égalité est obtenue si F' et G vérifient I'égalité de
convexité. Or la fonction logarithme étant strictement concave, cette condition est réalisée
seulement si pIn(F') = ¢In(G) c’est-a-dire si f? et g? sont proportionnels.

d) Pour p = ¢ = 2 on retrouve I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

EXERCICE 4 : ETUDE D’UNE FONCTION INTEGRALE

Enoncé :

On se propose d’étudier la fonction F' définie par :

Vo >0, F(x) :/
1

La courbe représentative de F' sera notée I'.
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1) Considérons la fonction f définie sur |0, +oo[ par f(z) =

f est dérivable sur |0, 400 de dérivée :

;o 1+ a? =227 In(x)
fiz) = x(1 4 2?)?

On pose g(x) =1+ 2% — 222 In(z), [’ est du signe de g, étudions alors g :

g est dérivable sur |0, +oo[ de dérivée :
g'(x) = —4xIn(x)
L’étude du signe de ¢’ montre que :

g est strictement croissante sur |0, 1] et strictement décroissante sur [1, 400 avec g(1) = 2.

De plus sachant que z In(z) —0> 0 pour 'une et en factorisant par 2 pour 'autre on a :
T—

z—0t

{ lim g(z) =1

La fonction g est continue et s’annule donc une unique fois en une valeur notée \ € 1, 4+o00.

Ainsi :
Vo €]0, A\, f'(z) >0 f'(\) =0 Vaxe]\ +oof, f'(z) <0

f est donc strictement croissante sur |0, A] et strictement décroissante sur [\, +o0[

Par ailleurs on a :
li = —
g ) = e
lim f(z)=0

T—+400

Or F est I'unique primitive de f sur |0, +oo[ qui s’annule en 1 donc F' est dérivable sur |0, +o00|
de dérivée f.

Sachant que A > 1 et connaissant les variations de f on a :
Vo €]0,1[, f(x) <0 f(1)=0 Va €]l,+oo[, f(z) >0

Donc F' est strictement décroissante sur |0, 1], s’annule en 1 et est strictement croissante sur
1, +o0].

Par conséquent F' est positive sur |0, +o0o].
F est dérivable sur cet intervalle donc continue et Vo > 0, F'(z) = f(z).

2) Considérons la fonction définie sur |0, +o00[ par :
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G est dérivable sur |0, +00] comme composée et différence de fonctions dérivables sur |0, +o00] :

G) = ——F (1) — F(x)

2 x

Or comme Vo > 0, F'(x) = f(z) on a :

Et on remarque que :

D’ou :

Donc G est constante et puisque G(1) = F(1) — F(1) = 0 alors :

1
V:U>0,G(x):0<:>V:c>O,F(a:):F<—)

T

3)a) Soit ¢ la fonction définie sur ]0, +oo par :

t
V> 0, () = arctan(z)
x
On reconnait un taux d’accroissement :
lim () = lim arctan(z) — arctan(0) _ )
z—0* z—0t xr—0 1+ 02

La limite de ¢ en 0 existe et est finie, on prolonge donc par continuité en posant p(0) = 1.

1

b) Les fonctions z — 7,

x — arctan(z), = — In(z) et 2 — L sont continues sur ]0, +ool.

On fait une intégration par partie :

/:v In(t) dt = [arctan(t) In(¢)]] — /:v arctan(t) dt

1+t t

Soit :

Vo >0, F(z) = arctan(z) In(z) — /1m o(t)dt

¢) Remarquons tout d’abord que :

arctan(x) In(z) = %ﬂ(‘r) x xln(x)
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arctan(z
Comme lim arctan(c) =1let lim zln(x) = 0 alors par produit :
x—0t X x—0t

lim arctan(z)In(z) =0
z—0t

D’ou :

lim F(x) :/o o(t)dt

z—0t

Or VvVt € RT,0 < arctan(t) < ¢ donc :
) 1
We]R*,OSaﬁ(t)gl:H)g/ P(t)dt <1
0

Ainsi la limite de F' en 0 existe et est finie donc prolongeable par continuité.

Par ailleurs puisque Vz > 0, F'(x) = F (%) alors :

lim F(zx) = lim F(z)

l‘—>0+ Tr—r—+00

Montrons que F' n’est pas dérivable en O :

F(z) — F(0) = arctan(x) In(z) — /j (t)dt — /o o(t)dt

Par linéarité on obtient :
F(z) — F(0) = arctan(x) In(z) — / o(t)dt
0

On divise par x pour faire apparaitre un taux d’accroissement :

F(z) — F(0) _ arctan(z) In(z) 1 /m o(t)dt

x—0 T T

Or on a établit que :

. v I
VteR+,Ogap(t)§1:>0§/ go(t)dtgx:>0§—/ p(t)dt <1
0 0

x
, . . arctan(z) ..
Le terme de droite est donc borné et lim ———=In(z) = —oo d’ou :
xz—0+t x
F(z)—-F
lim —<x> ) = —00
z—0+ x—0

F' n’est donc pas dérivable en 0, la limite de ce quotient montre que £’ admet une demi tangente
verticale en 0.

4) Dans cette question, on cherche a calculer une valeur approchée de F(0).
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a) Pour k € N et 2 > calculons par intégration par parties :

Ii(z) = /1 e In(t)dt

Les fonctions t +— t*, t %, t—1In(t) et ¢ — 7 sont continues sur ]0, +-00[
T tk—l—l x T tk—l—l 1
" In(t)dt = In(t)| — —dt
/1 a(?) {k+1n()]1 /11<:+1Xt
Soit : . bl e
T t
Ii(x) = In(z) — {7}
k41 (k+1)2],
Apreés simplification :
o (k + 1) In(z) — 1] + 1
Ii(z) = (k + 1)2

b) Pour u # 1 la somme des n + 1 termes de la suite géométrique de raison u est :

n n+1
k 2 n I—u
E w=1l+u+uv'+ - -+ = ——m—
1—u
k=0
Posons © = —x2 on a alors :

Z(_1>kx2k _ 1 — (_1)n+1x2n+2

— 1+ 22
D’ou on en tire :
1 n x2n+2
— -1 k 2k -1 n+1
1+ 2 ko( Fem+ (=1) 1+ a2

c) En utilisant la forme intégrale de I on a :

Pa) = Y (1) (o) = [ m(ln“’ - <—1>’ft2’f1n<t>) it

k=0

Or d’apres la question précédente :

So 1 = 20 (e 272

k=0

D’ou :

On en déduit la majoration :

F(z) =) (=1)"a(2)

k=0

L j2n+2 1
_ / I n(#)|dt < / 2042 In(t) | dt

. 1+ 12

9
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Soit :

n

F(z) =) (=1)"To(2)

< Ippio(x)

d) En utilisant I’expression de I} on a :

, 1
e R

Par passage a la limite dans la majoration on obtient donc :

F(z =0) —zn: 0 | 1
B  (2k +1)?| © (2n+3)?
On pose :
Vn € N, u, = zn: Dt
n 7un - e (2k+ 1)2
Donc :
1
F(0) — <
[F(0) = un| < (2n + 3)2

e) On désire une valeur approchée a 1072 prés de F(0) donc :

L1
(2n + 3)2 ~ 102

Cette inégalité est vérifiée pour n > 4, on obtiendra la précision demandée pour n =4 :

F(0) ~ 0,92

F(0) est appelée constante de Catalan, on ne sait pas a ce jour si elle est irrationnelle.
Remarque : Le point d’inflexion correspond au point ot la dérivée seconde s’annule, il marque
un changement de concavité. On a vu dans ’étude de f que sa dérivée f’ s’annulait en A avec

1,89 < XA < 1,90, qui est le point d’inflexion recherché.

La représentation graphique de F' a la page suivante.

10
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5) La courbe I :

11



