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Exer
i
e 1 : Domination

Soit f de R dans R dé�nie par f(x) = ex
2

[x cos2(x) + sin2(x)]

1) La fon
tion f est dérivable sur R 
omme produit et somme de fon
tions dérivables sur R :

∀x ∈ R, f ′(x) = ex
2

[2x2 cos2(x) + 2x sin(x) + cos2(x)− 2x sin(x) cos(x) + 2 sin(x) cos(x)]

En linéarisant cos2(x) = 1+cos(2x)
2

et en prenant sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) on se ramène à :

∀x ∈ R, f ′(x) = ex
2

[x2 + x+
1

2
+ cos(2x)(x2 − x+

1

2
)− (x− 1) sin(2x)]

En utilisant le fait que le 
osinus et le sinus sont bornés on obtient l'en
adrement suivant :

∀x ∈ R, ex
2

(x+ 1) ≤ f ′(x) ≤ xex
2

(2x+ 1)

On en déduit par le théorème des gendarmes que :

lim
x→+∞

f ′(x) = +∞

Ainsi à partir d'un 
ertain x la dérivée est stri
tement positive et don
 au voisinage de l'in�ni

la fon
tion f est stri
tement 
roissante.

2) De même en linéarisant on transforme l'expression 
omme suit :

f(x) =
1

2
ex

2

[x+ 1 + (x− 1) cos(2x)]

Il en dé
oule l'en
adrement :

∀x ∈ R, ex
2 ≤ f(x) ≤ xex

2

Et on en déduit par le théorème des gendarmes :

lim
x→+∞

f(x) = +∞
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3) On 
onsidère les suites (un)n∈N et (vn)n∈N dé�nies par :

un = 2nπ et vn = 2nπ +
π

2

Ces deux suites sont stri
tement 
roissantes et divergent en +∞, ainsi par 
ontinuité de f et

g :

lim
n→+∞

f(Un)

g(Un)
= lim

n→+∞

f(Vn)

g(Vn)
= lim

n→+∞

√
2nπ = +∞

On en déduit deux 
hoses l'une : au voisinage de +∞, f n'est pas dominée par g, et g n'est

pas dominée par f .

Exer
i
e 2 : Égalité de Taylor-Lagrange

Soit f une appli
ation de 
lasse Cn
de l'intervalle fermé I d'extrémités a et b (a 6= b) dans R,

telle que f (n)
est dérivable sur l'intérieur de I. Montrons qu'il existe c élément de l'intérieur de

I tel que :

f(b) =
n∑

k=0

(b− a)k

k!
f (k)(a) +

(b− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(c)

Dé�nissons la fon
tion g tel que :

g(x) = f(b)−
n∑

k=0

(b− x)k

k!
f (k)(x)− A(b− x)n+1

On impose g(a) = 0 en 
hoisissant un A qui répond à 
ette hypothèse. Et on a 
lairement

g(b) = 0, don
 d'après le théorème de Rolle il existe c ∈ [a, b] tel g′(c) = 0.

Dérivons g :

g′(x) = −
n∑

k=1

[−k(b− k)k−1

k!
f (k)(x) +

(b− x)k

k!
f (k+1)(x)

]

+ (n+ 1)(b− x)n

On simpli�e :

g′(x) =
n∑

k=1

(b− x)k−1

(k − 1)!
f (k)(x)−

n∑

k=1

(b− k)k

k!
f (k+1)(x) + (n+ 1)(b− x)n

Et en e�e
tuant un 
hangement d'indi
e dans la première somme on aboutit à :

g′(x) = −(b− x)n
f (n+1)(x)

n!
+ A(n+ 1)(b− x)n

D'où :

g′(c) = (b− c)n
(

−f (n+1)(c)

n!
+ A(n+ 1)

)

= 0

Et on en tire :

A =
f (n+1)(c)

(n + 1)!
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Exer
i
e 3 : Convexité

Soit I un intervalle de R et f : I → R une appli
ation 
ontinue sur I. Montrons l'équivalen
e :

f est 
onvexe ⇔ ∀(x, y) ∈ I2, f

(
x+ y

2

)

≤ f(x) + f(y)

2

Pro
édons par double impli
ation :

=⇒ Nous avons vu qu'une fon
tion 
onvexe véri�e l'inégalité de Jensen :

Soit f une fon
tion 
onvexe dé�nie sur un intervalle I, une famille de réels (x1, x2, ..., xn) ∈ In

et une autre (λ1, λ2, ..., λn) ∈ [0, 1]n telle que

n∑

i=1

λi = 1 alors :

f

(
n∑

i=1

λixi

)

≤
n∑

i=1

λif(xi)

Ainsi en prenant λ1 = λ2 =
1
2
on a bien :

f 
onvexe =⇒ ∀(x, y) ∈ I2, f

(
x+ y

2

)

≤ f(x) + f(y)

2

⇐= Démontrons au préalable le lemme suivant :

Lemme : L'ensemble des nombres λ de la forme λ = k

2n
, (n, k) ∈ N× Z est dense dans R

Démonstration :

Soit (x, y) ∈ R
2, x < y un 
ouple de réels quel
onque, montrons qu'il existe λ = k

2n
tel que

x <
k

2n
< y

Par la propriété d'Ar
himède il existe n ∈ N
⋆
tel que n(y − x) > 1, on a alors :

0 <
1

2n
<

1

n
< y − x

Posons k = E(2nx) + 1, par dé�nition de la partie entière :

k − 1 < 2nx < k ⇔ k

2n
− 1

2n
< x <

k

2n

L'inégalité de droite donne x < k

2n
, quant à 
elle de gau
he puisque

1
2n

+ x < y on a

k

2n
< y

don
 :

x < λ < y

Montrons désormais par ré
urren
e que pour tout λ = k

2n
ave
 0 ≤ k ≤ 2n :

f

(
k

2n
x+ (1− k

2n
)y

)

≤ k

2n
f(x) + (1− k

2n
)f(y)
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En appliquant l'inégalité il est 
lair que la propriété est vraie pour n = 1.

Supposons la propriété vraie au rang n et montrons qu'elle le reste au rang n + 1 :

• Si k est pair alors k = 2k′ ⇒ k

2n+1
=

2k′

2n+1
=

k′

2n
et il su�t d'appliquer l'hypothèse de

ré
urren
e.

• Si k est impair alors k = 2k′ + 1 et remarquons :

2k′ + 1

2n+1
x+

2n+1 − (2k′ + 1)

2n+1
=

X
︷ ︸︸ ︷

k′

2n
x+

2n − k′

2n
y+

Y
︷ ︸︸ ︷

k′ + 1

2n
x+

2n − (k′ + 1)

2n
y

2

On a don
 par hypothèse sur f :

f

(
2k′ + 1

2n+1
x+

2n+1 − (2k′ + 1)

2n+1

)

≤ f(X) + f(Y )

2

Et d'après l'hypothèse de ré
urren
e appliquée à X et Y :

f(X) + f(Y )

2
≤ k′

2n+1
f(x) +

(

1− k′

2n+1

)

f(y)

D'où :

f

(
2k′ + 1

2n+1
x+

2n+1 − (2k′ + 1)

2n+1

)

≤ k′

2n+1
f(x) +

(

1− k′

2n+1

)

f(y)

La propriété est vraie au rang 1 et héréditaire don
 est vraie pour tout n ∈ N

On a don
 démontré que tous les λ de la forme

k

2n
véri�ent l'inégalité traduisant la 
onvexité

d'une fon
tion.

Or 
es nombres étant denses dans R on peut extrapoler 
ette relation à tous réels, 
e qui 
los

la démonstration.

∀(x, y) ∈ R
2, f

(
x+ y

2

)

≤ f(x) + f(y)

2
=⇒ f 
onvexe

Exer
i
e 4 : Développement asymptotique d'une suite de solutions

d'équations

1) La fon
tion fn : x 7→ ln(x)+nx est stri
tement 
roissante sur R
+⋆


ar dérivable et de dérivée

∀x ∈ R
+⋆

, f ′

n
(x) =

1

x
+ n > 0

De plus lim
x→0+

fn(x) = −∞ et lim
x→+∞

fn(x) = +∞ don
 f réalise une bije
tion de R
+⋆

sur R.

Don
 l'équation ln(x) + nx = 0 possède une unique solution xn sur R
+⋆

.
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2) Remarquons la 
hose suivante :

fn+1(xn+1) = 0 ⇔ ln(xn+1) + (n + 1)xn+1 = 0 ⇔ ln(xn+1) + nxn+1 = −xn+1

Ainsi :

fn(xn+1) = −xn+1 < 0 = fn(xn) 
ar xn+1 ∈ R
+⋆

De sur
roît fn étant stri
tement 
roissante l'inégalité pré
édente implique :

∀n ∈ N, xn+1 < xn

On en 
on
lut que (xn)n∈N est stri
tement dé
roissante.

3) La suite (xn)n∈N est stri
tement dé
roissante et minorée par 0 don
 elle 
onverge vers ℓ.

Supposons que ℓ > 0, alors puisque la suite est stri
tement dé
roissante on a :

∀n ∈ N, ℓ < xn

Par stri
te 
roissan
e de x 7→ ln(x) :

∀n ∈ N, ln(ℓ) < ln(xn)

Et en�n :

∀n ∈ N, ln(ℓ) + nℓ < ln(xn) + nxn

Or puisque ℓ > 0 il vient :

lim
n→+∞

ln(ℓ) + nℓ = +∞

Ce qui est absurde puisque ln(xn) + nxn = 0, par 
onséquent :

ℓ = 0

4) On pose pour tout n ∈ N : yn = nxn. On a l'équivalen
e suivante :

∀n ∈ N
⋆, yn + ln(yn) = ln(n) ⇔ nxn + ln(nxn) = ln(n) ⇔ ln(xn) + nxn = 0

La fon
tion g : x 7→ x+ ln(x) réalise une bije
tion 
roissante de R
+⋆

sur R et yn = g−1(ln(n))

Or lim
x→+∞

g−1(x) = +∞ d'où :

lim
n→+∞

yn = +∞

5) D'après la question pré
édente on peut établir au voisinage de l'in�ni :

ln(yn) = o(yn)

En reportant dans l'équation on a :

yn + o(yn) = ln(n)
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Ce qui prouve que :

yn ∼
n→∞

ln(n)

Et 
omme yn = nxn on en déduit :

xn ∼
n→∞

ln(n)

n

6)a) Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites stri
tement positives de limite ∞ telles que :

un ∼
n→+∞

vn

Ces suites sont stri
tements positives don
 il est légitime de poser :

ln(un)

ln(vn)
− 1 =

ln(un)− ln(vn)

ln(vn)
=

ln
(

un

vn

)

ln(vn)

Or par dé�nition lim
n→+∞

un

vn
= 1 d'où :

lim
n→+∞

ln(un)

ln(vn)
= 1 ⇔ ln(un) ∼

n→∞

ln(vn)

b) Les suites (yn)n∈N et (un)n∈N dé�nie par ∀n ∈ N
⋆\ {1} , Un = ln(n) sont stri
tements

positives de limite +∞ don
 :

yn ∼
n→+∞

ln(n) ⇒ ln(yn) ∼
n→+∞

ln(ln(n))

Et puisque yn + ln(yn) = ln(n) alors :

yn − ln(n) ∼
n→+∞

− ln(ln(n))

D'où :

xn −
ln(n)

n
∼

n→+∞

− ln(ln(n))

n

7) Le dernier équivalent nous donne yn = ln(n)− ln(ln(n)) + zn ave
 zn = o(ln(ln(n))).

Ainsi en reportant dans ln(yn) + yn = ln(n) il vient :

ln

(
ln(n)− ln(ln(n)) + zn

ln(n)

)

+ zn = 0 ⇔ zn = − ln

(

1− ln(ln(n))− zn

ln(n)

)

Or puisque zn est négaligeable devant ln(ln(n)) on a

ln(ln(n))−zn

ln(n)
∼ ln(ln(n))

ln(n)
et de plus :

lim
n→+∞

ln(ln(n))

ln(n)
= 0
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Don
 
omme au voisinage de 0 ln(1 + x) ∼ x on obtient :

zn ∼
n→+∞

ln(ln(n))

ln(n)

D'où �nalement le développement asymptotique :

xn ∼
n→+∞

ln(n)

n
− ln(ln(n))

n
+

ln(ln(n))

n ln(n)
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