DEVOIR DE MATHEMATIQUES N°8

KEVIN POLISANO
MPSI 1

Lundi 10 décembre 2007

EXERCICE 1 : APPLICATION BIJECTIVE ET CONTINUE EN AUCUN POINT

f(x) = z si x rationnel

On considére la fonction f de [0, 1] dans [0, 1] définie par : { f(x) =2 +1—E(z+1) sinon

1) Il y a trois cas a distinguer afin d’imaginer la représentation graphique de f :
e Si x est rationnel alors f(z) = x par définition

e Si z est irrationnel et = €]0,1[ona E (z+ 1) =0 et donc f(z) =z + 1

e Si z est irrationnel et €)1, 1[on a E (z+3) =1 et donc f(z) =z — 5

Schéma, du support de la fonction :

0.8+

0.6

0.4

0.24

-0.24

2) Montrons que f n’est continue en aucun point de [0, 1] :
Soit la suite (uy,),en définie par u,, = a + g~ avec a € QN [0, %[

Cette suite est irrationnelle puisque 7 Pest et de plus pour n suffisamment grand £~ < % —a.



Devoir de Mathématiques n°8 KEVIN PoLISANO

Alinsi & partir d’'un certain rang ng :
1 1
n>mng = u, € 0,5 doncf(un):un+§

Orona lim wu, =adou:
n—-+o00

lim f(un):a+%7éa

n—-+o0o

1

On en conclut que f n’est pas continue sur |0, 5[ (raisonnement analogue pour b € Q N [1,1]).

Si maintenant ¢ € R\Q, il existe une suite (v, ),en de rationnels qui converge vers ¢ et dont la
limite de f(v,) est différente de f(c).

Ainsi f n’est continue en aucun point de [0, 1].
3) a) Déterminons la composée de f avec elle-méme :
e Si x est rationnel alors on a directement f(z) =z = fo f(x) = f(z) ==

1 1 1 1 1 1
e Si z est irrationnel alors fof(x) = (:L’+ 5~ E (SL’—l— §)>+§—E [(x—i— 5~ E (SL’—l— 5)) + 5]

Dans ce deuxiéme cas on a :

fof($)=$+{1—E<x+%)} —E x+1—E(m+%)

(. J

N
Et puisque N est un entier il vient :
Vo e [0,1], fo f(z) =2 — E(x) =x car Vo € [0, 1], E(x) =0

Dans tous les cas on a donc :

foflx)= Idj

L’application f : [0,1] — [0, 1] est une involution donc est bijective.

EXERCICE 2 : CONTINUITE ET EQUATION FONCTIONNELLE
On se propose de trouver les applications f : [0, 1] — [0, 1] continues et bijectives vérifiant :
Ve € [0,1], f(2x — f(z)) ==
La démonstration qui suit montre que I’hypothése de continuité n’est pas nécessaire.

Tout d’abord il est clair que I'identité convient, montrons que c’est la seule.
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En effet, f est définie de [0, 1] dans lui méme donc on note que
Vo e [0,1],0 <2z — f(z) <1

On définit alors une nouvelle fonction g : [0, 1] — [0, 1] telle que g(z) = 2z — f(z).
Par définition on a Vz € [0, 1], f o g(x) = x, montrons alors par récurrence que :

Vo € [0,1],Vn € N, g"(z) = n(g(x) — z) + = (%)
Onag(g(x)) =2g9(x)— f(g(x)) = 29(x) —z = 2(g(x) —x) +z, la propriété est vraie pour n = 2.
Supposons la vraie au rang n et montrons qu’elle le reste au rang suivant :
9" (x) = ¢"(9(2)) = nlg(g(x)) = 9(2)] = n[2g(x) -z — g(2)] + g(x) = (n + 1)(g(z) —2) + 2
La propriété est vraie au rang 1, 2 et est héréditaire, donc est vraie pour tout n.
Supposons qu'il existe a € [0, 1] tel que g(a) # a. On a alors g(a) —a > 0 (resp. g(a) —a < 0).
Mais alors d’aprés (%) on aurait donc

lim ¢"(z) = 400 (resp. — c0)
n—+oo

Cette derniére proposition est absurde puisque Va € [0, 1], g(z) € [0, 1].

Finalement on en déduit que :

Ve € [0,1],g9(x) =x < Ve € [0,1], f(z) ==

EXERCICE 3 : ETUDE D’UNE SUITE RECURRENTE D’ORDRE 2
Soit (uy,)nen la suite définie par ug > 0, uy > 0, et la relation de récurrence :

Vn € Na Upy2 = |un+1 - un|

1) Chaque terme de la suite est obtenu par la valeur absolue de la différence des deux termes
précédents, donc ils sont positifs avec en particulier ug > 0, uq > 0.

Rappelons que la valeur absolue d’un nombre a est définie par |a| = Max(a, —a) donc :

Upro = Max(t, — Upi1, Upti1 — Up) < Max(ty,, Uny1) car (Unsq, uy) € R2"

Il est alors clair que si (u,,u,1) € RT" x RY" Pinégalité est stricte.

qun
uo

2) On suppose = g avec (p,q) € N x N* et on pose Vn € N, v, =

a) Procédons par une récurrence d’ordre 2 :

qui

La propriété est vraie au rang 0 et 1 puisque vy = % =qetv =T+ =
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Supposons la vraie au rang n et n + 1 et montrons qu’elle le reste au rang n + 2 :

q(u —u q|Upi1 —u
Uo Uo

Le terme de gauche en valeur absolue est un entier naturel, donc il en va de méme pour v, 5.
La propriété est vraie au rang 0 et 1 et héréditaire donc vraie pour tout n.

b) On veut montrer la proposition suivante :
dng € Nyv,, =0 v, #0si k < ng
Raisonnons par ’absurde et supposons que (v, ),en ne s’annule pas, on a alors I'inégalité stricte :

Upto < Max(ty,, Upy1)

Par ailleurs on a :
Upt1 < Max(u,_1,u,) et u, < Max(u,_1,uy,)

Donc :
Max (ty,, Upy1) < Max(u, 1, uy)

Par suite
Upro < Max(u,_1, uy)

Et puisque u, 11 < Max(u,_1,u,) alors :
Max (w42, Upt1) < Max(Up, Up—1)

Ainsi la suite extraite Max(vy,, va,41) est strictement décroissante.

Or (v,)nen étant a valeur dans N, la méthode de la descente infinie stipule qu'’il n’existe pas
de suite strictement décroissante d’entiers positifs, d’ot la contradiction.

Il en découle qu’il existe un plus petit entier ng tel que v,, = 0 et alors Vk < ng, vy # 0.
c) On a exhibé un ng tel que v,, = 0 donc u,, = 0, ainsi :

uno-i—l - Iuno - un0—1| - uno—l
Ung42 = |un0+1 - un0| = Ung—1

Ungt3 = [Unga = Ungr1| = 0

Et ainsi de suite pour tout n > ng, donc la limite de (u,),en n’existe pas puisqu’a partir du
rang pour lequel elle s’annule, la suite ne prend alors plus que deux valeurs distinctes & savoir
0et Upg—1-

u1
uo

3) On suppose maintenant & irrationnel.

a) Supposons qu’il existe ny tel que w,, =0, ux # 0 k < n;.
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Alors on aurait u,, 1 = U,,_2 = @ et u,, 3 = 2a donc Zn_—i — % e Q.
e

Montrons alors par récurrence que tout quotient u“—"l est irrationnel :
o

En effet au rang 1 Z—é est irrationnel par hypothése, supposons alors % irrationnel.

Il s’en suit :

€ R\Q

Up+1 o |un - un—1| _ '1 - Up—1

un un n

Donc la suite (u,),en ne s’annule jamais.

Je n’ai pas eu le temps de traiter les derniéres questions, a la louche je dirais pour la ¢) qu’il
faut extraire une sous suite décroissante, et utiliser le fait que celle-ci est minorée donc conver-
gente vers sa borne inférieure, ou bien faire une itération grace a la question précédente pour
coincer une infinité de termes dans un intervalle d’extrémité la borne inférieure. Puis montrer
que celle-ci est nulle pour en conclure que la limite de la suite étudiée I'est également.

Voici une procédure Maple permettant de calculer le n-iéme terme de la suite (uy,),en :

S :=proc(n,a,b) local i, x, y, temp ;

temp :=abs(a-b) ;
for i from 1 to n do
temp :—abs(x-y);
X =y
y :—temp;
print(temp,evalf(temp)) ;
od;

end;




