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Exer
i
e 1 : Appli
ation bije
tive et 
ontinue en au
un point

On 
onsidère la fon
tion f de [0, 1] dans [0, 1] dé�nie par :

{
f(x) = x si x rationnel

f(x) = x+ 1
2
− E

(
x+ 1

2

)
sinon

1) Il y a trois 
as à distinguer a�n d'imaginer la représentation graphique de f :

• Si x est rationnel alors f(x) = x par dé�nition

• Si x est irrationnel et x ∈]0, 1
2
[ on a E

(
x+ 1

2

)
= 0 et don
 f(x) = x+ 1

2

• Si x est irrationnel et x ∈]1
2
, 1[ on a E

(
x+ 1

2

)
= 1 et don
 f(x) = x− 1

2

S
héma du support de la fon
tion :

2) Montrons que f n'est 
ontinue en au
un point de [0, 1] :

Soit la suite (un)n∈N dé�nie par un = a+ π

8n
ave
 a ∈ Q ∩ [0, 1

2
[.

Cette suite est irrationnelle puisque π l'est et de plus pour n su�samment grand

π
8n

< 1
2
− a.
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Ainsi à partir d'un 
ertain rang n0 :

n ≥ n0 ⇒ un ∈

]

0,
1

2

[

don
 f(un) = un +
1

2

Or on a lim
n→+∞

un = a d'où :

lim
n→+∞

f(un) = a+
1

2
6= a

On en 
on
lut que f n'est pas 
ontinue sur ]0, 1
2
[ (raisonnement analogue pour b ∈ Q ∩ [1

2
, 1]).

Si maintenant c ∈ R\Q, il existe une suite (vn)n∈N de rationnels qui 
onverge vers c et dont la

limite de f(vn) est di�érente de f(c).

Ainsi f n'est 
ontinue en au
un point de [0, 1].

3) a) Déterminons la 
omposée de f ave
 elle-même :

• Si x est rationnel alors on a dire
tement f(x) = x ⇒ f ◦ f(x) = f(x) = x

• Si x est irrationnel alors f◦f(x) =

(

x+
1

2
−E

(

x+
1

2

))

+
1

2
−E

[(

x+
1

2
− E

(

x+
1

2

))

+
1

2

]

Dans 
e deuxième 
as on a :

f ◦ f(x) = x+

[

1− E

(

x+
1

2

)]

− E






x+ 1−E

(

x+
1

2

)

︸ ︷︷ ︸

N







Et puisque N est un entier il vient :

∀x ∈ [0, 1[, f ◦ f(x) = x− E(x) = x 
ar ∀x ∈ [0, 1[, E(x) = 0

Dans tous les 
as on a don
 :

f ◦ f(x) = Id[0,1]

L'appli
ation f : [0, 1] → [0, 1] est une involution don
 est bije
tive.

Exer
i
e 2 : Continuité et équation fon
tionnelle

On se propose de trouver les appli
ations f : [0, 1] → [0, 1] 
ontinues et bije
tives véri�ant :

∀x ∈ [0, 1], f(2x− f(x)) = x

La démonstration qui suit montre que l'hypothèse de 
ontinuité n'est pas né
essaire.

Tout d'abord il est 
lair que l'identité 
onvient, montrons que 
'est la seule.

2



Devoir de Mathématiques n�8 Kévin Polisano

En e�et, f est dé�nie de [0, 1] dans lui même don
 on note que

∀x ∈ [0, 1], 0 ≤ 2x− f(x) ≤ 1

On dé�nit alors une nouvelle fon
tion g : [0, 1] → [0, 1] telle que g(x) = 2x− f(x).

Par dé�nition on a ∀x ∈ [0, 1], f ◦ g(x) = x, montrons alors par ré
urren
e que :

∀x ∈ [0, 1], ∀n ∈ N, gn(x) = n(g(x)− x) + x (∗)

On a g(g(x)) = 2g(x)−f(g(x)) = 2g(x)−x = 2(g(x)−x)+x, la propriété est vraie pour n = 2.

Supposons là vraie au rang n et montrons qu'elle le reste au rang suivant :

gn+1(x) = gn(g(x)) = n[g(g(x))− g(x)] = n[2g(x)− x− g(x)] + g(x) = (n+ 1)(g(x)− x) + x

La propriété est vraie au rang 1, 2 et est héréditaire, don
 est vraie pour tout n.

Supposons qu'il existe a ∈ [0, 1] tel que g(a) 6= a. On a alors g(a)− a > 0 (resp. g(a)− a < 0).

Mais alors d'après (∗) on aurait don


lim
n→+∞

gn(x) = +∞ (resp.−∞)

Cette dernière proposition est absurde puisque ∀x ∈ [0, 1], g(x) ∈ [0, 1].

Finalement on en déduit que :

∀x ∈ [0, 1], g(x) = x ⇔ ∀x ∈ [0, 1], f(x) = x

Exer
i
e 3 : Étude d'une suite ré
urrente d'ordre 2

Soit (un)n∈N la suite dé�nie par u0 > 0, u1 ≥ 0, et la relation de ré
urren
e :

∀n ∈ N, un+2 = |un+1 − un|

1) Chaque terme de la suite est obtenu par la valeur absolue de la di�éren
e des deux termes

pré
édents, don
 ils sont positifs ave
 en parti
ulier u0 > 0, u1 ≥ 0.

Rappelons que la valeur absolue d'un nombre a est dé�nie par |a| = Max(a,−a) don
 :

un+2 = Max(un − un+1, un+1 − un) ≤ Max(un, un+1) 
ar (un+1, un) ∈ R2+

Il est alors 
lair que si (un, un+1) ∈ R+⋆

× R+⋆

l'inégalité est stri
te.

2) On suppose

u1

u0
= p

q
ave
 (p, q) ∈ N× N⋆

et on pose ∀n ∈ N, vn = qun

u0

a) Pro
édons par une ré
urren
e d'ordre 2 :

La propriété est vraie au rang 0 et 1 puisque v0 =
qu0

u0
= q et v1 =

qu1

u0
= p
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Supposons là vraie au rang n et n+ 1 et montrons qu'elle le reste au rang n+ 2 :

vn+1 − vn =
q(un+1 − un)

u0

⇒ |vn+1 − vn| =
q|un+1 − un|

u0

= vn+2

Le terme de gau
he en valeur absolue est un entier naturel, don
 il en va de même pour vn+2.

La propriété est vraie au rang 0 et 1 et héréditaire don
 vraie pour tout n.

b) On veut montrer la proposition suivante :

∃n0 ∈ N, vn0
= 0 vk 6= 0 si k < n0

Raisonnons par l'absurde et supposons que (vn)n∈N ne s'annule pas, on a alors l'inégalité stri
te :

un+2 < Max(un, un+1)

Par ailleurs on a :

un+1 < Max(un−1, un) et un ≤ Max(un−1, un)

Don
 :

Max(un, un+1) ≤ Max(un−1, un)

Par suite

un+2 < Max(un−1, un)

Et puisque un+1 < Max(un−1, un) alors :

Max(un+2, un+1) < Max(un, un−1)

Ainsi la suite extraite Max(v2n, v2n+1) est stri
tement dé
roissante.

Or (vn)n∈N étant à valeur dans N, la méthode de la des
ente in�nie stipule qu'il n'existe pas

de suite stri
tement dé
roissante d'entiers positifs, d'où la 
ontradi
tion.

Il en dé
oule qu'il existe un plus petit entier n0 tel que vn0
= 0 et alors ∀k < n0, vk 6= 0.


) On a exhibé un n0 tel que vn0
= 0 don
 un0

= 0, ainsi :

un0+1 = |un0
− un0−1| = un0−1

un0+2 = |un0+1 − un0
| = un0−1

un0+3 = |un0+2 − un0+1| = 0

Et ainsi de suite pour tout n ≥ n0, don
 la limite de (un)n∈N n'existe pas puisqu'à partir du

rang pour lequel elle s'annule, la suite ne prend alors plus que deux valeurs distin
tes à savoir

0 et un0−1.

3) On suppose maintenant

u1

u0
irrationnel.

a) Supposons qu'il existe n1 tel que un1
= 0, uk 6= 0 k < n1.
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Alors on aurait un1−1 = un1−2 = α et un1−3 = 2α don


un−2

un−3
= 1

2
∈ Q.

Montrons alors par ré
urren
e que tout quotient

un

un−1
est irrationnel :

En e�et au rang 1

u1

u0
est irrationnel par hypothèse, supposons alors

un

un−1
irrationnel.

Il s'en suit :

un+1

un

=
|un − un−1|

un

=

∣
∣
∣
∣
1−

un−1

un

∣
∣
∣
∣
∈ R\Q

Don
 la suite (un)n∈N ne s'annule jamais.

Je n'ai pas eu le temps de traiter les dernières questions, à la lou
he je dirais pour la 
) qu'il

faut extraire une sous suite dé
roissante, et utiliser le fait que 
elle-
i est minorée don
 
onver-

gente vers sa borne inférieure, ou bien faire une itération grâ
e à la question pré
édente pour


oin
er une in�nité de termes dans un intervalle d'extrémité la borne inférieure. Puis montrer

que 
elle-
i est nulle pour en 
on
lure que la limite de la suite étudiée l'est également.

Voi
i une pro
édure Maple permettant de 
al
uler le n-ième terme de la suite (un)n∈N :

S :=pro
(n,a,b) lo
al i, x, y, temp ;

x :=a ;

y :=b ;

temp :=abs(a-b) ;

for i from 1 to n do

temp :=abs(x-y) ;

x :=y ;

y :=temp ;

print(temp,evalf(temp)) ;

od ;

end ;
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