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Exer
i
e 1

Énon
é :

Soit n un entier et P (X) =

n∑

k=0

akX
k
un polyn�me de degré n à 
oe�
ients dans le 
orps K.

Montrer que :

n∑

k=0

(
n

k

)

(−1)n−k
∼

P (k) = an.n!

Considérons la fra
tion rationnelle suivante :

S(X) =
P (X)

Q(X)

ave
 Q(X) =

n∏

j=0

(X − j).

En e�et deg(Q) = n + 1 > n = deg(P ) don
 deg(S) < 0.

De plus Q est s
indé à ra
ines simples don
 la dé
omposition en éléments simples de S est :

S(X) =
n∑

k=0

∼

P (k)
∼

Q
′

(k)(X − k)

Dérivons Q :

Q′(X) =

n∑

i=0

n∏

j 6=i

(X − j)

On évalue Q en k, don
 tous les produits s'annulent sauf un :

∼

Q
′

(k) =
n∏

j 6=k

(k − j)

En développant 
e produit on remarque que :

∼

Q
′

(k) = (−1)n−kk!(n− k)!
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Et on a : (
n

k

)

=
n!

k!(n− k)!
⇐⇒ k!(n− k)! =

n!
(
n

k

)

Revenons à l'expression initiale :

S(X) =
n∑

k=0

αk

X − k

ave
 :

αk =

∼

P (k)
∼

Q
′

(k)
=

(−1)n−k

n!

(
n

k

)
∼

P (k)

XP (X)
Q(X)

est le quotient de polyn�mes de même degré, et Q est unitaire, don
 :

lim
x→+∞

xP (x)

Q(x)
= an

Par ailleurs on a :

XP (X)

Q(X)
=

n∑

k=0

αkX

X − k
et lim

x→+∞

αkx

x− k
= αk

Par uni
ité de la limite on en déduit

n∑

k=0

αk = an d'où �nalement :

n∑

k=0

(
n

k

)

(−1)n−k
∼

P (k) = an.n!

Exer
i
e 2

Énon
é :

Étant donné un entier naturel non nul n, on note α = exp
(
2iπ
n

)
.

Déterminer deux polyn�mes P et Q premiers entre eux tels que :

F (X) =
P (X)

Q(X)
=

n∑

p=1

1

(X − αp)2

⋆ Une rédu
tion au même dénominateur donne immédiatement :

Q(X) =

(
n∏

p=1

(X − αp)

)2

⋆ La dé
omposition nous impose :
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deg(P ) ≤ deg(Q) =⇒ deg(P ) ≤ 2n

⋆ On remarque sur un terme quel
onque de la somme que :

1

(αX − αp)2
× α2 =

α2

[α(X − αp−1)]2
=

1

X − αp−1

On e�e
tue le 
hangement de variable p′ = p− 1 et puisque α0 = αn = 1 on a bien :

α2F (αX) = F (X)

On voit également que :

α2Q(αX) = α2

(
n∏

p=1

(αX − αp)

)2

= α2n
︸︷︷︸

=1

(
n∏

p=1

(X − αp−1)

)n

Le même 
hangement d'indi
e donne :

α2Q(αX) = Q(X)

Et don
 :

α2F (αX) =
α2P (αX)

α2Q(αX)
=

α2P (αX)

Q(X)
=

P (X)

Q(X)
= F (X)

On en déduit :

α2P (αX) = P (X)

⋆ b2 6= 0 par identi�
ation tous les termes sont nuls sauf les mon�mes a2n−2X
2n−2

et an−2X
n−2

.

En e�et :

α2a2n−2(αX)2n−2 = α2na2n−2X
2n−2 = a2n−2X

2n−2

α2an−2(αX)n−2 = αnan−2X
n−2 = an−2X

n−2

Don
 P est de la forme :

P (X) = aX2n−2 + bXn−2

⋆ En e�e
tuant virtuellement la rédu
tion au même dénominateur on trouve a = n.
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Exer
i
e 3

Énon
é :

1�) On 
onsidère le polyn�me suivant :

Pn(X) = Xn+1 − (n+ 1)X − 1

Montrer que Pn admet dans C, (n+ 1) ra
ines distin
tes α0, ..., αn.

2�) Dé
omposer en éléments simples dans C(X) :

ϕn(X) =
Xn − 1

Xn+1 − (n+ 1)X − 1

1�) Le polyn�me Pn est de degré n + 1 don
 d'après le théorème d'Alembert il admet n + 1
ra
ines dans C.

Montrons qu'elles sont toutes distin
tes, autrement dit que Pn admet n+ 1 ra
ines simples.

Supposons que Pn admette une ra
ine r d'ordre de multipli
ité supérieure ou égale à 2.

Alors r est au moins ra
ine de P ′
n 
'est-à-dire du polyn�me :

P ′
n(X) = (n+ 1)Xn − (n+ 1) = (n+ 1)(Xn − 1)

Don
 r est une ra
ine nième de l'unité, or r ne serait pas ra
ine de Pn, en e�et :

Pn(r) = rn+1 − (n+ 1)r − 1 = r − (n+ 1)r − 1 = −nr − 1 6= 0

D'où la 
ontradi
tion. Toutes les ra
ines sont simples don
 distin
tes.

2�) Remarquons que :

ϕn(X) =
1

n+ 1

P ′
n(X)

Pn(X)

Le polyn�me Pn est s
indé sur C et possède n+ 1 ra
ines deux à deux distin
tes, don
 :

ϕn(X) =
1

n+ 1

n∑

i=0

1

X − αi
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Exer
i
e 4

Énon
é :

Soit (Li)0≤i≤n la famille des polyn�mes d'interpolation de Lagrange asso
iée aux réels deux à

deux distin
ts t0, ..., tn. Cal
uler pour k ∈ {0, ..., n+ 2} les sommes :

Sk =
n∑

i=0

tki
∼

Li(0)

Rappelons que (L0, ..., Ln) est une base de Kn[X ], on a don
 :

P (X) =
n∑

i=0

P (ti)Li(X)

On 
hoisit P (X) = Xk
ave
 1 ≤ k ≤ n :

Xk =

n∑

i=0

tkiLi(X
k)

Puis on évalue en 0 d'où :

n∑

i=0

tkiLi(0) = 0

Don
 :

∀1 ≤ k ≤ n =⇒ Sk = 0

Si on 
hoisit le polyn�me 
onstant P = 1 
'est-à-dire pour le 
as k = 0 on a :

S0 =
n∑

i=0

Li(0) = 1

Traitons maintenant le 
as k = n+ 1 :

Le polyn�me P − A ave
 P (X) =

n∏

i=0

(X − ti) et A(X) = Xn+1
est de degré au plus n.

Don
 de nouveau en dé
omposant sur la base des polyn�mes de Lagrange :

(P − A)(X) =
n∑

i=0

(P − A)(ti)Li(X)

Et puisque P s'annule en 
haque ti on a :

P (X)− A(X) = −

n∑

i=0

tn+1
i Li(X)

On évalue ensuite en 0 pour déterminer la somme re
her
hée :
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n∑

i=0

tn+1
i Li(0) = (−1)n

n∏

i=0

ti

En�n pour le 
as k = n+ 2 on remarque que le 
oe�
ient du terme en Xn
de P est

n∑

j=0

tj .

Ainsi en prenant 
ette fois B(X) = Xn+2
on 
onsidère le polyn�me :

Q(X) = B(X)−XP (X)−

(
n∑

j=0

tj

)

Xn+1

qui est de degré au plus n peut se dé
omposer sur la base adéquate :

Q(X) =

n∑

i=0

B(ti)Li(X)−

n∑

i=0

tiP (ti)Li(X)−

n∑

i=0

(
n∑

j=0

tj

)

tn+1
i

Et on évalue en 0 on obtient :

n∑

i=0

tn+2
i Li(0) = (−1)n

n∑

j=0

tj

n∏

i=0

ti

Exer
i
e 5

Énon
é :

1�) Soit a un réel di�érent de 2 ou -2 ; dé
omposer en éléments simples sur R :

Ga(X) =
1

(X + 2)(X − 2)(X − a)

2�) En déduire la dé
omposition en éléments simples sur R de :

F (X) =
2

(X + 2)(X − 2)(X − 1)3

1�) Étant donné que le dénominateur est s
indé à p�les simples on peut é
rire :

Ga(X) =
α0

(X + 2)
+

α1

(X − 2)
+

α2

(X − a)
ave
 (α0, α1, α2) ∈ R

3

On multiplie par (X + 2) les deux membres, on obtient :

1

(X − 2)(X − a)
= α0 +

α1(X + 2)

(X − 2)
+

α2(X + 2)

(X − a)

On donne alors à X la valeur −2, les deux derniers termes s'annulent et on trouve :

α0 =
1

4(2 + a)

On pro
ède de même en multipliant par (X − 2) et en donnant à X la valeur 2, on trouve :
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α1 =
1

4(2− a)

En�n on donne à X une valeur parti
ulière, admettons 0, et on détermine :

α2 =
1

(a+ 2)(a− 2)

D'où la dé
omposition en éléments simples :

Ga(X) =
1

4(2 + a)(X + 2)
+

1

4(2− a)(X − 2)
+

1

(a+ 2)(a− 2)(X − a)

2�) On é
rit :

F (X) = 2G1(X)×
1

(X − 1)2
=

1

6(X + 2)(X − 1)2
+

1

2(X − 2)(X − 1)2
−

2

3(X − 1)3

Il nous reste à dé
omposer en éléments simples les deux premières fra
tions rationnelles.

1

(X + 2)(X − 1)2
=

a0

(X + 2)
+

a1

(X − 1)
+

a2

(X − 1)2

On multiplie par (X + 2) et (X − 1)2 et on donne respe
tivement à X les valeurs −2 et 1.

On en tire a0 =
1
9
et a2 =

1
3
, puis en prenant X = 0 on a a1 = −1

9
.

D'où la dé
omposition en éléments simples :

1

(X + 2)(X − 1)2
=

1

9(X + 2)
−

1

9(X − 1)
+

1

3(X − 1)2

On fait de même pour l'autre fra
tion, et au �nal on aboutit à :

F (X) =
1

54(X + 2)
+

1

2(X − 2)
−

14

27(X − 1)
−

4

9(X − 1)2
−

2

3(X − 1)3
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