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EXERCICE 1

Enoncé :

n

Soit n un entier et P(X) = Z ax X" un polynome de degré n a coefficients dans le corps K.
k=0

Montrer que :

i (Z) (~1)"*P(k) = a,.n!

k=0

Considérons la fraction rationnelle suivante :

avec Q(X) = H(X — 7).

=0
En effet deg(Q) =n + 1 > n = deg(P) donc deg(S) < 0.

De plus () est scindé a racines simples donc la décomposition en éléments simples de S est :

500 =3 0
k=0 Q (k)(X — k)
Dérivons @ :
QX)=> [Ix -4
i=0 j#i

On évalue @) en k, donc tous les produits s’annulent sauf un :

~! n

Q k) =[[tk =17
ik
En développant ce produit on remarque que :

Q (k) = (=1)"*Ekl(n — k)!

1
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Et on a: | |
(n):%@k!(n—k)!:%

Revenons a ’expression initiale :

SX) = Xa—kk
| _ Py _ (-1t fn)
Qg ~7 - (k)
Qw " ()

%%) est le quotient de polynomes de méme degré, et () est unitaire, donc :

. zP(x)
1 —
et Q(z) "
Par ailleurs on a :
XP(X) &K X o L T
— 1m =
QX) =X -k stoox —k
Par unicité de la limite on en déduit oy = a, d’ou finalement :
k=0
3 (Z) (—1)"*P(k) = ay.n!
k=0

EXERCICE 2

Enoncé :

Etant donné un entier naturel non nul n, on note o = exp (227”)

Déterminer deux polynémes P et () premiers entre eux tels que :

P = ) = X (e

p=1

~—

* Une réduction au méme dénominateur donne immeédiatement :

QX) = (H(X - ap))

p=1

* La décomposition nous impose :
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deg(P) < deg(Q) = deg(P) < 2n

* On remarque sur un terme quelconque de la somme que :

1 « o? o? 1
e —— o = =
(aX — ar)? [a(X —ar 12 X —ar!

0

On effectue le changement de variable p’ = p — 1 et puisque o = o™ =1 on a bien :

@’F(aX) = F(X)

On voit également que :

n

’Q(aX) = a? (H(aX — ap)> sz/ (H(X — ap1)>

p=1

Le méme changement d’indice donne :

a’Q(aX) = Q(X)
Et donc :
o’P(aX) o*P(aX) P(X)

CFeX) = o) T o e W

On en déduit :

o’P(aX) = P(X)

x b% # 0 par identification tous les termes sont nuls sauf les monomes as,_ X?"~2 et a,_, X" 2.

En effet :
2 2n—2 2n 2n—2 2n—2
« agn_Q(OzX) = agn_QX = agn_QX

Pap_o(aX)"? = "y X" = a4, o X" 2

Donc P est de la forme :

P(X) = aX®2 4 px"2

* En effectuant virtuellement la réduction au méme dénominateur on trouve a = n.



Kévin Polisano DEVOIR DE M ATHEMATIQUES N'19

EXERCICE 3

Enoncé :
1°) On considére le polynome suivant :

Pu(X) = X" — (n+ 1)X — 1
Montrer que P, admet dans C, (n + 1) racines distinctes aq, ..., a,.

2°) Décomposer en éléments simples dans C(X) :

B Xm—1
Xl (n+ )X — 1

on(X)

1°) Le polynéme P, est de degré n + 1 donc d’aprés le théoréme d’Alembert il admet n + 1
racines dans C.

Montrons qu’elles sont toutes distinctes, autrement dit que P, admet n + 1 racines simples.
Supposons que P, admette une racine r d’ordre de multiplicité supérieure ou égale a 2.
Alors 7 est au moins racine de P! c¢’est-a-dire du polynome :

P(X)=n+1)X"—(n+1)=(Mn+1)(X"-1)

Donc 7 est une racine niéme de 1'unité, or r ne serait pas racine de P, en effet :

Pry=r""'—(n+1l)r—1l=r—(m+1)r—1=—-nr—1#0

D’ou la contradiction. Toutes les racines sont simples donc distinctes.

2°) Remarquons que :

Le polynome P, est scindé sur C et posséde n + 1 racines deux a deux distinctes, donc :

- 1
nXI
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EXERCICE 4

Enoncé :

Soit (L;)o<i<n la famille des polynomes d’interpolation de Lagrange associée aux réels deux a
deux distincts ty, ..., t,,. Calculer pour k € {0, ...,n + 2} les sommes :

Sk = Z tle(())
i=0

Rappelons que (Lo, ..., L,) est une base de K,[X], on a donc :

On choisit P(X) = X* avec 1 <k <n:
XE = "thLi(X")
i=0

Puis on évalue en 0 d’ou : .
>t Li(0) =0
i=0

Donc :
Vi<k<n=—S5,=0

Si on choisit le polynéme constant P = 1 c¢’est-a-dire pour le cas k =0 on a :
So = Li(0)=1
=0

Traitons maintenant le cas k =n+ 1 :

Le polynome P — A avec P(X) = H(X —t;) et A(X) = X" est de degré au plus n.
i=0

Donc de nouveau en décomposant sur la base des polynomes de Lagrange :

n

(P —A)(X) =) (P~ A)t;) Li(X)

i=0
Et puisque P s’annule en chaque ¢; on a :
P(X) = A(X) = =) £ Li(X)
i=0

On évalue ensuite en 0 pour déterminer la somme recherchée :

Y
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n

it;ﬁ%,(@) = (1" []t

1=0

Enfin pour le cas £k = n + 2 on remarque que le coefficient du terme en X" de P est th.
5=0

Ainsi en prenant cette fois B(X) = X™*2 on considére le polynome :

QX) = B(X) - XP(X) - <itj> X

qui est de degré au plus n peut se décomposer sur la base adéquate :

Q(X) = ZB(ti)Li(X) - ZtiP(ti)Li(X) -3 (th> i

n
i=0
Et on évalue en 0 on obtient :

n n

Zt?”Li(O) = (=1)" th Ht

EXERCICE 5

Enoncé :

1°) Soit @ un réel différent de 2 ou -2; décomposer en éléments simples sur R :

1
(X +2)(X —2)(X —a)

2°) En déduire la décomposition en éléments simples sur R de :

Ga(X) =

2

FX) = o —amx =19

1°) Etant donné que le dénominateur est scindé & poles simples on peut écrire :

Qo (o5} Qg ,
X) = "
Go(X) (X+2)+(X—2)+(X—a) avec (g, g, an) €

On multiplie par (X + 2) les deux membres, on obtient :

(X-2)(X—a) " (X-2) (X — a)
On donne alors & X la valeur —2, les deux derniers termes s’annulent et on trouve :
1
ay = ——
T 42+ a)

On procéde de méme en multipliant par (X — 2) et en donnant a X la valeur 2, on trouve :
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1
o= —
YT a2 —a)
Enfin on donne & X une valeur particuliére, admettons 0, et on détermine :
1
g = —————
T (a+2)(a—2)
D’ou la décomposition en éléments simples :
1 1 1

Ga(X) =

2+a)(X+2) 12—a)(X-2)  (a+D(a-2)(X —a)

2°) On écrit :

1 1 1 2
P =20 e "y 1 T A (X~ 17 3(X -1

Il nous reste & décomposer en éléments simples les deux premiéres fractions rationnelles.

1 Qg ai a2
X+9(X—1P (X+2) ' x—n " x=-1p

On multiplie par (X + 2) et (X — 1)? et on donne respectivement & X les valeurs —2 et 1.

On en tire ag = % et as = 3, puis en prenant X =0 on a a; = —

1 1
3 9"

D’ou la décomposition en éléments simples :

1 1 1 1
X+2)(X—1P 9X+2) OX-1 3X_-17

On fait de méme pour 'autre fraction, et au final on aboutit a :

1 1 14 4 2
FO=5xv9) "oy -y o(x 1) (X~ 1 3(X 1




