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Exer
i
e 1

Énon
é :

Soit M2(K) l'ensemble des matri
es

(

a b
c d

)


arrées d'ordre 2 à 
oe�
ients dans l'anneau Z

des entiers relatifs. Dans la suite de l'exer
i
e, a, b, c, d désignent des entiers relatifs.

1�) Montrons que M2(Z) est un sous-anneau de M2(R).

On a 
lairement M2(Z) ⊂ M2(R) et I2 ∈ M2(Z). Soit (M,M ′) ∈ M2(Z)
2
,

M +M ′ =

(

a+ a′ b+ b′

c+ c′ d+ d′

)

et MM ′ =

(

aa′ + bc′ ab′ + bd′

ca′ + dc′ cb′ + dd′

)

Chaque 
oe�
ient est dans Z par produits et sommes d'entiers relatifs.

Don
 M +M ′ ∈ M2(Z) et MM ′ ∈ M2(Z). CQFD.

2�) Cette propriété est vraie dans tout anneau A :

L'ensemble des éléments inversibles de 
elui-
i est un groupe (U(A), .) :

La loi . est une l.
.i et asso
iative dans U(A) 
ar l'est dans A, et 1A ∈ U(A) (son propre inverse).

Soit x ∈ U(A) son symétrique x−1
est élément de U(A) 
ar son symétrique est x.

Don
 l'ensemble GL2(Z) est le groupe des unités de M2(Z).

3�) Rappelons que l'inverse de la matri
e M =

(

a b
c d

)

dans M2(R) est :

M−1 =
1

ad − bc

(

d −b
−c a

)

Pour que les 
oe�
ients appartiennent à Z soit que M ∈ GL2(Z) il faut et il su�t que :
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|ad− bc| = 1

4�) On pose :

SL2(Z) =

{(

a b
c d

)

∈ GL2(Z), ad− bc = 1

}

a) On a :

Det(MM ′) = Det(M)Det(M ′) = 1

Don
 MM ′ ∈ SL2(Z) et de plus M
−1 ∈ SL2(Z) 
ar :

Det(M−1) =
1

Det(M)
= 1

Don
 SL2(Z) est un groupe pour la multipli
ation des matri
es.

b) Déterminons les (c, d) ∈ Z
2
tels que

(

3 5
c d

)

∈ SL2(Z).

On a par hypothèse :

3d− 5c = 1 ⇔ 3d− 5c = 3× (−3)− 5× (−2) ⇔ 3(d+ 3) = 5(c+ 2)

Puisque 3 ∧ 5 = 1 on en déduit grâ
e à Gauss :

{

c = 3k + 2
d = 5k + 3

Remarque : Si la matri
e appartient à SL2(Z) alors elle appartient à GL2(Z).


) Soit (a, b) ∈ Z
2
tels que a et b soient premiers entre eux.

D'après le théorème de Bézout il existe alors (c, d) ∈ Z
2
tels que :

ad− bc = 1

Ainsi la matri
e

(

a b
c d

)

∈ GL2(Z), la 
ondition est su�sante.

Supposons que a et b ne soient pas premiers entre eux, ave
 a < b (quitte à inverser les r�les).

Alors il existerait λ ∈ Z tel que b = λa. Une telle matri
e véri�erait :

ad− λac = 1 ⇔ a(d− λc) = 1

Ainsi les seules valeurs possibles seraient :

{

a = 1
d− λc = 1

ou

{

a = −1
d− λc = −1

2



Kévin Polisano Devoir de Mathématiques n�18

Mais alors on aurait (a, b) = (±1,±λ), or ±1 étant premier ave
 tout entier on aboutit à une


ontradi
tion.

La 
ondition est don
 né
essaire. CQFD.

Exer
i
e 2

Énon
é :

On 
onsidère n nombres 
omplexes a0, a1, ..., an−1 et on pose ω = e
2iπ

n
, puis pour tout p ∈ N :

Sp = a0 + a1ω
p + · · ·+ an−1(ω

p)n−1

On désigne par A et M les deux matri
es d'ordre n suivantes :

A =













a0 a1 a2 · · · an−1

an−1 a0 a1 · · · an−2

an−2 an−1 a0 · · · an−3

· · · · · · · · · · · · · · ·
a1 a2 a3 · · · a0













et M =













1 1 1 · · · 1
1 ω ω2 · · · ωn−1

1 ω2 ω4 · · · ω2(n−1)

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 ωn−1 ω2(n−1) · · · ω(n−1)(n−1)













a) Remarquons au préalable que M = (ω(i−1)(j−1)) ave
 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ n.

Notons M2 = (aij) et alors :

aij =
n

∑

k=1

ω(i−1)(k−1)ω(k−1)(j−1) =
n

∑

k=1

ω(k−1)(i+j−2) =
n

∑

k=1

(ωi+j−2)k−1 =
1− (ωi+j−2)n

1− ωi+j−2

Ainsi on a aij = n si i+ j = n+ 2 et aij = 0 sinon. Soit une matri
e de la forme :

M2 =

















n 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 n
0 0 0 · · · n 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 n · · · 0 0
0 n 0 · · · 0 0

















On e�e
tue une permutation σ sur les 
olonnes de façon à avoir nIn, et don
 :

Det(M2) = ǫ(σ)Det(nIn) = ǫ(σ)nn

b) Cal
ulons la première ligne du produit AM = (cij) :
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c11 = a0 + a1 + a2 + · · ·+ an−1 = S0

c12 = a0 + a1ω + a2ω
2 + · · ·+ an−1ω

n−1 = S1

Ainsi de suite on a L1 = [S0, S1, S2, · · · , Sn−1].

La deuxième ligne maintenant :

c21 = an−1 + a0 + a1 + · · ·+ an−2 = S0 (∀i ∈ [1, n], ci1 = S0)

c22 = an−1 + a0ω + a1ω
2 + · · · an−2ω

n−1 = ω(a0 + a1ω + · · ·an−1ω
n−1) = ωS1

On utilise i
i le fait que ωn = 1.

En réitérant le pro
édé on obtient la matri
e produit suivante :

AM =













S0 S1 S2 · · · Sn−1

S0 ωS1 ω2S2 · · · ωn−1Sn−1

S0 ω2S1 ω4S2 · · · ω2(n−1)Sn−1

· · · · · · · · · · · · · · ·
S0 ωn−1S1 ω2(n−1)S2 · · · ω(n−1)(n−1)Sn−1













On utilise la sommes des termes des suites géométriques de raison ωi
, on obtient 
omme en a. :

MAM =

















nS0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 nSn−1

0 0 0 · · · nSn−2 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 nS2 · · · 0 0
0 nS1 0 · · · 0 0

















On réapplique la même permutation σ pour avoir une matri
e diagonale, et alors :

Det(MAM) = ǫ(σ)nnS0S1...Sn−1

Or Det(MAM) = Det(M)2Det(A) = Det(M2)Det(A) et on en déduit :

Det(A) =

n−1
∑

k=0

Sk
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Exer
i
e 3

1�) Traitons un 
as plus général, soit x1, x2, x3 les ra
ines 
omplexes de l'équation :

x3 + px+ q = 0

Posons S = x4
1 + x4

2 + x4
3, ainsi après quelques transformations on obtient :

S = ((x1+x2+x3)
2−2(x1x2+x1x3+x2x3))

2−2(x1x2+x1x3+x2x3)
2+4x1x2x3(x1+x2+x3)

Les fon
tions symétriques élémentaires permettent d'é
rire :

S = (σ2
1 − 2σ2)

2 − 2σ2
2 + 4σ3σ1

ave








σ1 = 0
σ2 = p
σ3 = −q

On en déduit :

S = 2p2

Don
 dans le 
as parti
ulier de l'équation x3 + x− 1 = 0 on a S = 2.

2�) De nouveau attardons nous au 
as général où :

P (x) = ax4 + bx3 + cx2 + bx+ a

On 
her
he à fa
toriser P don
 à déterminer ses ra
ines :

ax4 + bx3 + cx2 + bx+ a = 0 ⇒ x2

(

ax2 + bx+ c+
b

x
+

a

x2

)

= 0

Puisque x = 0 n'est pas solution on simpli�e par x2
et on obtient :

a

(

x2 +
1

x2

)

+ b

(

x+
1

x

)

+ c = 0

Posons alors y = x+ 1
x
et remarquons que :

y2 − 2 =

(

x+
1

x

)2

− 2 = x2 +
1

x2

On se ramène don
 à l'équation :

ay2 + by + c− 2a = 0

Reprenons alors l'exer
i
e où :

P (X) = X4 − 2(cos a+ cos b)X3 + 2(1 + 2 cos a cos b)X2 − 2(cos a+ cos b)X + 1

En e�e
tue de même le 
hangement de variable Y = X + 1
X
et on se ramène à :
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Y 2 − 2(cos a + cos b)Y + 2(1 + 2 cos a cos b)− 2 = Y 2 − 2(cos a + cos b) + 4 cos a cos b

= (Y − (cos a+ cos b))2 − cos2 a− cos2 b+ 2 cos a cos b

= (Y − (cos a+ cos b))2 − (cos a− cos b)2

= (Y − 2 cos a)(Y − 2 cos b)

Puis en rétablissant la variable initiale et en remettant X2
en fa
teur on aboutit à :

P (X) = (X2 − 2 cos aX + 1)(X2 − 2 cos bX + 1)

3�) Soit a /∈ πZ, on souhaite fa
toriser dans R[X ] le polyn�me :

P (X) = Xn +

(

n

1

)

Xn−1 cos(a) +

(

n

2

)

Xn−2 cos(2a) + ... + cos(na)

On peut remarquer que :

2P (X) = (X + eia)n + (X + e−ia)n

Cher
hons alors les ra
ines de P :

P (X) = 0 ⇐⇒

(

X + eia

X + e−ia

)n

= −1

Les ra
ines nième de -1 sont de la forme exp
(

i(2k+1)π
n

)

.

Posons θ = (2k+1)π
n

on doit alors résoudre :

X + eia

X + e−ia
= eiθ

On isole sans di�
ulté :

X =
ei(θ−a) − eia

1− eiθ

Puis en mettant la moitié en fa
teur, on obtient après simpli�
ations :

X =
sin

(

a− θ
2

)

sin
(

θ
2

)

Don
 toutes les ra
ines de P sont réelles.

On en déduit la fa
torisation de P suivante :

P (X) =
n−1
∏

k=0



X −
sin

(

a− (2k+1)π
2n

)

sin
(

(2k+1)π
2n

)





6
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Problème

Énon
é :

Soit φ l'appli
ation qui à un polyn�me P réel fait 
orrespondre le polyn�me φ(P ) dé�ni par :

φ(P )(X) = P (X + 1) + P (X)

1�) Soit (P1, P2) ∈ R[X ]2 et µ1 ∈ R, on a :

φ(µ1P1 + P2)(X) = (µ1P1 + P2)(X + 1) + (µ1P1 + P2)(X)
= µ1P1(X + 1) + P2(X + 1) + µ1P1(X) + P2(X)
= µ1(P1(X + 1) + P1(X)) + (P2(X + 1) + P2(X))
= µ1φ(P1)(X) + φ(P2)(X)

Don
 φ un endomorphisme de R[X ].

2�a) Soit λ0 une valeur propre de φ, il existe P 6= 0 tel que :

φ(P )(X) = λ0P (X) ⇐⇒ P (X + 1) + P (X) = λ0P (X) ⇐⇒ P (X + 1) = (λ0 − 1)P (X)

On a λ0 6= 1 sinon P serait nul, ex
lu.

On raisonne sur le 
oe�
ient dominant an :

an(X + 1)n = (λ0 − 1)anX
n

On développe ave
 le bin�me de Newton et on identi�e, il vient :

λ0 − 1 = 1 =⇒ λ0 = 2

Sinon an serait nul et on appliquerait la même méthode aux termes restants.

Don
 λ0 = 2 est l'unique valeur propre de φ.

b) Soit l'ensemble :

E = {P ∈ R[X ], φ(P ) = 2P}

• Soit (P1, P2) ∈ R[X ]2 et (λ1, λ2) ∈ R
2
on a puisque φ est un endomorphisme :

φ(λ1P1 + λ2P2) = λ1φ(P1) + λ2φ(P2)
= λ12P1 + λ22P2

= 2(λ1P1 + λ2P2)

E est stable par 
ombinaisons linéaires et 
ontient le polyn�me nul, don
 E un sous-espa
e

ve
toriel de R[X ]. Et 
e
i est vrai pour toute valeur propre, Eλk
est appelé sous-espa
e propre

7
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asso
ié à λk.

• Soit P ∈ E, on a :

P (X+1)+P (X) = 2P (X) ⇔ P (X+1) = P (X) ⇔ an(X+1)n+...+a1(X+1)+a0 = anX
n+...+a1X+a0

En développant ave
 le bin�me de Newton et en identi�ant on obtient su

essivement :

an = an−1 = ... = a2 = a1 = 0

Don
 P est 
onstant, E est alors l'ensemble des polyn�mes 
onstant.

3�) Supposons qu'il existe P ∈ R[X ] tel que :

φ(P ) = 0 =⇒ P (X+1) = −P (X) =⇒ an(X+1)n+...+a1(X+1)+a0 = −anX
n−...−a1X−a0

Et de nouveau par identi�
ation on en déduit :

an = an−1 = ... = a1 = a0 = 0

Par suite P est nul est don
 :

Ker(φ) = {0}

4�) • Soit P ∈ Rn[X ] on a 
lairement deg(P (X + 1)) ≤ n et don
 par somme :

deg(P (X + 1) + P (X)) ≤ n =⇒ φ(P ) ∈ Rn[X ]

Don
 l'espa
e ve
toriel Rn[X ] est stable par φ.

• φ est inje
tive 
ar son noyau est réduit à 0, don
 φn : Rn[X ] → Rn[X ] également.

Par ailleurs étant en dimension �nie φn est surje
tive 
ar inje
tive.

Don
 φn est bije
tive.

5�) On se donne un polyn�me P de degré n, il appartient à Rn[X ] et φn réalise une bije
tion

de Rn[X ] dans lui-même. Ce
i étant valable pour tout n, φ est un automorphisme de R[X ].

6�) Soit P un polyn�me de degré n quel
onque, il s'é
rit :

P (X) = a0 +
n

∑

k=1

akX
k = a0 +X

n
∑

k=1

akX
k−1

De plus il est 
lair E ∩XR[X ] = {0} don
 :

R[X ] = E
⊕

XR[X ]

8
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7�a) Soit f = φ− 2Id restreinte à XR[X ] on a :

f(P )(X) = 0 ⇐⇒ φ(P )(X) = 2P (X) ⇐⇒ P (X + 1) = P (X)

Étant donné qu'on a démontré que les P véri�ant 
ette égalité sont 
onstants, on en déduit

d'après la restri
tion que P = 0 et don
 que f est inje
tive 
ar Ker(f) = {0}.

b) Il semble y avoir une erreur d'énon
é, en e�et 
onsidérons P (X) = X2
.

On a bien P ∈ XR1[X ] mais :

φ(P )(X)− 2P (X) = (X + 1)2 +X2 − 2X2 = 2X + 1

Et φ(P ) /∈ XR1[X ].

En revan
he on a φ qui est à valeur dans Rn−1[X ] 
ar :

φ(P )(X)− 2P (X) = P (X + 1)− P (X)

Ainsi le terme de plus haut degré est éliminé.

De plus le noyau de φ est de dimension 1, don
 d'après le théorème du rang :

rg(φ) = n = dim(Rn−1[X ])

Son image est bien Rn−1[X ].


) Posons ∆(P ) = P (X + 1)− P (X), par linéarité de ∆ on a :

∆(P ) = an∆(Xn) + ...+ a1∆(X) + a0

Or deg∆(Xn−1)...deg∆(X) ≤ n− 1 et deg∆(Xn) = n− 1 don
 :

deg∆(P ) = n− 1 = deg(P )− 1

8�) Supposons le polyn�me Un−1 ainsi dé�ni, d'après 4)b il existe des polyn�mes P tels que

φ(P ) = Un−1 et de tels polyn�mes di�èrent d'une 
onstante, il y en a don
 un seul qui s'annule

en 0.

Don
 par ré
urren
e il existe une suite de polyn�mes (Un)n∈N véri�ant :







U0 = 1
∀n > 0, Un(0) = 0
Un(X + 1) = Un(X) + Un−1(X)

D'après 4)
 on a :

deg(Un) = 1 + deg(Un−1) = ... = n+ deg(U0) = n

9
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Puis on remarque en faisant la di�éren
e que :

Un−1(X) = nanX
n−1 + ...

Supposons que ∀0 ≤ k ≤ n− 1 le 
oe�
ient dominant de Uk soit ak = 1
k!
.

D'après l'égalité pré
édente on a :

an =
an−1

n
=

1

n(n− 1)!
=

1

n!

Par ré
urren
e on a montré que le 
oe�
ient dominant de Un est an = 1
n!
.

9�) Soit n et p deux entiers naturels tels que p < n.

∀n ∈ N, Un(1) = Un(0) + Un−1(0) = 0
Un(2) = Un(1) + Un−1(1) = 0

Par ré
urren
e on a :

∀p < n, Un(p) = 0

On en déduit :

Un(X) =
X(X − 1)...(X − n + 1)

n!

10�) La famille de polyn�mes (Un)n∈N est telles que deg(Un) = n pour tout n par 
onséquent


'est une base de R[X ] de degrés é
helonnés.

Don
 tout polyn�me de R[X ] s'é
rit de manière unique 
omme 
ombinaison linéaire des (Un).

11�) Cal
ulons φ(Uk) pour 0 ≤ k ≤ n :

φ(Uk)(X) = Uk(X + 1) + Uk(X)

= (X+1)X...(X−k+2)
k!

+ X(X−1)...(X−k+1)
k!

= X(X−1)...(X−k+2)[(X+1)+(X−k+1)]
k!

= X(X−1)...(X−k+2)(2X+2−k)
k!
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