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Exer
i
e

Partie II

1. a) Soit π un élément d'un groupe multipli
atif G, e un entier relatif et α = πe
.

On 
onsidère l'appli
ation :

fα : Z×G −→ G2

(k, τ) 7→ (πk, ταk)

On 
her
he à exhiber une fon
tion ϕe de G2
dans G ne dépendant que de e et véri�ant :

∀(k, τ) ∈ Z×G, τ = ϕe ◦ fα(k, τ)

L'appli
ation suivante 
onvient :

ϕe : G2 −→ G

(a, b) 7→ ba−e

En e�et :

∀(k, τ) ∈ Z×G, ϕe ◦ fα(k, τ) = ϕe(π
k, ταk) = ταk(πk)−e = τπkeπ−ke = τ

b) Les membres d'une asso
iation souhaitent pouvoir transmettre à un individu A, un message

dé
omposé en parties telles que 
ha
une puisse être représentée par un élément τi du groupe

et un entier ki 
hoisit. Seul A 
onnaît l'entier e et il reçoit de la part de l'auteur les 
ouples :

fα(ki, τi) = (λi, µi)

Pour pouvoir dé
rypter les parties et don
 le message (
'est-à-dire prendre 
onnaissan
e des

τi) il su�ra à A d'appliquer ϕe à 
haque 
ouple reçu dans la mesure où :

ϕe(λi, µi) = ϕe ◦ fα(ki, τi) = τi

2. F29 est un 
orps, don
 F⋆
29 est un groupe pour la loi . d'ordre 29− 1 = 28.

Par voies de 
onséquen
e :
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∀λ ∈ F
⋆
29, λ

28 = 1 ⇔ λ17.λ11 = 1 ⇔ λ17 = λ−11

On 
onje
ture alors que e = 11. Véri�ons le sa
hant que π = 2 et α = 18, on a bien :

πe = 211 = 2048 = 70× 29 + 18 = 18 = α

b) On donne la suite des 
ouples (λi, µi) suivante :

(16, 17), (18, 24), (28, 22), (17, 21), (23, 23), (24, 8)

Dé
ryptons 
e message en 
her
hant les parties-
i :

τi = ϕe(λi, µi) = µi.λ
−11
i = µi.λ

17
i

A partir du tableau on a :

ϕe(16, 17) = 17× 1617 = 17× 7 = 4× 29 + 3 = 3
ϕe(18, 24) = 24× 1817 = 24× 26 = 21× 29 + 15 = 15
ϕe(28, 22) = 22× 2817 = 22× 28 = 21× 29 + 7 = 7
ϕe(17, 21) = 21× 1717 = 21× 17 = 12× 29 + 9 = 9
ϕe(23, 23) = 23× 2317 = 23× 16 = 12× 29 + 20 = 20
ϕe(24, 8) = 8× 2417 = 8× 20 = 5× 29 + 15 = 15

En�n d'après la 
orrespondan
e entre les entiers (1, 2, ..., 27, 28) modulo 29 et le 28-uplet

(A,B, ..., Z,′′ , .) le message dé
rypté est :

COGITO

Problème

I. L'étude d'un exemple

1. Soit A une matri
e quel
onque de M2(R) don
 de la forme A =

(
a b

c d

)

.

Cal
ulons A2
:

A2 =

(
a b

c d

)(
a b

c d

)

=

(
a2 + bc ab+ bd

ac+ dc cb+ d2

)

Par ailleurs Det(A) = ad− bc et Tr(A) = a+ d d'où :
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A2 − Tr(A)A+Det(A)I2 =

(
a2 + bc ab+ bd

ac+ dc d2

)

− (a+ d)

(
a b

c d

)

+ (ad− bc)

(
1 0
0 1

)

=

(
a2 + bc− (a+ d)a+ (ad− bc) ab+ bd− (a+ d)b

ac+ dc− (a+ d)c d2 − (a+ d)d+ (ad− bc)

)

=

(
0 0
0 0

)

Don
 :

A2 − Tr(A)A +Det(A)I2 = 0 (∗)

2. Soit A une matri
e non s
alaire ; on note A l'ensemble :

A =
{
M ∈ M2(R)|∃(a, b) ∈ R

2,M = aI2 + bA
}

L'ensemble A est le sous-espa
e ve
toriel de M2(R) engendré par I2 et A.

La famille (I2, A) est libre 
ar aI2 est une matri
e s
alaire et bA ne l'est pas par hypothèse.

Don
 (I2, A) est une base de A don
 :

Dim(A) = 2

Considérons deux matri
es M et M ′
de A et 
al
ulons leur produit :

MM ′ = (aI2 + bA)(a′I2 + b′A) = aa′I2 + ab′A+ ba′A+ bb′A2

Et 
omme A2 = Tr(A)A− Det(A)I2 en reportant on a :

MM ′ = (aa′ − bb′Det(A))I2 + (ab′ + ba′ + bb′Tr(A))A ∈ A

Don
 A est une sous-algèbre de M2.

3. Soit B ∈ A i.e B = aI2 + bA qui véri�e B2 = −I2.

Remarquons que b 6= 0 
ar sinon on aurait B = aI2 ⇒ B2 = a2I2 = −I2 absurde 
ar a ∈ R.

B2 = (aI2 + bA)2

= a2I2 + 2abA + b2A2

= a2I2 + 2abA + b2(Tr(A)A− Det(A)I2)
= (a2 − b2Det(A))I2 + (2ab+ b2Tr(A))A

Puisque B2 = −I2 on a le système :
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{
a2 − b2Det(A) = −1
2ab+ b2Tr(A) = 0

⇔

{
a2 − b2Det(A) = −1

a = − bTr(A)
2

⇔

{
b2(Tr(A)2 − 4Det(A)) = −4

a = − bTr(A)
2

Puisque b2 > 0 il faut don
 que : Tr(A)2 < 4Det(A)

Ré
iproquement si Tr(A)2 < 4Det(A) alors la matri
e suivante véri�e B2 = −I2 :

B =

(

−
Tr(A)

√

4Det(A)− Tr(A)2

)

I2 +

(

2
√

4Det(A)− Tr(A)2

)

A

4. La famille (I2, B) est libre puisque B n'est pas une matri
e s
alaire d'après (∗).

Puisque Dim (Ve
t {I2, B}) = 2 et Dim(A) = 2 alors (I2, B) est une base de A.

Considérons l'isomorphisme d'espa
e ve
toriel dé�ni de A vers C par f(I2, B) = (1, i).

La bije
tivité vient du fait que l'image de la base (I2, B) de A est la base (1, i) de C.

Ainsi on a bien f(I2) = 1C et soit (M,M ′) ∈ A
2
on a :

MM ′ = (aI2 + bB)(a′I2 + b′B)
= aa′I2 + ab′B + ba′B + bb′B2

= (aa′ − bb′)I2 + (ab′ + ba′)B

D'où :

f(MM ′) = (aa′ − bb′)f(I2) + (ab′ + ba′)f(B)
= (aa′ − bb′) + i(ab′ + ba′)
= (a+ ib)(a′ + ib′)
= f(M)f(M ′)

Par 
onséquent f est un isomorphisme d'algèbre entre A et le 
orps C des 
omplexes.

5. Nous avons vu que si M = aI2 + bA alors M2 = (a2 − b2Det(A))I2 + (2ab+ b2Tr(A))A.

M2 = 0 =⇒

{
a2 − b2Det(A) = 0
2ab+ b2Tr(A) = 0

Don
 soit a = 0 et b = 0 soit :

{

a = − bTr(A)
2(

Tr(A)2

4
− Det(A)

)

b2 = 0

Don
 les matri
es M =
(

− bTr(A)
2

)

I2 + bA véri�ent M2 = 0 sans être nulles.

Supposons qu'une matri
e M non nulle soit inversible et véri�e M2 = 0 alors :

M−1(M.M) = M−1.0 ⇒ (M−1.M)M = 0 ⇒ I2.M = 0 ⇒ M = 0
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Absurde par hypothèse, don
 on en déduit que toutes les matri
es M non nulles de A ne sont

pas inversibles et don
 que A n'est pas un 
orps.

6. Soit B une matri
e non s
alaire de M2(R). On lui asso
ie l'algèbre B.

Si A et B sont semblables alors il existe une matri
e inversible P ∈ M2(R) telle que :

B = P−1AP

B est non s
alaire, par suite A non plus et don
 (I2, A) est une base de A.

Soit alors ϕ dé�nie de A dans B par ϕ(I2, A) = (I2, B).

ϕ transforme une base de A en une base de B don
 est une bije
tion. Et soit M ∈ A on a :

ϕ(M) = ϕ(aI2 + bA) = aϕ(I2) + bϕ(A) = aI2 + b(P−1AP ) = P−1(aI2 + bA)P = P−1MP

Si (M,M ′) ∈ A2
on a MM ′ ∈ A et :

ϕ(MM ′) = P−1MM ′P = P−1MPP−1M ′P = ϕ(M)ϕ(M ′)

Ainsi ϕ est un isomorphisme d'algèbre, don
 A et B sont isomorphes.

7. On suppose que A est telle que Tr(A)2 > 4Det(A).

λ ∈ R est dite valeur propre de A s'il existe X ∈ Rn − {0} tel que AX = λX .

X est alors un ve
teur propre de A asso
ié à la valeur propre λ.

a) On a AX = λX ⇔ (λI2 − A)X = 0 et puisque X 6= 0 alors (λI2 −A) n'est pas inversible.

D'où Det(λI2 −A) = 0 don
 les valeurs propres sont ra
ines du polyn�me Det(XI2 − A).

Or il se trouve que : Det(XI2 − A) = X2 − Tr(A)X +Det(A).

Et puisque ∆ = Tr(A)2 − 4Det(A) > 0 alors le polyn�me possède deux ra
ines distin
tes.

Don
 A possède deux valeurs propres.

b) Notons λ et λ′
les valeurs propres de A et X , X ′

les ve
teurs propres asso
iés.

Soit (µ, µ′) ∈ R2
tels que µ.X + µ′X ′ = 0 et f l'endomorphisme asso
ié à A, alors :

µ.f(X) + µ′.f(X ′) = 0 ⇔ µ.λ.X + µ′.λ′.X ′ = 0

Or µ.X = −µ′.X ′
d'où : −λ.µ′.X ′ + µ′.λ′.X ′ = 0 ⇔ µ′.X ′(λ′ − λ) = 0.
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Et puisque les valeurs propres sont distin
tes et X ′ 6= 0 il vient µ′ = 0, de même µ = 0.

Don
 la famille (X,X ′) est libre et puisque de dimension 2 est une base de R2
.


) Dans la base (X,X ′) on a f(X) = λ.X + 0.X ′
et f(X ′) = 0.X + λ′.X ′

don
 :

M(f) =

(
λ 0
0 λ′

)

d) A est isomorphe à B où B = Ve
t(I2, B) et B matri
e diagonale semblable à A.

Soit D l'algèbre des matri
es diagonales d'ordre 2 à 
oe�
ient dans R on a :

Dim(D) = Dim(B) = 2 et B ⊂ D =⇒ B = D

e) Notons φ un isomorphisme de A dans D.

Notons également E11 et E22 les matri
es élémentaires qui forment une base de D.

On a (φ−1(E11), φ
−1(E22)) 6= (0, 0) et φ−1(E11) ◦ φ

−1(E22) = φ−1(E11E22) = 0.

Don
 φ−1(E11) et φ
−1(E22) ne sont pas inversibles, don
 A n'est pas un 
orps.

II. Quelques résultats généraux

Soit D une algèbre de dimension �nie n.

1. Soit a un élément de D et φa l'appli
ation dé�nie par :

φa : D −→ D

x 7→ ax

Soit (x, y) ∈ D2
et λ ∈ R on a :

φa(λx+ y) = a(λx + y) = λ(ax) + ay = λφa(x) + φa(y)

Don
 φa est un endomorphisme de l'espa
e ve
toriel D.

2. On note B une base de D.

MatB(φa) désigne la matri
e de l'endomorphisme φa dans la base B.

Soit l'appli
ation :

Ψ : D −→ Mn(R)
a 7→ MatB(φa)

Dé
omposons là en deux autres appli
ations :

Ψ : D
φ

−→ L(D)
ϕ

−→ Mn(R)
a 7→ φa 7→ MatB(φa)
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D'une part on a :

φλa+µb = λφa + µφb

Et d'autre part :

φab = φa ◦ φb

Ave
 φ(1D) = φ1D neutre de L(D). Don
 φ est un morphisme de l'algèbre D sur L(D).

D'après le 
ours les algèbres L(D) et Mn(R) sont isomorphes.

Don
 par 
omposition Ψ est un morphisme d'algèbre. Montrons que son noyau est réduit à 0 :

Soit a tel que Ψ(a) = 0 i.e MB(φa) = 0 ⇒ φa = 0.

L'appli
ation φa est identiquement nulle don
 en parti
ulier on a φa(1D) = a = 0

Don
 Ker(Ψ) = {0D} et on en déduit que Ψ est inje
tive.

Ainsi par morphisme Ψ(D) est une sous-algèbre de Mn(R) et don
 D est isomorphe à Ψ(D).

3. On 
onsidère que D = C 
orps des 
omplexes.

On munit C, 
onsidéré 
omme R-espa
e ve
toriel, de la base B = (1, i).

Soit z = a+ ib ave
 (a, b) ∈ R2
, on a :

φz(1) = z × 1 = a+ ib et φz(i) = z × i = (a+ ib)× i = −b+ ia

D'où :

MatB(φz) =

φz(1) φz(i)( )
a −b 1
b a i

4. Soit maintenant A une sous-algèbre de Mn(R).

On s'intéresse à quelques 
as où on peut a�rmer que A est, ou n'est pas, un 
orps.

(a) On suppose que A 
ontient une matri
e non s
alaire A qui a une valeur propre réelle λ.

Puisque (A, In) ∈ A2
alors A− λIn ∈ A par 
ombinaison linéaire.

Or on a vu dans la première partie que A− λIn est non nulle et non inversible.

Don
 A n'est pas un 
orps.

(b) Traitons simultanément les 
as où A est diagonalisable ou trigonalisable.
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Soit l'élément a11 = λ de D , D représente la matri
e diagonale ou triangulaire semblable :

A− λIn = PDP−1 − λPP−1 = P (D − λIn)P
−1

Ainsi :

Det(A− λIn) = Det(P (D − λIn)P
−1) = Det(P )Det(D − λIn)Det(P

−1) = Det(D − λIn)

Or l'élément b11 de D − λIn est nul et par suite Det(D − λIn) = 0.

Le déterminant d'une matri
e diagonale ou trigonale égal le produit des éléments diagonaux.

Don
 :

Det(A− λIn) = 0

La matri
e A− λIn ∈ A est non inversible et don
 A n'est pas un 
orps.

(
) On suppose que A est intègre, soit A une matri
e non nulle.

L'appli
ation φa est un endomorphisme de A d'après 1. et de plus :

AX = 0 =⇒ X = 0 
ar A intègre et A 6= 0

Don
 Ker(φa) = {0A} implique φa inje
tive. Puis on utilise la formule du rang :

Dim(A) = Dim(Kerφa)
︸ ︷︷ ︸

=0

+Dim(Imφa) et Imφa ⊂ A ⇒ Imφa = A

Et don
 φa est surje
tive. C'est un isomorphisme de A.

De là on en déduit qu'il existe une matri
e M ∈ A telle que :

φa(M) = In ⇔ AM = In

Don
 A est inversible, et 
'est le 
as pour toutes les matri
es de A.

Don
 A est un 
orps.

III. L'algèbre des quaternions

On suppose qu'il existe deux matri
es A et B de Mn(R) telles que :

A2 = −In B2 = −In AB +BA = 0 (∗)

1. On a A2 = −In don
 par morphisme :

Det(A2) = Det(−In) ⇔ Det(A)2 = (−1)n

Et don
 n est né
essairement pair.
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2. Considérons l'ensemble suivant :

H =
{
M ∈ Mn(R), ∃(t, x, y, z) ∈ R

4,M = tIn + xA + yB + zAB
}

H est 
lairement un sous-espa
e ve
toriel de Mn(R), en e�et :

Soit (λ, µ) ∈ R2
et (M,M ′) ∈ H2

on a :

λM + µM ′ = (λt + µt′)In + (λx+ µx′)A+ (λy + µy′)B + (λz + µz′)

Par ailleurs :

MM ′ = (tIn + xA + yB + zAB)(t′In + x′A + y′B + z′AB)

= (tt′In + tx′A + ty′B + tz′AB) + (xt′A+ xx′A2 + xy′AB + xz′A2B)

+ (yt′B + yx′BA + yy′B2 + yz′BAB) + (zt′AB + zx′ABA+ zy′AB2 + zz′(AB)2)

Or telles que sont dé�nies A et B on a :

BAB = −(−BA)B = −(AB)B = −AB2 = −A(−In) = A

ABA = −A(−BA) = −A(AB) = −A2B = −(−In)B = B

(AB)2 = (AB)(AB) = A(BA)B = −A(AB)B = −A2B2 = −In

Il vient alors :

MM ′ = (tt′−xx′−yy′−zz′)In+(tx′+xt′+yz′−zy′)A+(ty′−xz′+yt′+zx′)B+(tz′+xy′−yx′+zt′)AB

Et puisque In ∈ H alors H est une sous-algèbre de Mn(R).

3. En prenant t′ = t, x′ = −x, y′ = −y et z′ = −z on a dire
tement :

(tIn + xA + yB + zAB)(tIn − xA− yB − zAB) = (t2 + x2 + y2 + z2)In (⋆)

4. (a) Considérons la relation linéaire tIn + xA + yB + zAB = 0, on a alors d'après (⋆) :

(tIn + xA + yB + zAB)(tIn − xA− yB − zAB) = 0 =⇒ (t2 + x2 + y2 + z2)In = 0

Et 
omme In 6= 0 :

t2 + x2 + y2 + z2 = 0 =⇒ t = x = y = z = 0

Don
 la famille (In, A, B,AB) est libre et forme don
 une base de H.

(b) Si M = aIn + xA+ yB + zAB ∈ H alors d'après (⋆) on a :

M−1 =
1

t2 + x2 + y2 + z2
(tIn − xA− yB − zAB) ∈ H
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Ce
i étant véri�é pour toute matri
e on en 
on
lut que H est un 
orps.

5. On suppose dans toute la suite du problème que n = 4.

En notant J la matri
e J =

(
0 −1
1 0

)

et 0 la matri
e nulle de M2(R) on dé�nit :

A =

(
J 0
0 −J

)

B =

(
0 −I2
I2 0

)

On pose également C = AB.

(a) On 
al
ule fa
ilement :

J2 =

(
0 −1
1 0

)(
0 −1
1 0

)

=

(
−I2 0
0 −I2

)

B2 =

(
0 −I2
I2 0

)(
0 −I2
I2 0

)

=

(
−I2 0
0 −I2

)

= −I4

A2 =

(
J 0
0 −J

)(
J 0
0 −J

)

=

(
J2 0
0 J2

)

= −I4

AB +BA =

(
0 −J

−J 0

)

+

(
0 J

J 0

)

= 0

Don
 les matri
es A et B satisfont la 
ondition (∗).

On appelera don
 H le sous-espa
e ve
toriel de M4(R) engendré par I4, A, B et C.

Ses éléments sont appelés quaternions et la base (I4, A, B, C) de H sera notée B.

(b) Soit M une matri
e non nulle de H, elle s'é
rit dans la base B :

M = tI4 + xA + yB + zC

Or les matri
es A, B et C sont antisymétrique et on sait que pour une telle matri
e X :

tX = −X

Don
 :

tM = tI4 − xA− yB − zC ∈ H

Mais alors on remarque que :

M tM = (tI4 + xA+ yB + zC)(tI4 − xA− yB − zC) = (t2 + x2 + y2 + z2)I4

On a vu pré
édemment que :

M−1 =
1

t2 + x2 + y2 + z2
(tI4 − xA− yB − zC) =

tM

t2 + x2 + y2 + z2
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On sait de sur
roît que Det(M) = Det(tM) don
 :

Det(M)2 = Det((t2 + x2 + y2 + z2)I4) = (t2 + x2 + y2 + z2)4

Et �nalement :

M−1 =
tM

√

Det(M)
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