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Problème

Énon
é :

Dans tout 
e problème, R désigne l'ensemble des réels.

Soit E un R-espa
e ve
toriel de dimension 4, et soit B = (e1, e2, e3, e4) une base de E.

On 
onsidère les ve
teurs :

f1 = e1 + e2 − e3 + e4
f2 = e1 + e3
f3 = −e1 + e2 + e3 + e4
f4 = e2 − e4

Soit s l'endomorphisme de E ayant pour matri
e dans la base B :

S =
1

2









1 1 1 1
1 −1 −1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1









1. Commençons par montrer que la famille (f1, f2, f3, f4) est une base de E :

Soit (λ1, λ2, λ3, λ4) ∈ R
4
tels que :

λ1f1 + λ2f2 + λ3f3 + λ4f4 = 0

En remplaçant les fi par leur expression on a :

(λ1 + λ2 − λ3)e1 + (λ2 + λ3 + λ4)e2 + (−λ1 + λ2 + λ3)e3 + (λ1 + λ3 − λ4)e4 = 0

Puisque la famille B est libre, on a à résoudre le système suivant :















λ1 + λ2 − λ3 = 0
λ2 + λ3 + λ4 = 0
−λ1 + λ2 + λ3 = 0
λ1 + λ3 − λ4 = 0
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En additionant la première et la troisième équation on a dire
tement λ2 = 0 et ensuite on

trouve sans mal :

λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 0

Posons F = V ect(f1, f2) et G = V ect(f3, f4).

Soit x ∈ F ∩G alors x = λ1f1 + λ2f2 et x = λ3f3 + λ4f4 d'où :

λ1f1 + λ2f2 − λ3f3 − λ4f4 = 0

Ce qui nous amène à résoudre le système :















λ1 + λ2 + λ3 = 0
λ1 − λ3 − λ4 = 0
−λ1 + λ2 − λ3 = 0
λ1 − λ3 + λ4 = 0

Et on trouve que tous les λi sont nuls don
 F ∩G = {0}.

On peut alors é
rire :

E = F
⊕

G

On utilise alors la matri
e S, on a :

s(e1) =
1
2
(e1 + e2 + e3 + e4)

s(e2) =
1
2
(e1 − e2 − e3 + e4)

s(e3) =
1
2
(e1 − e2 + e3 − e4)

s(e4) =
1
2
(e1 + e2 − e3 − e4)

Puisque s est un endomorphisme :

s(f1) = s(e1 + e2 − e3 + e4)
= s(e1) + s(e2)− s(e3) + s(e4)
= e1 + e2 − e3 + e4
= f1

On véri�e de même que s(f2) = f2, s(f3) = −f3 et s(f4) = −f4.

Ainsi si on prend x1 ∈ F et x2 ∈ G on a :

s(x1 + x2) = s(x1) + s(x2)
= s(λ1f1 + λ2f2) + s(λ3f3 + λ4f4)
= λ1s(f1) + λ2s(f2) + λ3s(f3) + λ4s(f4)
= λ1f1 + λ2f2 − λ3f3 − λ4f4
= x1 − x2

Par 
onséquent s est la symétrie par rapport au plan F parallèlement au plan G.
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En�n étant donné qu'une symétrie est involutive on a s ◦ s = IdE d'où :

S−1 = S

2. Pour tout entier i 
ompris entre 1 et 4 on pose e′i = s(ei).

Soit B′ = (e′1, e
′
2, e

′
3, e

′
4). B

′
est l'image de B par s qui est un automorphisme de E.

Don
 B′
est une base de E.

3. Soient a et b deux réels et ua,b l'endomorphisme de E ayant pour matri
e dans la base B′
:

D(a, b) =









(a+ b)2 0 0 0
0 (a− b)2 0 0
0 0 a2 − b2 0
0 0 0 a2 − b2









a) D(a, b) est une matri
e 
arrée diagonale, ainsi si son inverse existe alors elle est égale à :

D(a, b)−1 =











1
(a+b)2

0 0 0

0 1
(a−b)2

0 0

0 0 1
a2−b2

0

0 0 0 1
a2−b2











Autrement dit l'inverse des éléments diagonaux doivent exister don
 il faut et il su�t qu'ils

soient non nuls. La 
ondition né
essaire et su�sante d'inversibilité est don
 :

a− b 6= 0 et a + b 6= 0

b) Supposons 
ette 
ondition remplie, et remarquons que :

D(a, b)D(a,−b) =









(a+ b)2 0 0 0
0 (a− b)2 0 0
0 0 a2 − b2 0
0 0 0 a2 − b2

















(a− b)2 0 0 0
0 (a+ b)2 0 0
0 0 a2 − b2 0
0 0 0 a2 − b2









=









(a2 − b2)2 0 0 0
0 (a2 − b2)2 0 0
0 0 (a2 − b2)2 0
0 0 0 (a2 − b2)2









= (a2 − b2)2I4

On en déduit :

D(a, b)−1 =
1

(a2 − b2)2
D(a,−b)
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4. Soit M(a, b) la matri
e de ua,b dans la base B.

On remarque que la matri
e de passage de B′
à B est la matri
e S don
 :

M(a, b) = SD(a, b)S

Cal
ulons 
e produit matri
iel :

SD(a, b) = 1
2









1 1 1 1
1 −1 −1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1

















(a+ b)2 0 0 0
0 (a− b)2 0 0
0 0 a2 − b2 0
0 0 0 a2 − b2









= 1
2









(a+ b)2 (a− b)2 a2 − b2 a2 − b2

(a+ b)2 −(a− b)2 −(a2 − b2) −(a2 − b2)
(a+ b)2 −(a− b)2 a2 − b2 −(a2 − b2)
(a+ b)2 (a− b)2 −(a2 − b2) −(a2 − b2)









Don
 :

SD(a, b)S =
1

4









(a+ b)2 (a− b)2 a2 − b2 a2 − b2

(a+ b)2 −(a− b)2 −(a2 − b2) −(a2 − b2)
(a+ b)2 −(a− b)2 a2 − b2 −(a2 − b2)
(a+ b)2 (a− b)2 −(a2 − b2) −(a2 − b2)

















1 1 1 1
1 −1 −1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1









Notons aij les 
oe�
ients de la matri
e 4SD(a, b)S, ainsi :

a11 = (a+ b)2 + (a− b)2 + (a2 − b2) + (a2 − b2) = 4a2

a12 = (a + b)2 − (a− b)2 − (a2 − b2) + (a2 − b2) = 4ab
a13 = (a + b)2 − (a− b)2 + (a2 − b2)− (a2 − b2) = 4ab
a14 = (a + b)2 + (a− b)2 − (a2 − b2)− (a2 − b2) = 4b2

En faisant de même pour les trois autres lignes on obtient :

M(a, b) =









a2 ab ab b2

ab a2 b2 ab
ab b2 a2 ab
b2 ab ab a2









5. a) Sous les mêmes 
onditions qu'à la question 3, M(a, b) est inversible et :

M(a, b)−1 = (SD(a, b)S)−1 = S−1D(a, b)−1S−1 =
1

(a2 − b2)2
SD(a,−b)S

On trouve alors d'après 
e qui pré
ède :

M(a, b)−1 =
1

(a2 − b2)2









a2 −ab −ab b2

−ab a2 b2 −ab
−ab b2 a2 −ab
b2 −ab −ab a2








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En posant A = a
a2−b2

et B = − b
a2−b2

, on a (A,B) ∈ R
2
et :

M(a, b) =









A2 AB AB B2

AB A2 B2 AB
AB B2 A2 AB
B2 AB AB A2









Ce qui montre que M(a, b)−1 ∈ L.

b) Si on e�e
tue le produit M(a, b) ×M(a′, b′) en simpli�ant on obtient :









(aa′ + bb′)2 (aa′ + bb′)(ab′ + a′b) (aa′ + bb′)(ab′ + a′b) (ab′ + a′b)2

(aa′ + bb′)(ab′ + a′b) (aa′ + bb′)2 (ab′ + a′b)2 (aa′ + bb′)(ab′ + a′b)
(aa′ + bb′)(ab′ + a′b) (ab′ + a′b)2 (aa′ + bb′)2 (aa′ + bb′)(ab′ + a′b)

(ab′ + a′b)2 (aa′ + bb′)(ab′ + a′b) (aa′ + bb′)(ab′ + a′b) (aa′ + bb′)2









Si on pose a′′ = aa′ + bb′ et b′′ = ab′ + a′b on voit alors que :

M(a, b) ×M(a′, b′) = M(a′′, b′′)

6. On pose N(t) = M(ch(t), sh(t)) et on note L′
l'ensemble des matri
es N(t) quand t dé
rit R.

Signalons que les matri
es N(t) sont inversibles puisque :

∀t ∈ R, ch(t)− sh(t) 6= 0 et ch(t) + sh(t) 6= 0

(Les fon
tions t 7→ ch(t)− sh(t) et t 7→ ch(t) + sh(t) ne s'annulent en au
un point).

Ainsi L′ ⊂ GL4(R) montrons alors que (L′,×) est un sous-groupe de GL4(R) :

D'après 5)b on a M(ch(t), sh(t))×M(ch(t′), sh(t′)) = M(a′′, b′′) ave
 :

a′′ = ch(t)ch(t′) + sh(t)sh(t′) = ch(t + t′)
b′′ = ch(t)sh(t′) + ch(t′)sh(t) = sh(t + t′)

On pose t′′ = t+ t′ ∈ R et on a alors :

M(ch(t), sh(t))×M(ch(t′), sh(t′)) = M(ch(t′′), sh(t′′)) ∈ L′

Don
 les éléments de L′
sont stables par multipli
ation.

Par ailleurs on a vu que M(a, b)−1 = M(A,B) ave
 A = a
a2−b2

et B = − b
a2−b2

.

Puisque ch2(t)− sh2(t) = 1 et que 
es fon
tions sont respe
tivement paire et impaire :

M(ch(t), sh(t))−1 = M(ch(−t), sh(−t)) ∈ L′
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On a don
 démontré que L′
est un sous-groupe de GL4(R) qui est 
lairement 
ommutatif.

Au passage on a également démontré que :

(∀t, t′) ∈ R
2, N(t + t′) = N(t)×N(t′)

Don
 l'appli
ation N de R dans L′
qui à t asso
ie N(t) est un homomorphisme.

De sur
roît elle est 
lairement surje
tive, montrons qu'elle est inje
tive, soit :

N(t) = N(t′) ⇔ M(ch(t), sh(t)) = M(ch(t′), sh(t′))

En l'é
rivant sous forme matri
ielle on doit avoir :

Soit l'égalité ch(t) = ch(t′) et sh(t) = sh(t′) soit ch(t) = −ch(t′) et sh(t) = −sh(t′).

Ce deuxième 
as étant ex
lu 
ar le 
osinus hyperbolique est stri
tement positif.

Du premier 
as on en tire t = t′ 
ar le sinus hyperbolique est bije
tif.

Ainsi l'appli
ation est un isomorphisme de groupe.

7. L'ensemble GL4(R) ∩ L possède une stru
ture de groupe non 
ommutatif.

Exer
i
e

Énon
é :

On se propose d'étudier une méthode de 
al
ul de l'inverse d'un élément a d'un groupe

multipli
atif G de 
ardinal �ni N ∈ N
⋆
. L'élément neutre de G est noté 1.

Nous allons don
 é
rire un algorithme et é
rire son 
oût, 
'est-à-dire le nombre de multipli-


ations dans le groupe G que né
essite son éxe
ution. On ne tiendra pas 
ompte des autres

opérations (en parti
ulier 
elles dans N).

1) Soit {a, a2, ..., ap−1} le sous-groupe engendré par a d'ordre p.

D'après le théorème de Lagrange :

p|N ⇔ ∃k ∈ N, N = pk

D'où :

aN = apk = (ap)k = 1k = 1

Don
 aN−1
est l'inverse de aN 
ar :
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aN−1.a = a.aN−1 = 1

2) On é
rit la dé
omposition en base 2 de N − 1 sous la forme :

N − 1 =
k
∑

i=0

xi2
i
ave
 k ∈ N, xi ∈ {0, 1} pour i ∈ [0, k] ∩ N et xk 6= 0

On 
onsidère les suites �nies (ai)0≤i≤k+1 et (bi)0≤i≤k+1 dé�nies par :

a0 = 1, b0 = a et pour i ∈ [0, k] ∩ N, ai+1 = aib
xi

i , bi+1 = b2i

a) On a b1 = b20 puis b2 = b21 = (b20)
2 = b2

2

0 , b3 = b22 = (b2
2

0 )2 = b2
3

0 .

Par ré
urren
e sur N on obtient puisque b0 = a :

∀i ∈ [1, k] ∩ N, bi = a2
i

Or

ai+1 = aib
xi

i = (ai−1b
xi−1

i−1 )b
xi

i = ai−1a
2i−1xi−1a2

ixi = ai−1a
2i−1xi−1+2ixi

En itérant et sa
hant que a0 = 1 il vient :

∀i ∈ [1, k] ∩ N, ai+1 = a

(

i
∑

m=0

2mxm

)

Pour i = k on a puisque N − 1 =
k
∑

m=0

xm2
m
:

ak+1 = a









i
∑

m=0

2mxm









= aN−1

Et don
 d'après la question pré
édente ak+1 est l'inverse de a dans G.

b) On peut don
 é
rire un algorithme 
al
ulant le terme ak+1 :

On se donne des variables initialisées à x = 1, y = a et z = N − 1 et on e�e
tue la bou
le :

Tant que z est non nul on e�e
tue la division de z par 2 et on s'intéresse au reste r :

Toujours dans la bou
le on fait un test logique :

Si r = 1 alors x reçoit x.y sinon si r = 0 alors x reçoit x. (*Cal
ul du terme ai+1*)

Et y reçoit y2. (*Cal
ul du terme bi+1*)
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En �n de bou
le on demande alors au programme de retourner la valeur de x.

Le nombre de fois qu'on exé
ute la bou
le 
orrespond au nombre de bit 
al
ulés dans l'é
riture

binaire de N − 1 à savoir k + 1.

De plus à l'intérieure de la bou
le on e�e
tue au maximum 2 multipli
ations don
 le 
oût est :

Coût = 2(k + 1)

3) Dans 
ette question, G est le groupe des éléments inversibles de Z/148Z.

a) Les éléments inversibles sont 
eux qui sont premiers ave
 148, il y en a don
 :

ϕ(148) = ϕ(4× 37) = ϕ(4)× ϕ(37) = 2× 36 = 72

En e�et pour u et v premiers entre eux ϕ(uv) = ϕ(u)ϕ(v) 
e qui est le 
as pour 4 et 37.

Il y a don
 N = 72 éléments inversibles dans Z/148Z.

b) Puisque 148 ∧ 5 = 1 alors 5 est inversible dans Z/148Z don
 5 ∈ G.

En se reportant à la question 2) on a :

N − 1 = 71 = 1× 20 + 1× 21 + 1× 22 + 0× 23 + 0× 24 + 0× 25 + 1× 26

Cal
ulons les termes en bi :

b0 = 5
b1 = b20 = 25
b2 = 252 = 625 = 4× 148 + 33 = 33
b3 = 332 = 1089 = 7× 1048 + 53 = 53
b4 = 532 = 2809 = 17× 148 + 145 = 145 = −3
b5 = (−3)2 = 9
b6 = 92 = 81

Cal
ulons les termes en ai :

a0 = 1
a1 = 5
a2 = 5× 251 = 125 = −23
a3 = −23× 33 = −(5 × 148 + 19) = −19
a4 = −19
a5 = −19
a6 = −19
a7 = −19× 81 = −(10 × 148 + 59) = −59

On en 
on
lut que l'inverse de 5 dans Z/148Z est −59.
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) Une autre méthode 
onsiste à utiliser l'algorithme d'Eu
lide :

148 = 29× 5 + 3
5 = 1× 3 + 2
3 = 1× 2 + 1

On retrouve que 148 et 5 sont premiers entre eux, en remontant l'algorithme on a :

1 = 2× 148− 5× 59

On a don
 bien -59 qui est l'inverse de 5 dans Z/148Z.
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