DEVOIR DE MATHEMATIQUES N°13

KEVIN POLISANO
MPSI 1

Vendredi 15 Février 2008

PROBLEME

Enoncé :

Le but du probléme est de déterminer un équivalent de la suite définie par :

2n o
Vn € N, u,(a) = (211)04 [Z (2]? ] ot a > 0

On admet que :

x
lim e dt = Y-
T—>+00 0 2
On pose :
n k2
Vn e N v, (o) =) e “n
k=1

1
Dans tout le probléme r est un réel tel que 5 <r<l.

1.a La fonction f : z — =% dz est décroissante sur tout intervalle [k, k + 1] donc :
Vo & [k k+ 1], f(k+1) < f(z) < f(k)

En intégrant entre k et k41 on a :

Fle+1D)(k+1—Fk) < o fla)de < fk)(k+1—Fk)

On somme la deuxiéme inégalité :

n

3 /k Fds <3 F(k)

k=1
Et par linéarité de I'intégrale on obtient :

n

/1 " e <SSR

k=1

1



Kévin Polisano DEVOIR DE MATHEMATIQUES N'13

En faisant de méme sur le segment [k — 1, k] on a 'autre inégalité, donc finalement :

n+1 22 n 22
Vn € N*,/ e Y ndr <wy(a) < / e “ndx
1 0

b. En effectuant le changement de variable x = \/gt = dr = \/gdt on se ramene & :

(n+1)\/% n\/%
\/E/ e dt < wvn(a) < \/E/ e Pdt
a) /= a Jy

Les bornes inférieures tendent vers 0 et les supérieures vers +oo donc d’aprés le résultat sur
I'intégrale de Gauss :

2.a Par décroissance de f on a :

Ainsi : , ,
flk) = f(k) <nf(n') = f(k) <nf(n)
k=1 k=1 k=1
Soit : , .
Z e Yn < ne %w
n'<k<n

Et donc :
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3.a On a d’aprés 2n = 2n = 2n :
' P n+k) \2n—(n+k)) \n—-£k)°

i (nsz)a h zn: <n2jbk:)a

k=1 k=1

Puis en effectuant le changement de variable ¥’ =n — k on a :

kzn; (nink)a - :Z_: (2]:‘)&

De méme avec le changement de variable & = n + k on obtient :
(Y- @)
k=1 n+ k k=n+1 k
n o « 2n o
2n 2n 2n
2 I + = 1
v\ K k=0

Soit en divisant par (2:)(1 :

Ainsi :

D’ou :

b) Travaillons sur 'expression de p,(k) :

k1 ‘
(1=2)
=1
pn(k) - ]k;
IT(1+7)
j=1
k—1 ]
(n—J)
_ e
[I(n+7)
j=1
(n—=1)!
o (n—k)!
- (n+k)!
n!
n!
. n(n—=k)
- (ntk)!
n!
n!?
(R (n—k)!
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On a donc en multipliant par (2n)! :

(2n)! ~(2n)!
(n+k)!(n—Fk)! (n!)zpn<k)

vk € [1,n), (nzf k) = (2:>pn(/f)

4.a Soit t € [0, 1] et x € [0, ], considérons les fonctions :

Soit finalement :

a:z+—In(l+2z)—In(l —2z) -2z
b:x—In(l+z)—In(l—-2) -2
¢z In(l+ )—:L’+%2
d:z—In(l+zx)—

Ces quatre fonctions sont définies et dérivables sur [0, 1[ et on a :

1 1 222
Vo € [0,1],d'(z) = —2=—5>0
ZL‘G[? [,a(x) 1—|—.T+1_~T 1 — a2
1 1 p P 2
v eo’t’b/ — — = — <0
z € [0,t[,0'(x) 1+x+1—$ 1—t2 1—22 1-—t¢2
car
2 42 2 2 ! !
Osrst<l=0srst'<l=0<]l-t"sl-a"<l1=20< /s s =1
—x —
T clx)= r—1=
» +1 1+ 14+
1 T
Vo € (0,1, d'(z) = —l=- =0

Les fonctions a et ¢ sont strictement croissantes avec a(0) = ¢(0) = 0 donc positives sur
[0, ¢ [0, 1].

Les fonctions b et d sont strictement, décroissantes avec b(0) = d(0) = 0 donc négatives [0, ¢[.

D’ou les inégalités :

2z <In(l+z) — ln(l—x)S e
x—;Sln(l ) ()

(1)

b) Commengons par remarquer que :

Zln (1 - —) Zln (1+ )
On choisit alors = £ dans (1) et sommons de 1 & k — 1 on obtient :

(k= Dk _

n

~In(p,(k)) — In (1 + S)

4
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Or d’aprés (2) ona —In (14 £) < 2k Qoun:

2n2 n
k2 K k2 k
2 < CInlpy(k Lo
n  n_ n(p())+2n2 n
Soit :
2 k‘2
In(p, (k — < —
(k) + 5 < 2

En multipliant par a > 0 on a :

k? k>
In(p,(k)) + a— <oa—

Enfin en passant a I’exponentielle :

5.a En utilisant les questions 3.a et 3.b on peut écrire :

un:22pn(k) —i—lzZe n <pn(k)e n)
k=1 k=1

Et donc

Up () — 20, () = 2 Z e*a% (pn(k‘)aea% — 1) +1

1<k<n
On scinde la somme en deux parties :
k:2

up () — 2v, () = 2 Z e tn (pn(k;)aeo‘% - 1) +

1<k<n"

2 ) palk) =2 ) et 41

n"<k<n n"<k<n

2
D’aprés 2.a on a: lim E e =0 et d’aprés 4.c E pn(k)® est négligeable devant
n——+00
n"<k<n n"<k<n

vn () en +o0o. La constante 1 étant bien évidemment négligeable devant v, («), en notant o(v,,)
la quantité entre crochet on a bien :

Up () — 20, (@) = 2 Z et (pn(k)o‘eo‘% - 1) + o(vy)

1<k<n"

ot o(v,,) est une suite négligeable devant v, («) quand n tend vers +oc.
5.d D’apreés la question précédente, en reportant dans 5.a on a quand n — +o00 :
Up (@) — 20, () = o(vp (@) = up(@) ~ 20, ()

Et on en conclut finalement que :

n
Up () ~ o
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5.e Une autre méthode que celle proposée est d’utiliser la formule de Striling :

n! ~v2mn <E>
e
On veut I’équivalent de :
2n\  (2n)!
)=
Or d’apres la formule :

9 2n mn
(2n)! ~ 2y/mn (_n) et (n!)* ~ 2mn <ﬁ>
e e
D’ou par quotient d’équivalent :
m n2n n2n7%
n) " an NLG




