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Exer
i
e 1 : Analyse

Énon
é :

Soit f dérivable sur [a, b], à valeurs dans R telle que f ′(a) = f ′(b).

Montrons qu'il existe c élément de ]a, b[ tel que f ′(c) =
f(c)− f(a)

c− a

Considérons la fon
tion g dé�nie par g(x) =
f(x)− f(a)

x− a

On a lim
x→a+

g(x) = f ′(a) et f et 
ontinue sur ]a, b] on prolonge par 
ontinuité en posant

g(a) = f ′(a)

De plus g est 
ontinue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b] :

g′(x) =
f ′(x)(x− a) + f(a)− f(x)

(x− a)2

• Si g(a) = g(b) alors d'après le théorème de Rolle :

∃c ∈ [a, b], g′(c) = 0 ⇔ f ′(c) =
f(c)− f(a)

c− a

• Si g(a) 6= g(b) alors il s'agit de montrer qu'il existe c ∈ [a, b] tel que f ′(c) = g(c)

Raisonnons par l'absurde et supposons que

∀x ∈]a, b[, f ′(x) 6=
f(x)− f(a)

x− a

Ainsi g′ ne s'annule pas sur ]a, b[ et g y est 
ontinue don
 inje
tive.

En e�et si il existait x 6= y tel que g(x) = g(y) alors d'après le théorème de Rolle il existerait

d ∈ [x, y] ⊂ [a, b], g′(d) = 0 
e qui est ex
lut puisque g′ ne s'annule pas sur 
et intervalle.
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⊛ g stri
tement 
roissante nous donne :

g′(b) ≥ 0 ⇒ f ′(b) ≥ g(b) > g(a) = f ′(a) = f ′(b)

⊛ g stri
tement dé
roissante nous donne :

g′(b) ≤ 0 ⇒ f ′(b) ≤ g(b) < g(a) = f ′(a) = f ′(b)

Dans les deux 
as on aboutit à une 
ontradi
tion 
e qui prouve que :

∃c ∈]a, b], f ′(c) =
f(c)− f(a)

c− a

Exer
i
e 2 : Théorème de Bernstein

Énon
é :

Soient E et F deux ensembles tels qu'il existe une inje
tion f de E dans F et une inje
tion g
de F dans E.

On se propose de démontrer qu'il existe une bije
tion de E dans F .

On pose h = g ◦ f et R = E − g(F ).

On désigne par M toute partie de E tel que M 
ontienne à la fois R et h(M).

1)a) L'ensemble F des parties M est non vide puisque E ∈ F

b) On pose A =
⋂

M∈F

M .

Soit (Mi)i∈I une famille quel
onque de F on a :

∀i ∈ I, R ∪ h(Mi) ⊂ Mi

Don
 : ⋂

i∈I

[R ∪ h(Mi)] ⊂
⋂

i∈I

Mi

Or : ⋂

i∈I

[R ∪ h(Mi)] = R ∪ [
⋂

i∈I

h(Mi)] ⊃ R ∪ h(
⋂

i∈I

Mi)

D'où :

R ∪ h(
⋂

i∈I

Mi) ∈
⋂

i∈I

Mi

Soit �nalement

A ∈ F
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) On montre également que :

M ∈ F ⇒ R ∪ h(M)
︸ ︷︷ ︸

M1

⊂ M ⇒ R ∪ h(M1) ⊂ R ∪ h(M)
︸ ︷︷ ︸

M1

⇒ M1 ∈ F

2) On pose B = E\A, A′ = f(A), B′ = g−1(B).

a) Montrons que {A′, B′} est une partition de F :

• A′
et B′

sont non vides 
ar A et B sont non vides tels que A′ ∩ B′ = ∅

• On a montré que R ∪ h(A) ⊂ A et R ∪ h(A) ∈ F don
 A = R ∪ h(A).

D'où :

R ∪ h(A) ∪ B = E ⇒ h(A) ∪B = E\R = g(F ) ⇒ g−1 ◦ h(A) ∪B = g−1 ◦ g(F )

L'appli
ation g−1
étant inje
tive on a :

g−1 ◦ h(A) ∪ g−1 ◦B = F ⇒ g−1 ◦ g ◦ f(A) ∪ g−1(B) = F

C'est-à-dire :

A′ ∪ B′ = F

b) Montrons que l'appli
ation

k : E → F

x 7→

{
f(x) si x ∈ A
g−1(x) si x ∈ B

est bije
tive.

=⇒ k surje
tive

Soit y1 ∈ A′
alors il existe x1 ∈ A tel que y1 = f(x1).

De même soit y2 ∈ B′
alors il existe x2 ∈ B tel que y2 = g−1(x1).

Comme {A′, B′} est une partition de F alors :

∀y ∈ F, ∃x ∈ A ∪ B = E, y = k(x)

⇐= k inje
tive

∀(x, x′) ∈ A2, k(x) = k(x′) ⇒ f(x) = f(x′) ⇒ x = x′

ar f est inje
tive.

∀(x, x′) ∈ B2, k(x) = k(x′) ⇒ g−1(x) = g−1(x′) ⇒ x = x′

ar g est inje
tive (dans la mesure

où elle est inversible à gau
he).

∀(x, x′) ∈ A×B, k(x) = k(x′) ⇒ f(x) = g−1(x′) impossible 
ar A′ = f(A)∩ g−1(B) = B′ = ∅

Don
 �nalement :

∀(x, x′) ∈ E2, k(x) = k(x′) ⇒ x = x′
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Exer
i
e 3 : Partition

Dé�nition :

Soit E un ensemble �ni non vide.

Pour tout k entier, on dit que A1, ·, Ak est une partition de E en k 
lasses si :

k⋃

i=1

Ai = E ; ∀i ∈ [1, k], Ai 6= ∅ ; ∀(i, j) ∈ [1, k], i 6= j, Ai ∩Aj = ∅

Partie I

Dans 
ette partie on suppose que Card(E) = n. On note r(n) le nombre de partitions de E.

On note r(0) = 1. Pour tout k ≥ 1, on note r(n, k) le nombre de partitions de E en k 
lasses.

1) Si k > n 
'est-à-dire s'il y a plus de 
lasses que d'éléments alors né
essairement soit une


lasse est vide soit 
ontient au moins un élément appartenant à une 
lasse di�érente, 
e qui est


ontraire aux hypothèses d'une partition, don
 :

∀(n, k) ∈ N
⋆2 , k > n ⇒ r(n, k) = 0

2) De manière intuitive on 
onçoit bien que le nombre de partitions de E est égal à la somme

du nombre de partitions de 
haque 
lasse. En e�et r(n, 1) = 1 est l'ensemble E tout entier,

r(n, n) = n dont 
haque 
lasse 
ontient un singleton de E, puis on dénombre toutes les parti-

tions de E en deux 
lasses, puis trois et ainsi de suite 
e qui 
ouvre toutes les possibilités de

partitions de E.

3) Soit E = {a1, a2, · · · , an, an+1} 
onstitué de n + 1 éléments.

• Nombre de partitions de E 
ontenant {an+1} : r(n)

• Nombre de partitions de E 
ontenant {an+1, ai} :

(
n

1

)
r(n− 1)

Il y a

(
n

1

)
façons de 
hoisir l'élément ai et r(n− 1) de former une partition de E\{an+1, ai}

• Nombre de partitions de E 
ontenant {an+1, ai, aj} :

(
n

2

)
r(n− 2)

Il y a

(
n

2

)
façons de 
hoisir {ai, aj} et r(n− 2) de former une partition de E\{an+1, ai, aj}

De pro
he en pro
he on établit alors que :

∀n ∈ N, r(n+ 1) =

n∑

k=0

(
n

k

)

r(k)

4



Kévin Polisano Devoir de Mathématiques n�11

4) A partir de 
ette formule on peut 
al
uler :

r(1) = 1
r(2) = 2
r(3) = 5
r(4) = 15
r(5) = 52
r(6) = 203

5) Montrons par ré
urren
e que ∀n ≥ 5, r(n) ≥ 2n.

La propriété est vraie au rang n = 5 puisque r(5) = 52 ≥ 32 = 25

Supposons la vraie au rang n et montrons qu'elle le reste au rang n + 1 :

r(n+ 1) =

n∑

k=0

(
n

k

)

r(k) =

n−1∑

k=0

(
n

k

)

r(k) + r(n) ≥ r(n) + r(n) = 2r(n) ≥ 2n+1

(On utilise le fait que

n−1∑

k=0

(
n

k

)

r(k) ≥
n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)

r(k) = r(n))

La propriété est vraie au rang n = 5 et est héréditaire sur N don
 est vraie pour tout n ≥ 5.

Montrons par ré
urren
e forte que ∀n ∈ N, r(n) ≤ n!

La propriété est vraie au rang n = 0 puisque r(0) = 1 ≤ 0! = 1.

Supposons la vraie du rang 0 à n et montrons qu'elle le reste au rang n + 1 :

r(n+ 1) =

n∑

k=0

(
n

k

)

r(k) = n!

n∑

k=0

r(k)

k!
×

1

(n− k)!
≤ n!× (n+ 1) = (n + 1)!

(On utilise le fait que ∀k ∈ [0, n], r(k)
k!

≤ 1 et

1
(n−k)

≤ 1 et qu'il y ait n+ 1 termes)

En�n étant donné que ∀n ∈ N
⋆, n! ≤ nn

on en 
on
lut que :

∀n ∈ N
⋆, r(n) ≤ nn

6) On 
her
he le nombre de surje
tions S(n, k) d'un ensemble à n éléments dans un ensemble

k éléments.

Soit f une telle surje
tion. ∀i ∈ [1, k], f−1({i}) 6= ∅ 
ar f surje
tive.

De plus i 6= j ⇒ f−1({i}) ∩ f−1({j}) = ∅ 
ar si f(x) = i on ne peut pas avoir f(x) = j et

ré
iproquement.

Par ailleurs 
omme f va de E dans [1, k] alors {f−1({1}), · · · , f−1({k})} est une partition de E.
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Soit alors g une surje
tion de E dans [1, k] telle qu'elle dé�nisse la même partition que f ie :

{f−1({1}), · · · , f−1({k})} = {g−1({1}), · · · , g−1({k})}

Il existe don
 une permutation σ de [1, k] telle que :

∀i ∈ [1, k], f−1({i}) = g−1({s(i)})

Ainsi f(x) = i et g(x) = σ(i) = σ(f(x)) pour tout x don
 :

g = σ ◦ f

Considérons une partition C1, · · ·Ck de E et l'appli
ation suivante :

f : E → [1, k]
f(x) = i si x ∈ Ci

f est une appli
ation surje
tive de E dans [1, k]. Soit Pk l'ensemble des partitions de E en k
parties.

g : Surj(E, [1, k]) → E
f → {f−1({1}), · · · , f−1({k})}

g est bien dé�nie et surje
tive, notons A1, A2, · · · , Ar(n,k) les r(n, k) partitions de E.

S est l'union disjointe des ensembles g−1(Ai) est non vide et 
ontient une appli
ation fi.

Tous ses éléments sont de la forme σ ◦ fi et si σ 6= σ′
alors σ ◦ fi 6= σ′ ◦ fi.

Il y a don
 autant d'éléments dans g−1(Ai) que de permutations σ soit k! :

S(n, k) = Card(S) =

r(n,k)
∑

i=1

Card(Ai) =

r(n,k)
∑

i=1

k! = k!r(n, k)

Partie II

On suppose que Card(E) = 2m ave
 m ≥ 1.
On note am le nombre de partitions de E en m 
lasses qui sont des paires.

1) Déterminons a1, a2, a3 :

• m = 1, Card(E) = 2 soit E = {c1, c2} qui est la seule paire qui partitionne E don
 a1 = 1.

• m = 2, Card(E) = 4 soit E = {c1, c2, c3, c4} que l'on peut partitionner ainsi, a2 = 3 :

E = {c1, c2} ∪ {c3, c4} ou E = {c1, c3} ∪ {c2, c4} ou E = {c1, c4} ∪ {c2, c3}

• m = 3, Card(E) = 6 soit E = {c1, c2, c3, c4, c5, c6}. Si l'on �xe c1 appartenant à la6 paire

A1 = {c1, c2} on doit former une partition de E\A1 
omposé de quatre éléments. On a vu au

point pré
édent qu'il y avait 3 partitions possibles, or étant donné qu'on peut �xer arbitraire-

ment 
inq paires il existe don
 a3 = 3× 5 = 15 partitions de E.
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2) On généralise la méthode pré
édente :

On �xe un élément a dans l'ensemble E partitionné. Par 
onstru
tion a appartient à une paire,

don
 :

E = {a, b} ∪ E\{a, b}

L'ensemble E\{a, b} possède 2m−2 = 2(m−1) éléments et est a fortiori partitionné en paires.

Or il existe am−1 partitions de 
e type, quant à b on a 2m− 1 
hoix (
ar a �xé) d'où :

am = (2m− 1)am−1

3) On réitère la relation de ré
urren
e trouvée :

am = (2m− 1)× (2m− 3)× (2m− 5)× · · · 3× 1

=
(2m− 1)!

(2m− 2)× (2m− 4)× · · · × 2× 1

=
(2m− 1)!

2× (m− 1)× 2× (m− 2)× · · · 2× 1

=
(2m− 1)!

2m−1(m− 1)!

=
(2m)!

2mm!

Partie III

On suppose que Card(E) = n ave
 n ≥ 1.
On note bn le nombre de partitions de E en 
lasses qui sont des paires ou des singletons.

1) b1 = 1 : l'ensemble E ne possède qu'un seul élément don
 la partition 
orrespond à E = {a1}

b2 = 2 : E = {a1, a2} don
 deux partitions possibles : E = {a1} ∪ {a2} ou E = {a1, a2}

b3 = 4 : E = {a1, a2, a3} 4 partitions :

E = {a1} ∪ {a2} ∪ {a3} ou E = {a1, a2} ∪ {a3} ou E = {a1} ∪ {a2, a3} ou E = {a2} ∪ {a1, a3}

En faisant de même une disjon
tion des 
as on obtient b4 = 10.

2) On suppose que n = 2m (m ≥ 1). Classons les partitions suivant le nombre de singletons

qu'elles 
ontiennent :

0 singleton : E est partitionné uniquement en paires, don


(
2m
0

)
am partitions de E.

2 singletons : E = {a1} ∪ {a2} ∪ E\{a1, a2}

•
(
2m
2

)
façons de 
hoisir les deux singletons.

• am−1 partitions possibles de E\{a1, a2}.
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Soit

(
2m
2

)
am−1 partitions.

4 singletons : E = {a1} ∪ {a2} ∪ {a3} ∪ {a4} ∪ E\{a1, a2, a3, a4}

•
(
2m
4

)
façons de 
hoisir les quatre singletons.

• am−2 partitions possibles de E\{a1, a2, a3, a4}.

Soit

(
2m
4

)
am−2 partitions.

De pro
he en pro
he on obtient :

b2m =
m∑

k=0

(
2m

2k

)

am−k

3) Soit C1, C2, · · · , Ck une partition de E en singletons et paires.

On �xe un élément a de E qui appartient à un unique Ci. On peut alors partitionner l'ensemble

des partitions P en deux ensembles :

• P1 : Celles dont a est dans un singleton

• P2 : Celles dont a est dans une paire

Cal
ulons le 
ardinal de P1 :

Soit E ∈ P1/E = {a} ∪ E\{a}, l'ensemble E\{a} possède n− 1 éléments et est partitionné.

Il existe bn−1 partitions de 
e type.

Cal
ulons le 
ardinal de P2 :

SoitE ∈ P2/E = {a, b}∪E\{a, b}, l'ensemble E\{a, b} possède n−2 éléments et est partitionné.

Il existe bn−2 partitions de 
e type, et n− 1 
hoix pour b d'où Card(P2) = (n− 1)bn−2

Et puisque Card(P ) = Card(P1) + Card(P2) on en 
on
lut :

∀n ≥ 3, bn = bn−1 + (n− 1)bn−2

4)

b1 = 1
b2 = 2
b3 = 4
b4 = 10
b5 = 26
b6 = 76
b7 = 232
b8 = 764
b9 = 2620
b10 = 9496
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5) Soit f une involution d'un ensemble à n éléments dont lui on asso
ie une partition en

singletons et en paires, les singletons 
orrespondant aux points �xes et les paires de la forme

{x, f(x)}, x 6= f(x) (ré
iproquement une telle partition permet de dé�nir une involution).

Ainsi d'après 
e qui pré
ède, le nombre d'involutions est égal à bn.

En parti
ulier il existe 9496 involutions dans un ensemble à 10 éléments !
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