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EXERCICE 1 : ANALYSE

Enoncé :
Soit f dérivable sur [a, ], & valeurs dans R telle que f'(a) = f'(b).

f(e) = fla)

Montrons qu’il existe ¢ élément de Ja, b[ tel que f'(c) =
c—a

f(x) = f(a)

Considérons la fonction g définie par g(x) =
r—a

On a lim g(x) = f'(a) et f et continue sur ]a,b] on prolonge par continuité en posant
Tr—ra

g(a) = f'(a)
De plus g est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a,b] :

§(x) = f'(x) (e —(Z) _+aJ; ga) — f(=)

e Si g(a) = g(b) alors d’apreés le théoréme de Rolle :

f(e) = fla)

cC—a

Je € [a,b],¢'(c) =0< f'(c) =

e Si g(a) # g(b) alors il s’agit de montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que f'(c) = g(c)

Raisonnons par I’absurde et supposons que

f(x) = f(a)

Tr — a

Vo €]a, b, f'(z) #
Ainsi ¢’ ne s’annule pas sur |a, b[ et g y est continue donc injective.

En effet si il existait « # y tel que g(x) = g(y) alors d’aprés le théoréme de Rolle il existerait
d € [z,y] C la,bl, ¢ (d) =0 ce qui est exclut puisque ¢’ ne s’annule pas sur cet intervalle.
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® ¢ strictement croissante nous donne :

g(b) = 0= f(b) = g(b) > g(a) = f'(a) = f(b)

® g strictement décroissante nous donne :

g(b) <0 = f(b) < g(b) <gla) = f'(a) = f(b)

Dans les deux cas on aboutit & une contradiction ce qui prouve que :

fle) = f(a)

dc €la, b], f'(c) =

EXERCICE 2 : THEOREME DE BERNSTEIN

Enoncé :

Soient E et F' deux ensembles tels qu’il existe une injection f de E dans F' et une injection g
de F' dans F.

On se propose de démontrer qu’il existe une bijection de E dans F'.

On pose h=go fet R=FE — g(F).
On désigne par M toute partie de E tel que M contienne a la fois R et h(M).
1)a) L’ensemble § des parties M est non vide puisque E € §

b) On pose A = n M.
Meg

Soit (M;);er une famille quelconque de § on a :

Viel, RUK(M;) C M,

Donc :
ﬂ[R U h(M;)] C ﬂ M;
Or :
(Y[R UA(M;)] = RU[A(M;)] D RU(["| M;)
D’ou :

RUMN(( M) €[\ M;

el el

Soit finalement
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c) On montre également que :

MeF= RUWM)C M= RUIM,,)CRUWM)= M, €F
e v

2) On pose B = FE\A, A' = f(A), B = g (B).
a) Montrons que {A’, B’} est une partition de F :
e A’ et B’ sont non vides car A et B sont non vides tels que AN B = o
e On a montré que RUA(A) C Aet RUR(A) € §F donc A= RUhI(A).
D’ou :

RUWNAYUB=E=h(A)UB=FE\R=g(F)= g 'oh(A)UB =g "'og(F)
L’application ¢! étant injective on a :

g loh(A)UgltoB=F=g'logof(A)ug (B)=F

Cest-a-dire :
k: E—F

b) Montrons que I"application . f(x)ysize A est bijective.
g Yz)sizeB

= k surjective
Soit y; € A" alors il existe x; € A tel que y; = f(x1).
De méme soit y € B’ alors il existe x5 € B tel que y, = ¢ '(x).

Comme {A’, B’} est une partition de § alors :

Vye§,dJre AUB=E,y=k(x)

< k injective
V(z,2') € A% k(z) = k(2') = f(x) = f(2/) = x = 2/ car f est injective.

V(z,2') € B? k(z) = k(2)) = g '(x) = g7 '(2/) = = = 2’ car g est injective (dans la mesure
ou elle est inversible & gauche).

V(z,2') € Ax B, k(z) = k(2') = f(x) = g~ *(2') impossible car A’ = f(A)Ng ' (B)=B' =2

Donc finalement :

V(z,2') € B* k(z) =k(2)) = 2 =2
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EXERCICE 3 : PARTITION

Définition :

Soit £ un ensemble fini non vide.
Pour tout k entier, on dit que Ay, -, A est une partition de E en k classes si :

k
JAi=E; Vie Lk, Ai#o; V6,j) € [Lk,i#j,ANA =0

i=1

Partie I

Dans cette partie on suppose que Card(E) = n. On note r(n) le nombre de partitions de E.
On note 7(0) = 1. Pour tout k£ > 1, on note r(n, k) le nombre de partitions de E en k classes.

1) Si k > n c’est-a-dire s’il y a plus de classes que d’éléments alors nécessairement soit une
classe est vide soit contient au moins un élément appartenant a une classe différente, ce qui est
contraire aux hypothéses d'une partition, donc :

V(n,k) e N k>n=r(nk)=0

2) De maniére intuitive on con¢oit bien que le nombre de partitions de E est égal a la somme
du nombre de partitions de chaque classe. En effet r(n,1) = 1 est ’ensemble E tout entier,
r(n,n) = n dont chaque classe contient un singleton de F, puis on dénombre toutes les parti-
tions de E en deux classes, puis trois et ainsi de suite ce qui couvre toutes les possibilités de
partitions de F.

3) Soit £ ={ay,as, -+ ,a,,a,1} constitué de n + 1 éléments.

e Nombre de partitions de £ contenant {a,.1} : r(n)

e Nombre de partitions de E contenant {a,1,a;} : (7)r(n—1)

Iy a () facons de choisir I'élément a; et r(n — 1) de former une partition de E\{a,1,a;}
e Nombre de partitions de E contenant {a,.1,a;,a;} : (5)r(n—2)

Iy a () facons de choisir {a;, a;} et r(n — 2) de former une partition de E\{an41,a;,a;}

De proche en proche on établit alors que :

YneN,r(n+1) = 3 (n)r(k)

k=0
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4) A partir de cette formule on peut calculer :

5) Montrons par récurrence que ¥Yn > 5,r(n) > 2"
La propriété est vraie au rang n = 5 puisque r(5) = 52 > 32 = 2°

Supposons la vraie au rang n et montrons qu’elle le reste au rang n + 1 :

r(n+1) = i (Z)'r(k) = n: (Z)r(k;) +7(n) = r(n) +r(n) = 2r(n) > 2"

k=0 k=
n—1 n n—1 n—1
(On utilise le fait que Z (k) Z ( ) =r(n))
k=0 =0
La propriété est vraie au rang n = 5 et est héréditaire sur N donc est vraie pour tout n > 5.
Montrons par récurrence forte que ¥n € N, r(n) < n!
La propriété est vraie au rang n = 0 puisque 7(0) = 1 < 0! = 1.

Supposons la vraie du rang 0 & n et montrons qu’elle le reste au rang n + 1 :

n

r(n—l—l):Z() _n'Z k' n_k)!gn!x(n+1):(n+1)!

)

(On utilise le fait que Vk € [0,n], -

N m <

Enfin étant donné que Vn € N*, n! < n" on en conclut que :

Vn € N r(n) <n"

6) On cherche le nombre de surjections S(n, k) d’un ensemble & n éléments dans un ensemble
k éléments.

Soit f une telle surjection. Vi € [1, k], f~*({i}) # @ car f surjective.

De plus i # j = f({i}) N f~1({j}) = @ car si f(x) = i on ne peut pas avoir f(z) = j et
réciproquement.

Par ailleurs comme f va de F dans [1, k] alors { f~*({1}),- -+, f'({k})} est une partition de E.
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Soit alors g une surjection de E dans [1, k] telle qu’elle définisse la méme partition que f ie :

{1, T HAEDY = Lo (1) - T (R
Il existe donc une permutation o de [1, k] telle que :
vie [LE], f({i}) = g7 ({s(i)})
Ainsi f(x) =1 et g(x) = o(i) = o(f(x)) pour tout x donc :
g=oof
Considérons une partition C,---C}y de E et 'application suivante :

f:E— |1k
flz)=isizeC;

est une application surjective de F dans |1, k|. Soit P, ’ensemble des partitions de E en k
J
parties.

g:Surj(E,[1,k]) = E
=) T HEDS

g est bien définie et surjective, notons Ay, Ay, - -+, Ay p) les r(n, k) partitions de E.
S est I'union disjointe des ensembles g71(A;) est non vide et contient une application f;.
Tous ses éléments sont de la forme o o f; et si 0 # o’ alors o o f; # o' o f;.

Il y a donc autant d’éléments dans g—!(A;) que de permutations o soit k! :

r(n,k) r(n,k)
S(n,k) = Card(S) = > Card(A;) = Y kl'=klr(n, k)
=1 =1

Partie I1

On suppose que Card(E) = 2m avec m > 1.
On note a,, le nombre de partitions de E en m classes qui sont des paires.

1) Déterminons a, as, ag :
e m =1, Card(E) = 2 soit F = {c1, ¢} qui est la seule paire qui partitionne E donc a; = 1.
e m =2, Card(E) = 4 soit E = {c1, ¢a, 3, ¢4} que 'on peut partitionner ainsi, ag = 3 :

E ={ci,co} U{es,ca} ou B ={cy,c3t U{co,cu} ou B = {cy,e4} U{ca, s}

e m = 3, Card(E) = 6 soit F = {¢1,¢2,¢3,¢4,¢5,¢6}. Si l'on fixe ¢; appartenant a la6 paire
Ay = {c1, e} on doit former une partition de £\ A; composé de quatre éléments. On a vu au
point précédent qu’il y avait 3 partitions possibles, or étant donné qu’on peut fixer arbitraire-
ment cing paires il existe donc ag = 3 x 5 = 15 partitions de F.
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2) On généralise la méthode précédente :

On fixe un élément a dans I'ensemble E partitionné. Par construction a appartient & une paire,
donc :
E ={a,b} U E\{a, b}

[’ensemble E'\{a, b} posséde 2m —2 = 2(m —1) éléments et est a fortiori partitionné en paires.

Or il existe a,, 1 partitions de ce type, quant & b on a 2m — 1 choix (car a fixé) d’ou :

A = (2m — 1)a, 1

3) On réitére la relation de récurrence trouvée :

am = (2m—1)x(2m—3) x (2m —5) x ---3 x 1

B (2m —1)!
o 2m—=2)x(2m—4)x---x2x1
B (2m —1)!
o 2x(m—-1)x2x(m—2)x---2x1
 (2m=1)!
- 2ml(m —1)!
_(2m)!
2mm)

Partie III

On suppose que Card(E) =n avec n > 1.
On note b, le nombre de partitions de E en classes qui sont des paires ou des singletons.

1) by = 1 : ’ensemble E ne posséde qu’un seul élément donc la partition correspond & E = {a;}
by =2 : E = {ay,as} donc deux partitions possibles : E'= {a;} U {as} ou £ = {ay,as}

by =4 : E = {ay,as,as} 4 partitions :

E ={a1} U{az} U{as} ou E = {a1,a:} U{as} ou E = {a1} U{as,as} ou E = {as} U{ay,as}

En faisant de méme une disjonction des cas on obtient b, = 10.

2) On suppose que n = 2m (m > 1). Classons les partitions suivant le nombre de singletons
qu’elles contiennent, :

2m

0 singleton : E est partitionné uniquement en paires, donc ( 0

)am partitions de F.
2 singletons : £ = {a;} U{as} U E\{a1,as}

° (2£”) facons de choisir les deux singletons.
e a,, 1 partitions possibles de E\{ay, as}.
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Soit (2;n) ay—1 partitions.
4 singletons : £ = {a;} U {as2} U{as} U{as} U E\{ay,as,as, a4}

° (QT) facons de choisir les quatre singletons.
® a,, o partitions possibles de E\{ay, as, a3, as}.

Soit (ZT) ap,_o partitions.

De proche en proche on obtient :

b2m = Z (227:) Am—k

k=0

3) Soit C4,Cy, - - - , Cy une partition de E en singletons et paires.

On fixe un élément a de E qui appartient & un unique C;. On peut alors partitionner ’ensemble
des partitions P en deux ensembles :

e P : Celles dont a est dans un singleton
e P, : Celles dont a est dans une paire

Calculons le cardinal de P; :

Soit ' € P/FE = {a} U E\{a}, 'ensemble E\{a} posséde n — 1 éléments et est partitionné.
Il existe b,_; partitions de ce type.

Calculons le cardinal de P, :

Soit £ € Py/E = {a,b}UFE\{a, b}, 'ensemble F\{a, b} posséde n—2 éléments et est partitionné.
Il existe b,,_o partitions de ce type, et n — 1 choix pour b d’ou Card(P,) = (n — 1)b,_2

Et puisque Card(P) = Card(P;) + Card(F,) on en conclut :

vn Z 37 bn = bn—l + (n - 1)bn—2

4)
by =1
by =2
bg =4
b4 =10
b5 =26
b6 = 76
b, = 232
bs = 764
by = 2620
bip = 9496

8



Kévin Polisano DEVOIR DE MATHEMATIQUES N°11

5) Soit f une involution d’un ensemble & n éléments dont lui on associe une partition en
singletons et en paires, les singletons correspondant aux points fixes et les paires de la forme
{z, f(x)},x # f(z) (réciproquement une telle partition permet de définir une involution).

Ainsi d’aprés ce qui précéde, le nombre d’involutions est égal a b,,.

En particulier il existe 9496 involutions dans un ensemble & 10 éléments !



