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Exer
i
e 1 : Développements limités et limites

Énon
é :

Soit I un intervalle réel, f une fon
tion deux fois dérivable sur I à valeurs réelles.

Soient a, b, c trois points distin
ts de I tels que a < b < c. Montrons qu'il existe d ∈ I tel que :

f(a)

(a− b)(a− c)
+

f(b)

(b− c)(b− a)
+

f(c)

(c− a)(c− b)
=

f ′′(d)

2

⋆ Considérons la fon
tion g dé�nie et deux fois dérivable sur I :

g(x) = (b− c)f(x) + (c− x)f(b) + (x− b)f(c) + A(x− b)(c− x)(b− c)

On a après dérivation : g′′(x) = (b− c)(f ′′(x)− 2A)

⋆ Par ailleurs g(b) = 0, g(c) = 0 et on 
hoisit A pour que g(a) = 0.

Don
 d'après le théorème de Rolle :

∃d1 ∈ [a, b], g′(d1) = 0 et ∃d2 ∈ [b, c], g′(d2) = 0

En appliquant le théorème à g′ il vient :

∃d ∈ [d1, d2], g
′′(d) = 0

On en tire alors : A =
f ′′(d)

2

En reportant dans g(a) = 0 et en divisant par (a− b)(b− c)(a− c) on a l'égalité voulue.

NB : L'hypothèse a < b < c n'est pas né
essaire 
ar a, b et c jouent des r�les symétriques.
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Exer
i
e 2 : Développements limités et limites

1) Soit la fon
tion f dé�nie sur

[

−π
2
, π
2

]

\ {0} par :

f(x) = exp

[

ex − 1

x
arcsin(x)

]

⋆ On é
rit un DL4(0) de 
haque fa
teur dans l'exponentielle :

ex − 1

x
= 1 +

x

2
+

x2

6
+

x3

24
+

x4

120
+ o(x4)

arcsin(x) = x+
x3

6
+

3x5

40
+ o(x4)

⋆ Le produit tronqué à l'ordre 4 donne :

ex − 1

x
arcsin(x) = x+

x2

2
+

x3

3
+

x4

8
+ o(x4)

⋆ On 
ompose ave
 le DL4(0) de l'exponentielle :

f(x) = 1 +

(

x+
x2

2
+

x3

3
+

x4

8

)

+

(

x2

2
+

x3

2
+

11x4

24

)

+

(

x3

6
+

x4

4

)

+
x4

24
+ o(x4)

On obtient don
 : f(x) = 1 + x+ x2 + x3 +
7

8
x4 + o(x4)

2) On se propose de déterminer la limite en +∞ de h dé�nie sur ]−∞,−2]∪]0,+∞[ par :

h(x) =

(

2

√

1 +
1

x
−
√

1 +
2

x

)x2

⋆ Posons X =
1

x
alors en passant à l'exponentielle on re
her
he la limite en 0 de :

h(X) = exp

[

ln
(

2
√
1 +X −

√
1 + 2X

)

X2

]

⋆ Cher
hons un équivalent du numérateur, pour 
ela on note ϕ(x) = 2
√
1 +X−

√
1 + 2X−1

ϕ(X) = 2

(

1 +
X

2
− X2

8
+

X3

16
+ o(X3)

)

−
(

1 +X − X2

2
+

X3

2
+ o(X3)

)

− 1

C'est-à-dire : ϕ(X) =
X2

4
− 3

8
X3 + o(X3) = O(X2)

On en déduit : ln(1 + ϕ(X)) ∼ X2

4
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On en 
on
lut �nalement que :

lim
x→+∞

h(x) = exp

(

1

4

)

3) Soit (p, q) ∈ N
2⋆
, déterminons un équivalent simple au voisinage de 0 de :

g(x) = arcsinp(x)− xq

Le début du DL de l'ar
sinus en 0 est :

arcsin(x) = x+
x3

6
+ o(x3)

Ainsi il y a trois 
as à distinguer :

• Si p < q alors g(x) ∼ xp

• Si p > q alors g(x) ∼ −xq

• Si p = q alors les deux puissan
es de x vont s'éliminer, et l'équivalent portera sur le deuxième

terme du DL de arcsinp(x).

Autrement dit ave
 le bin�me de Newton :

(

x+
x3

6

)n

= xn

(

1 +
x2

6

)n

= xn

n
∑

k=0

(

n

k

)

x2k

6k
= xn + xn.n.

x2

6
+ · · ·

Don
 si n = p = q alors :

g(x) ∼ nxn+2

6

4) Soient (a, b) ∈ R
2
, déterminons la partie prin
ipale au voisinage de 0 de :

fa,b : x 7→ ln(1 + x+ ax2)− x

1 + bx

⋆ En utilisant les DL usuels ln(1 + x) et 1
1+x

et en 
omposant on aboutit à :

fa,b(x) =

(

a+ b− 1

2

)

x2 +

(

−b2 − a+
1

3

)

x3 +

(

b3 − a2

2
+ a− 1

4

)

x4 + o(x4)

Il faut de nouveau distinguer plusieurs 
as pour obtenir un équivalent monomial :

• Si a+ b 6= 1
2

f(x) ∼
(

a+ b− 1

2

)

x2

• Si a = 1
2
− b et b2 − b+ 1

6
6= 0 f(x) ∼

(

b2 − b+
1

6

)

x3

3
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• Si b = 1
2

(

1− 1√
3

)

et a = 1
2
√
3

f(x) ∼
(

− 1

24
+

1

2
√
3

)

x4

• Si b = 1
2

(

1 + 1√
3

)

et a = − 1
2
√
3

f(x) ∼
(

− 1

24
− 1

2
√
3

)

x4

Exer
i
e 3 : Développement limité d'une ré
iproque

Soit f de

[

−1
4
, 1
4

]

dans R dé�nie par :

f(x) = arctan

(

ln(1 + x)

1 + x

)

1) La fon
tion f est dérivable sur

[

−1
4
, 1
4

]


omme quotient et 
omposition de fon
tions déri-

vables sur 
et intervalle.

∀x ∈
[

−1

4
,
1

4

]

, f ′(x) =
1− ln(1 + x)

(x+ 1)2 + ln(1 + x)2
> 0

f est stri
tement 
roissante sur

[

−1
4
, 1
4

]

et y est 
ontinue, don
 bije
tive.

Il vient que f admet une ré
iproque f−1
sur

[

−1
4
, 1
4

]

.

2) La fon
tion f est de 
lasse C∞
sur

[

−1
4
, 1
4

]

par 
omposition de fon
tions C∞
.

Par suite f−1
est de 
lasse C∞

sur

[

−1
4
, 1
4

]

et f(0) = 0 don
 admet un DL à tout ordre en 0.

Tout d'abord é
rivons le DL4(0) de f :

⋆ On e�e
tue le produit des DL usuels de ln(1+x) et
1

1 + x
à l'ordre 4 que l'on 
ompose ave



elui de l'ar
tangente, on obtient :

f(x) = x− 3

2
x2 +

3

2
x3 − 7

12
x4 + o(x4)

⋆ On 
her
he le DL4(0) de f−1

'est-à-dire un polyn�me P4 de degré 4 tel que :

f−1(x) = ax+ bx2 + cx3 + dx4 + o(x4)

Puisque pour tout x au voisinage de 0 : f(f−1(x)) = x on peut 
omposer P4 ave
 leDL4(0) de f .

On regroupe les termes de même degré et on identi�e à x.

On trouve alors :

f−1(x) = x+
3

2
x2 + 3x3 +

149

24
x4 + o(x4)
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Problème : Étude des fon
tions absolument monotones

Préambule :

Soient a et b tels que −∞ ≤ a < b ≤ +∞ et f une fon
tion de ]a, b[ dans R de 
lasse C∞
.

f est dite absolument monotone (en abrégé AM) si ∀n ∈ N, ∀x ∈]a, b[, f (n)(x) ≥ 0.

f est dite 
omplètement monotone (en abrégé CM) si ∀n ∈ N, ∀x ∈]a, b[, (−1)nf (n)(x) ≥ 0.

I.A Soient f et g deux fon
tions AM dé�nies sur ]a, b[.

Par linéarité de la dérivée on a :

(f + g)(n)(x) = f (n)(x) + g(n)(x) ≥ 0

De sur
roît d'après la formule de Leibniz :

(fg)(n) =
n
∑

k=0

(

n

k

)

f (k)g(n−k) ≥ 0

Don
 l'ensemble des fon
tions AM sur ]a, b[ est stable par addition et produit.

I.B f est AM sur ]a, b[, montrons par ré
urren
e que ef l'est aussi.

⋆ Au rang 1 la propriété est vraie puisque (ef)′ = f ′ × ef ≥ 0

En e�et f ′
est AM et ef est stri
tement positive sur ]a, b[ don
 le produit est positif.

⋆ Supposons que au rang n, ∀x ∈]a, b[, (ef(x))(n) ≥ 0, alors au rang n+ 1 :

(ef(x))(n+1) = (ef(x)
′

)(n) = (f ′(x)× ef(x))(n) ≥ 0

I.C Soient f :]a, b[→ R et g :]− b,−a[→ R dé�nie par : g(x) = f(−x).

Montrons l'équivalen
e suivante :

f est AM sur ]a, b[ ⇔ g est CM sur ]− b,−a[

Pour 
ela montrons par ré
urren
e que :

∀n ∈ N, ∀x ∈]− b,−a[, (−1)ng(n)(x) = f (n)(−x)

⋆ Au rang 0 
'est vraie par dé�nition de g et au rang 1 aussi 
ar g′(x) = −f ′(−x).

⋆ Supposons la propriété vraie au rang n, alors :

(−1)n+1g(n+1)(x) = (−1)n+1[g(n)(x)]′ = (−1)n+1[(−1)n × (−1)× f (n+1)(x)] = f (n+1)(x)
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La propriété est vraie au rang 0 et 1 et est héréditaire, don
 vraie pour tout n.

⇛ Si f est AM sur ]a, b[ alors ∀n ∈ N, ∀ − x ∈]a, b[, f (n)(−x) ≥ 0.

Ainsi x appartient à ]− b,−a[ et d'après la relation établit 
i-dessus :

∀n ∈ N, ∀x ∈]− b,−a[, (−1)ng(n)(x) ≥ 0

Don
 g est CM sur ]− b,−a[.

⇚ Ré
iproquement si g est CM sur ]− b,−a[ alors ∀n ∈ N, ∀x ∈]− b,−a[, (−1)ng(n)(x) ≥ 0.

Ainsi x appartient à ]a, b[ et d'après la relation établit 
i-dessus :

∀n ∈ N, ∀ − x ∈]a, b[, f (n)(−x) ≥ 0

Et don
 f est AM sur ]a, b[.

I.D.1 La fon
tion g : x 7→ − ln(x) est dé�nie positive et dérivable sur ]0, 1[.

Les dérivées su

essives de x 7→ − 1
x
se déterminent sans mal, d'où :

∀n ∈ N, ∀x ∈]0, 1[, (−1)ng(n)(x) =
(n− 1)!

xn
≥ 0

Il en advient que g est CM sur ]0, 1[.

I.D.2 Montrons que la fon
tion f :]0, 1[→ R dé�nie par :

f(x) =
1√

1− x2

est dérivable et absolument monotone sur ]0, 1[.

Mais le 
al
ul des dérivées su

essives est nettement moins évident que dans le 
as pré
édent.

⋆ Quelques essais ave
 Maple semblent montrer que 
elles-
i se présentent sous la forme :

f (n) =
Pn(x)

(1− x2)n+
1

2

où Pn est un polyn�me de degré n.

⋆ Cette propriété est 
lairement vraie aux premiers rangs, supposons là vraie au rang n :

f (n+1)(x) = 2xPn(x)(n+
1

2
)(1− x2)−n− 1

2
−1 + P ′

n(x)(1 − x2)−n− 1

2

Et l'hypothèse f (n+1)(x) =
Pn+1(x)

(1− x2)n+1+ 1

2


onduit à la relation :

Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x) + (1− x2)P ′
n(x)

6
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⋆ Reste à trouver une relation liant P ′
n(x) à Pn pour établir une relation de ré
urren
e.

Toujours ave
 Maple on s'aperçoit que :

P ′
n(x) = n2Pn−1(x)

On démontre 
ette propriété par ré
urren
e. Don
 on a :

Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x) + n2(1− x2)Pn−1(x)

⋆ De plus par ré
urren
e double on obtient grâ
e à 
ette relation que tous les 
oe�
ients des

polyn�mes sont positifs, 
e qui assure que f est absolument monotone sur ]0, 1[.

I.D.3 La fon
tion x 7→ arcsin(x) est positive sur ]0, 1[ et sa dérivée est f qui est AM sur ]0, 1[
don
 x 7→ arcsin(x) l'est également sur ]0, 1[.

I.D.4 La fon
tion h : x 7→ tan(x) est positive sur
]

0, π
2

[

.

Montrons par ré
urren
e que les dérivées su

essives sont des polyn�mes en tan(x) à 
oe�-


ients positifs :

⋆ Au rang 1 la propriété est véri�ée puisque la dérivée première est x 7→ 1 + tan2(x).

⋆ Supposons la propriété vraie au rang n, i.e h(n)(x) =

n
∑

k=0

ak tan(x)
k

h(n+1) =
n
∑

k=1

ak.k.(1 + tan2(x)). tan(x)k−1 =
n
∑

k=1

bk tan(x)
k−1 +

n
∑

k=1

bk. tan(x)
k+1

ave
 ∀k ∈ N
⋆, bk = k.ak ≥ 0.

h(n+1)
est un polyn�me en tan(x) (
omme somme de polyn�mes en tan(x)) à 
oe�
ients positifs.

Ce
i 
los la démonstration : h est AM sur

]

0, π
2

[

.

I.E.1 On suppose dans 
ette question a ∈ R et f est AM sur ]a, b[.

⋆ f est AM don
 
roissante sur ]a, b[ et minorée par 0 don
 d'après le théorème de la limite

monotone elle admet une limite �nie à droite de a :

∃λ ∈ R, λ = lim
a+

f

⋆ Une autre façon de pro
édé est d'utiliser la 
onvexité de f dé
oulant de l'absolue monotonie.

En e�et on a vu qu'une fon
tion 
onvexe est toujours minorée par une fon
tion a�ne :

∃(m,n) ∈ R
2, ∀x ∈]a, b[, f(x) > mx+ n

7
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Ainsi la limite de f en a ne peut pas être −∞, don
 est �nie.

⋆ On prolonge f en posant f(a) = λ. Montrons que f est dérivable à droite en a :

D'après le théorème des a

roissements �nis :

∃c ∈ [a, x] ⊂ [a, b[, f ′(cx) =
f(x)− f(a)

x− a

En faisant tendre x vers a+ le taux d'a

roissement admet bien une limite �nie.

En outre d'après le théorème de prolongement des fon
tions de 
lasse C1 on a f ′

onti-

nue à droite en a dans la mesure où elle y admet une limite �nie (on applique la même méthode

que pour f).

I.E.2 En pro
édant par ré
urren
e ave
 
ette même méthode appliquée aux dérivées su

es-

sives on montre que f est indé�niment dérivable à droite en a.

Ce phénomène ne se produit pas né
essairement en b 
ar la limite à gau
he peut être in�nie,

et le prolongement par 
ontinuité impossible.
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