Structures algébriques

al — MP*

1 Groupes

1.1 Rappels

f un morphisme de groupes ; ker f = f~({e}).
lgroupe-produit : (G,+) et (G, x) deux groupes. G = G x G’ est muni d’une structure de groupe : (g,9’) ® (h,h') =
(g+g hx1'). eg = (ec,eqr); l'inverse de (g,9') est (—g,g'™1).

1.2 Sous-groupe engendré par une famille

(G,+) un groupe, F = {fi/i € Z,f; € G} une famille dans G. On appelle sous-groupe engendré par F et on note gp(F)
I'intersection de tous les sous-groupes de G contenant F. gp(F) est alors le plus petit sous-groupe de G contenant F (au sens
de Dinclusion).

|Prop : gp(F) est I'ensemble des expressions de la forme : my f1 +...+myfr ot k € N (convention : si k = 0, cette expression
vaut 0g), mi,...,mp € Zet fi,..., fr € F. Sigp(F) =G, on dit que F engendre G.

1.3 Sous-groupes de Z

Si k € Z, on pose : kZ e {km/m € Z}. kZ est alors un sous-groupe de Z. Inversement, tout sous-groupe de Z est de cette
forme.

2  Groupes Z/nz

2.1 Définitions

Cougruences : Si n € Z, deux entiers p et ¢ sont congrus modulo n si n divise p — g. Cela se note p = gmod n. = est une relation
d’équivalence (pour tout n).

Soit n € Z fixé, on définit la classe de p modulo n : p = {q € Z/q = pmodn} = {p + kn,k € Z}. L’ensemble des classes
d’équivalence est une partition de Z; on le note Z/nz. On a : card(%/nz) = n dés que n > 1.

2.2 Addition dans Z/nz

On munit Z/nz de la loi + : Vp,q € Z/nz,D+q = p + ¢. Muni de cette loi de composition interne, Z/nz est un groupe communtatif.
0 en est le neutre, ’'opposé de p est —p.
On définit la surjection canonique o: Z — Z/nz ; c’est un morphisme surjectif de groupes.
p — P
|Prop : soit p € Z, {p} engendre Z/nz si et seulement si p An = 1.

2.3 Théoréme de factorisation

Soit G un groupe, f : Z — G un morphisme. Soit n > 1. Alors : o se factorise a droite dans f (c-a-d IF : Z/nz — G
morphisme tel que f = F o 0) si et seulement si nZ C ker f si et seulement si f(n) = Og.
[Lemme chinois : Soit (p,q) € N?;si pA g = 1, alors les groupes (méme les anneaux) %/pqz et Z/pz x %/qz sont isomorphes.

3 Anneaux

3.1 énéralités
Sous-anneau : A’ est un sous-anneau de (A, +, x) si et seulement si :
1. 1,€ A
2. A’ est stable pour — et x
Morphismes d’anneauz : A, A’ deux anneaux. f: A — A’ est un morphisme d’anneaux si et seulement si :
1. f(1a) =1a
2. ¥(a,b) € A2, f(a—b) = f(a) = f(b) et f(axb) = f(a) x £(b)

ker f n’est pas seulement un sous-anneau de A : c’est un idéal de A.
[Idéal d’anneau : Soit A un anneau ; I C A est un idéal si

1.0p€er
2. I est stable pour la loi —
3. I est absorbant, c-a-d : Vi € I,Va € A, (ai € I) A (ia € I) ou encore (IA C I)A (Al C 1)
Propriétés :
p f: A — A morphisme ; si I’ est un idéal de A’ alors f~1(I') est un idéal de A
fo Soit £ un ensemble d’idéaux de A, alors [ I est encore un idéal. On peut donc parler de 1'idéal engendré par une partie

TeE
de A : c’est I'intersection des idéaux qui la contiennent.

k
o On note Id(P) I'idéal engendré par P C A; c’est 'ensemble des éléments de Ja forme »_a;z; ou: k € N, et Vi,a; € A,z; € P
i=1

i
k

si A est commutatif. Si A n’est pas commutatif, c’est > a;z;a} (mémes notations).Lorsque A est commutatif, 1'idéal
i=1

engendré par {z} se note Az = {az,a € A}.

Intégrité : Un anneau A est dit intégre sil vérifie : V(z,y) € A2, [(zy = 0) = (z = 0) V (y = 0))]. Si A est intégre, on dit que
z [y (dans A) sl existe y € A/y = zy’. On a de plus : (z [y) < (yA C zA).

Un anneau commutatif intégre A est dit principal si tout idéal I de A est principal, ¢’est-a-dire de la forme zA (z € A). Z et
K[X] (ot K est un corps commutatif) sont principaux. K[X,Y] est non principal.

|Sommes d’idéauz : Soit A commutatif, I, ..., I; des idéaux de A. Alors Iy + ...+ I, = {@1 + ... + z/Vj, ) € I;} est un
idéal de A.

3.2 L’anneau Z/nz
Si p,q € Z/nz, on définit p x § = p X ¢. Muni de cette seconde loi, (Z/nz, +, X) est un anneau commutatif.

fo Dans Z/nz, ™ est inversible si et seulement si m An = 1.

fo Z/nz est un corps ssi Z/nz est intégre ssi n est premier

Factorisation & travers Z/nz : Soit n € N, f : Z — A un morphisme d’anneaux. Alors : o se factorise & droite dans f ssi
nZ C ker f ssi f(n) = 04.
Caractéristique : Soit A un anneau, il existe un unique morphisme dit canonique de Z dans A. Soit f ce morphisme.

o Siker f =7, A est’anneau nul.
o Siker f=nZ, n>2, ondit que A est de caractéristique n.

fo Si ker f = {0}, A est de caractéristique nulle.

Propriété : Soit A de caractéristique n # 0 si A est intégre, alors n est premier.




3.3 Arithmétique dans Z et dans K[X]
po Soient (p,q) € Z?; si d = p A g, alors pZ + ¢Z = dZ.

fo Identité de Bezout : (p Aq=1) < (3(a,b) € Z®/ap + bq = 1).
lo Soient (p,q) € Z*, M =pV q, alors pZ(qZ = MZ.

m; min(ms ki) o

r r r
}o Soit p,q € N*, on décompose p et ¢ en produit de facteurs premiers : p = []p/", ¢ = Hpi yalors pAg= [[p;
i=1 i=1 i=1

T max(mi.li)
pVa=1IIp; .

fp Lemme de Gauss : Soit m € Z, (a,b) € Z2, alors [(m | ab) A (m Aa =1)] = [m | b].

Toutes ces propriétés restent vraies dans K[X], en remplagant opportunément les entiers par des polynomes.

4 Algébres

Soit K un corps (commutatif), une K — algebre est un ensemble F muni de trois lois +, X, - oul +, X sont internes, - est externe
K x E — F telles que :

1. (E,+,-) est un K — espace vectoriel.
2. (E,+, x) est un anneau.

3. VA e K, V(z,y) € B2 Mz xy) = (\z) xy =2 x (\y).

4.1 Exemples
K[X], 9, (K) sont des K — algebres. Si E est un K — ev, L(E) est une K — algebre.

4.2 Définitions
Soit (E,+, X, ) une K — algebre, F' C E est une sous-algébre de E si :
I'TgeFr
2. F est stable pour + et x
3. SiAeK,z € F, alors \z € F.
Morphisme d’algébres : Soit E, E' deux K — algebres, f: E — E’ est un morphisme d’algébres si
1. f est linéaire
2. ¥(z,y) € E, f(zy) = f()f(y)
3. f(le) = f(1p).

[ est aussi un morphisme d’anneaux.
[Idéal d’algébre : I C E est un idéal si :

1.0er
2. I est stable par soustraction
3. I est absorbant pour x

On peut aussi établir que I est un sev absorbant.

4.3 Sous-algébres de la forme K][d]

Soit E une K — algébre, a € E, P € K[X];si p = > A\ X?, on pose P(a) = S NX% Alors ¢: K[X] — E  estun
i=0 i=0 P +— Pa)

morphisme d’algébres. Im(yp) = {P(a)/P € K[X]} est donc une sous-algébre de E que nous noterons K[a]. On I'appelle aussi

sous-algébre de E engendrée par a. (c’est la plus petite sous-algébre de E qui contient a). K[a| est une sous-algébre commutative.

fo Si ker(¢) = {0},  est injective. Alors la famille (a’);cx est libre dans K[a], donc K[a] n’est pas de dimension finie.

lo Si ker(p) # {0}, soit P € ker(¢)\{0} de degré minimal m € N. Dans ce cas, K[a] est une sous-algeébre de dimension m.
F ={1,a,a%, ...,a™} est une base de K[a].

Ezemples : C est une Q — algébre. On dit que a € C est transcendant si Q[a] n’est pas de dimension finie. Par exemple, e et
7 sont transcendants. Si en revenche Q[a] est de dimension finie, on dit que a est algébrique. Par exemple V2, /56, i sont
algébriques.




Espaces vectoriels

a2 — MP*

1 Espaces vectoriels

1.1 Sommes et sommes directes finies

FE est un espace vectoriel

b fEL(E), E=K @ker f; alors f[x est un isomorphisme de K sur Im(f)
fo Soit E de dimension finie, f € L(E). Si 3F/FE =ker f & F et f(F) C F, alors F =Im f.
o Projecteurs : soit F un ev, p € L(E),

1. Sipop=palors E=TImp @ kerp et Imp = ker(p — Id); p est le projecteur sur Im p paralléllement a ker p.
2.SiE=F&G,alorsp:x=xg+2r — xp avec xp € F et z¢ € G vérifie pop =p, Imp = F et kerp = G. Clest le
projecteur sur F' paralléllement a G.

fp Symétries : soit E = F & G un ev sur K. Soit s € L(E) telle que s : = zp — z¢. Si carac(K) = 2 alors s = Id. Sinon,
ls € L(E) est une symétrie ssi (def) s os = Id. Dans ce cas E = ker(s — Id) & ker(s + Id).

f Notons S, (K) T'ensemble des matrices symétriques n x n a coefficients dans K, A,,(K) T'ensemble des matrices anti-
symétriques. Alors M, (K) = S, (K) & A, (K).
1.2 Sommes quelconques
Soit E un ev, (F})ic; une famille de sev. > F; est 'ensemble des vecteurs de la forme z;, + ...+ x;, ou k € Net Vj,i; € I
el
(1 <j<k).YF, estunsevdeE. Z]Fi = Ve(:t(‘UIFl-).La somme est directe si : Vk € N,Viy,...,i,.2a2 #,(3z; =0) =
ic i€
(Vj,xi, = 0).

1.3 Homothéties
o Soit E un ev, f € L(E). f est une homothétie ssi f € Vect(Id) ssi Vo € E, (z, f(x)) est lice.
fo Soit E de dimension finie, f € L(E). Alors :

1. SiVg € L(E),fog=go f alors f € Vect(Id)
2. SiVg € GL(E), fog=go f alors f € Vect(Id)
3. Si de plus E est euclidien, alors : Si Vg € O(E), fog=go f alors f € Vect(Id)

1.4 Hyperplans

fo Soit E un ev, F sev de E est un hyperplan si 3D = Vect(zo)/E = F & D. Si de plus E est de dimension finie, F' est un
hyperplan ssi dim £ = dim I’ + 1.

fo F est un hyperplan de F ssi 3p € L(E,K), ¢ # 0 telle que F' = ker ¢.

b Soit E un ev, H hyperplan de B, ¢ € L£(E,K) telle que H = kery. Soit H° < {v € £(E,K)/H = kerv}. Alors
H° = Vect(p).

o Codimension : on dit que F sev de E est de codimension finie s'il posséde un supplémentaire G de dimension finie. Dans
ce cas on pose codim F' = dim G

1.5 Reésultats propres a la dimension finie
p Formule de Grassman : dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).
o dim F = dim F + codim F.
o Formule du rang : Vf € L(E),dim E = rg f + dimker f.
b dim £(E, F) = dim E x dim F
b dim(E x F) = dim E + dim F

2 Dualité

1. Si E est un K — ev, on note E* = L(E,K) son dual.
2. On a une forme bilinéaire E* x E — K | notée aussi (f | z).
(fix) — fl@)
2.1 Cas ou E est de dimension finie
o dim £* =dim E

o Si B = (e1,...,e,) est une base de E, on peut lui associer une base B* = (e1,...,¢,) de E* (base duale de B) telle que
pour tout z = Y x;e;, on a g;(z) = ;. &; est la i-iéme forme coordonnée sur B.

fo Soient B,C deux bases de E, P = Mg ¢ la matrice de passage entre B et C. Alors 'P = Mc« g-.

2.2 Base antéduale

o Toute base C de E* est la duale d’une unique base B deE (son antéduale).

fp E un ev de dimension n finie. Soit F = (fi,..., f,;) une famille de r formes linéaires. F engendre E* ssi ) ker f; = {0}.

li=1

2.3 Orthogonalité entre F et £*
p Eunev. Si P CE, onnote P° = {f € E*/Vx € P, f(z) = 0}.

1. P° est un sev de E*
2. (Vect P)° = P°
3. Si P C Qalors Q° C P°

fo Soit Funev,si P C E¥, on note P° = {x € E/Vf € P, f(z) = 0}.
1. P° est un sev de E
2. (Vect P)° = P°
3. S8iPC QC E*alors Q° C P°
4

. Si E est de dimension finie, F' sev de E*, alors dim F° = codim F'

fo E de dimension finie, F sev de F, alors F°° = F (méme énoncé si F' sev de E*).

3 Théoréme de décomposition des noyaux

m

m
Notations : si E est un ev, L(F) est une K — algebre. Si P = Y a, X' € K[X] et u € L(F), alors on pose P(u) = »_ a;u’ en
i=0 i=0

convenant u’ = Id. (P(u))(x) est noté P(u)(z).




3.1 Premiéres propriétés
P Eev,ueL(E), (PQ) € (K[X])2

1. Si P | Q alors ker P(u) C ker Q(u) et Im P(u) D Im Q(u)
2. Si D=PAQ, ker P(u) (N ker Q(u) = ker D(u).

m
fo Soit Py,..., P, € K[X] deux a deux premiers entre eux, alors : »_ ker P;(u) est directe.

li=1
3.2 Théoréme de décomposition des noyaux

Eev,u€e L(E), Pi,...,Py, € K[X] 2 a 2 premiers entre eux ; soit P = [] P;. Alors
i=1

ker P(u) = "ll ker P;(u).

i




Calcul matriciel

a3 — MP*

1 Matrices et structure

miy Mmi2 ... Mig

indexation : M = € M, 4(K) ot K est un corps (commutatif en général).

m;,_l Mp2 ... Mpg
r Soit E;; = (5@1:5]:,1)}35:; la famille (Ei_j)}i&gp forme une base de M, ,(K) et vérifie : E; jEr; = 0;1Fi
p M,N € 9, (K) sont semblables si 3P € GL,(K)/N = P~'MP.
p M,N €M, (K) sont équivalentes si IP,Q € GL,(K)/N = PMQ~'.
o M et N sont équivalentes ssi rg M = rg N. En particulier si rg M = r alors M est équivalente & la réduite canonique de

I |0

rang r J, = ( 0o

1.1 Ecriture par blocs

fo Une combinaison linéaire de matrices décomposées par blocs se traite comme une matrices de scalaires, pour peu que la
somme des blocs ait un sens.

fo Il en est de méme pour le produit matriciel.

1.2 Application

Aip o Arg
Soit M € M, (K), M = 0 (M est triangulaire par blocs). Alors : det M = [] det 4; ;.
i=1
0 0 A

1.3 Intervention des matrices-blocs

o Soit E un ev de dimension finie, u € £(F). On suppose : F = E; & ... ® E, avec Ey,..., E, stables par u. On note
w; = u|§t I'induit de u sur F;. Pour chaque E; on construit une base B; ; la base B résultant de la concaténation des B; est
une base de E. Soit A; = Mpg,u;, on a alors Mpu = diag (A1, ..., A;).

} réciproque vraie

1.4 Opérations élémentaires

&
On pose : E;/ = ([5,‘,_1,157‘_]):3.-(5", ]W,‘_j()\) =1I,+ )\E,‘,,Jn Soit M € W,,,(K), on note M = = ( Ly -~ L, ) .
1<i<n
Cr

fo Faire M <— M x M; ;()) revient a faire C; «— C; + AC;.

fo Faire M <— M; ;(\) x M revient a faire L; +— L; + AL;.

1.5 Inversion des matrices carrées

b Méthode de la comatrice : soit M € M, (K), on note M la comatrice de M, oit (M); ; = (—1)"*/ x det mineur M; ;. Alors
M'M =t MM = I,, det M.

o Méthode du systéme linéaire : M € GL,(K), Y € K", on résoud : MX =Y par rapport a X et I'expression du résultat
donne les coefficients de M~1.

fo La connaissance d’un polnéme annulateur peut éventuellement donner une expression polynomiale de M~1.

o Décomposition QR : M € GL,(R), on munit R™ de son produit scalaire canonique, on note By a base canonique de R™.

BON B, X4 ¢

| Gram—Schmidt o gcrit donc U = MT avec
T triang. sup

FSoit C la base de R™ telle que Mp,C = M. On a :
U € O,.(R) et T € GL,(R) triangulaire supérieure. Donc M = UT~1.

1.6 Trace
’- Cas d’une matrice carrée : M € M, (K), M = (m; j)i<i<n, tr M = Y m; ;.
1<j<n =
1. tr est une forme linéaire sur 9, (K).

2. si A e My 4(K) et B € M, ,,(K), alors AB € M,(K), BA € M,(K) et tr (AB) = tr (BA).
3. st A, B € M,,(K) sont semblables, alors tr A = tr B.

}o Cas d’un endomorphisme : E de dimension finie, v € £(E). On définit : tru ey Mpu ot B est une base quelconque de
E.
1. tr e (L(E))*
2. Si E, F sont de dimension finie, u € L(E, F),v € L(F, E), alors tr (uov) = tr(vou).
3. Siue L(E)etve GL(E), alors tr (v uv) = tru

4. Sip € L(E) est un projecteur de rang r, alors tr p = 1k - r pas nécéssairement non nul.

2 Déterminants

Soit M = (m;;)i<i<n € M, (K), la forme développée de det M est det M = - &(o) H M (k) -
k=1

1<j<n €S,

2.1 Déterminant de Vandermonde

On montre par récurrence sur n que :

Tz - ap !
1 !
. . = | |(z; — i)
. . i<j
1z, L;;71 B
2.2 Dérivée d’un déterminant
ai(t) ... aia(t)
Soit I un intervalle de R, n > 1, A(t) = : : =| Ci(t) Cn(t) | ot Vi, j, a;j : I — C de classe C*.
ana(t) ... @nn(t)

1. Si k =0, alors A est C° comme polynome de fonctions C°.

2. Sik>1,A€CF(I,C)et: A'(t) = det(C(t),Calt),...,Cpn(t))+det(Cy(t), Ch(t), ..., Cp(t))+. . .Adet(Cy(t), Co(t), ..., CL(t)).
Le résultat reste vrai en remplacant les colonnes par les lignes de A.




3 Discussion des systémes linéaires

On appelle systeme linéaire tout systéme d’équation équivalent & un systéme de la forme MX =Y ou M € M, ,(K) donnée,
Y € K? donné et X € K? inconnu. Soit S: MX =Y un systéme linéaire, on lui définit So : M X = 0 systéme homogéne associé.
Soit S I'ensemble des solutions de S, Sy ’ensemble des solutions de Sy ; Sp est un sev de K?. S peut étre vide ; dans ce cas on

pose dim S wF —o0; sinon, on pose dim S T dim Sp. Si Xp € S,VX € K9, [X € §] <= [(X — Xo) € Sol.

3.1 Cas des systémes linéaires de Cramer

MX =Y est un systéme de Cramer si M est carrée et inversible. VY € K", MX =Y posséde alors une unique solution
X =M"1Y.

b Si M eM,(K), MX =Y est de Cramer ssi Sy = {0}

Formules de Cramer : M = ( Cc, ... Cy, ) , MX =Y admet pour solution X = : ou :

Tn

det(Cy,...,Ci1,Y,Cigr,...,Cp
det M

Vi, xTr; =

3.2 Casou Me M, (K)etrgM=p

Supposons p < ¢q : 1g(Ci,...,Cq) = p. On extrait de (Ci,...,C,) une famille libre & p ¢léments, et cette famille engendre
Vect (C1, ..., Cy). Par exemple si (C1,...,C),) est libre :

lo S posséde au moins une solution VY

o Y donné ainsi que &,41,...,& € K, alors 3X € S unique dont les composantes vérifient Vi > p, x; = &;.
€p+l
iy
On peut écrire M = ( A | B ) avec A € GL,(K), et X = < ;1 ) , Xo = ;alors X = (%) On a
2 2

&
de plus dimS = ¢ — p.
3.3 Cas général
MX =Y, M €M, ,(K), rgM =r.
o Sir=p, voir 3.2
lo Supposons r < p,rg(L1,...,L,) = r. Supposons par exemple (L, ..., L,) libre. Vs > r, A1 5,..., \s EK/Ls = > NisL;.
li=1

Avec ces notations, S # @ ssi
’V‘
Vs >rye = 3 Nisyi (Cs)
=1

LiX =y
i Cry1s...,Cp sont toutes vérifiées, S est aussi I'ensemble des solutions du systéme S’ : . S est équivalent & S
L,X =y,
Ly
car ils ont méme ensemble de solutions. La matrice de S’ est : € M, 4(K) de rang r, ce qui nous rameéne a 3.2.
Lr

Si S =g, S est incompatible ; sinon S est compatible.




Réduction des endomorphismes

ad — MP*

1 Généralités

1.1 Eléments propres
EunK—ev,ue L(E)

o 2 € F est un vecteur propre de u si z # 0 et si 3\ € K/u(z) = Az. Dans ce cas A est unique et on 'appelle valeur propre
de u associée a x.

b )\ € K est valeur propre de u si 3z € E,z # 0 tel que u(z) = Az. On dit que = est un vecteur propre associé a \.

o Soit A € K, on pose E\ = ker(u — A\Id). X est valeur propre de u ssi E) # 0. E) est le sous-espace vectoriel propre associé
a

fo L’ensemble des valeurs propres s’appelle le spectre de u, noté Sp (u).

1.2 Théoréme d’indépendance linéaire
E un ev, u € L(E) et Z ensemble d’indice éventuellement fini.
lo Si (\i)iez est une famille de scalaires 2 a 2 différents, alors les E), sont en somme directe.
lo Si (2i)icz est une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres 2 a 2 différentes, alors cette famille est libre.

Corollaire : si E est de dimension finie n, alors card Sp (u) < n.

1.3 Diagonalisabilité
E de dimension finie, u € £(E). On dit que u est diagonalisable si 38 base de E telle que Mpu soit diagonale.

1. w est diagonalisable ssi

2. J(a;)iez une famille de scalaires telle que E = @ E,, ssi
i€T

3. E= & E\.
XESPp (u)
Remarque : (1.) <= (2.) est vrai méme en dimension infinie.
Boit M € M, (K), u € L(K") telle que u : X — MX, X est un vecteur propre de M ssi X est un vecteur propre de u; de
meéme pour les valeurs propres, les sous-espaces propres.
IM est diagonalisable ssi M est semblable & une matrice diagonale, c’est-a-dire : M est diagonalisable ssi 3D diagonale,
3P € GL,(K) telles que M = PDP~T.

2 Le polyndéme caractéristique

2.1 Définition de Yy,

E un ev de dimension n, u € L(F). x.: K — K
A — det(u— AId)

Xu=(—1)"(X" —tr (w) X"~ + ...+ (=1)"det ).

|Propriété : les valeurs propres de u sont les zéros de .

I\ est une valeur propre de multiplicité p si c¢’est un zéro p-uple de xy,.

On dit que u est scindé si x, 'est. Dans ces conditions, soit Sp (u) = {A1,..., Ax}, m; la multiplicité de la valeur propre \;,

k k

onatru= Y m;X\ et detu= [[A/".

i=1 i=1

. Xu est une fonction polynomiale de degré n de la forme :

2.2 Lien entre y,et les sous-espaces propres

E un ev de dimension n, u € L(E), si A est un zéro p-uple de y, alors 1 < dim E) < p.

2.3 Premiéres conditions de diagonalisabilité

E de dimension n, u € L(E); on a les conditions suivantes pour que u soit diagonalisable :
1. C.N :u scindé

2. C.S: xy posséde n racines (x,, est séparablement scindé)

3. C.N.S : west scindé et VA € Sp (u),dim E\ = mult (\)

2.4 Reéduction des endomorphismes monogénes

E ev de dimension n, u € L(E). u est dit monogéne si Iz € E/B = (z,u(x),u?(z),...,u""'(z)) base de E. Soit alors
0 (e 7))
1 - a1

0
1 ap
appelée matrice-compagnon du polynome P.

n—i )
ol ag,...,a,—1 € K. Soit P = X" — Y ;X" € K[X], alors x, = (=1)"P. M est

i=0

M = Mpu =

fo Si u est monogéne, VA € Sp (u), dim E) = 1.

fo Dans ce cas, u est diagonalisable ssi x, est séparablement scindé.

2.5 Remarques

En toute généralite, VM € M, (K), xar = xear et V(M, N) € (M, (K))?, xmun = XNM-

3 Reéduction des endomorphismes autoadjoints

3.1 Endomorphismes autoadjoints (ou symétriques)
Soit E ev réel euclidien, u € L(E). u est symétrique si V(z,y) € E?, (u(z) | y) = (z | u(y)).
|Propriété : B une BON, u est symétrique ssi Mpgu est une matrice symétrique.
3.2 Lemmes
1. Soit E euclidien, u € £(E) symétrique. Soit F sev de E stable par u (u(F) C F); alors F* est stable par u.
2. Soit E un R — ev de dimension finie n et u € £L(E). Alors il existe un sev F' de £ non nul de dimension < 2 stable par u.

3. Soit E un ev euclidien, u € L(E) symétrique. Alors x, posséde au moins un zéro réel

3.3 Le théoréme spectral

E ev euclidien, u € L(F) symétrique. Alors :
1. u est scindé
2. plus précisément, u est diagonalisable
3. 3B BON telle que Mpu soit diagonale

Corollaires :

lo Les sous-espaces propres associés a des valeurs propres 2 a 2 différentes sont 2 & 2 orthogonaux

P Si M € 9, (R) est symétrique, alors :

1. M est scindé
2. M est diagonalisable
3. 3P € 0, (R)/P~' M P soit diagonale.




4 Applications de la diagonalisation

4.1 Premiére méthode de calcul de puissance

Soit M € M, (K). Si M est diagonalisable, on construit P € GL,(K), D € 9,(K) diagonale telles que M = PDP~!. Alors
vk € N, M* = PD*P~! (voire k € Z si M est inversible.)
Puissances d’un endomorphisme : méme principe en dimension finie. Si Sp (u) = {A1,..., A}, alors I(uy,...,u,) € L(E)"

r
tel que Vk € N,u* = Z/\f'ul. Si P; est un polynome tel que P;(u;) = d; j, alors u; = P;(u). En outre, u; est le projecteur associé

li=1
a Ey,.

4.2 Résolution des systémes différentiels a coefficients constants

0] FA0)
Un systéeme différentiel a coefficients constants est de la forme : X' = MX + A(t) ou X = , X =
Tn(t) z,(t)
ai(t)
A:tel — : ot les a; sont C” et M € 9, (C). L’inconnue est la fonction t € I —» X (t) dérivable. Si M est
an(t)

diagonalisable, M = PDP~' et (X’ = MX + A(t)) <= (Y' = DY + B(t)) avec X = PY et A(t) = PB(t), plus simple a
résoudre.
5 Triangulation des endomorphismes

E ev de dimension n, u € L(E) est triangulable si 3B base de E telle que Mp(u) soit triangulaire.

5.1 Théoréme de triangulabilité

Avec ces notations, u est triangulable ssi u est scindé.

[Lemme : si u € L(F) est scindé et G stable par u, alors u|& est scindé.

5.2 Applications
lo systéme différentiel a coefficients constants

fo Si E est de dimension finie et si u est scindé, alors u est nilpotent ssi Spu = {0}

5.3 Meéthodes de triangulation

r E un ev de dimension n, u € L(E) scindé, Spu = {A1,...,\.}. Si @ E\ est de dimension n — 1, on construit B =
AESpu
A1 min
(e1,...,e,) base de E adaptée a cette somme directe (hormis e,, choisi). On a alors : Mg(u) =
Ar
Mn.n

n
On obtient la derniére colonne en décomposant u(e,) = Y m;ne;.

li=1
fp Cas ot dim £ = 2, u scindé non diagonalisable. u a alors une valeur propre double A et dim £y = 1. On adapte une base

B = (e1,e2) de E et on a :Mp(u) = 3 i\l > avec a # 0.
o Cas ou dim E = 3, u scindé non diagonalisable.

« cas 1: Sp(u) = {\, u} avec mult()\) = 2, mult(y) = 1. E = ker(u — Ad)? & ker(u — pld), dim Ey = dim E,, = 1.
Soit E{ = ker(u — AId)?, on choisit e; € E\\Ey, e2 = (u — M d)(e1), e3 € E,\{0}, B = (e1, ez, e3). Alors Mp(u) =

A0 0
1 X0
0 0 u

% cas 2 : Sp(u) = {\}, dim E\ = 2. On pose v = u — Md. xu = (A — X)? et xu(u) = 0 montre que v*> = 0. On choisit
A0 0
ey & kerv, es = v(ep) € kerv, et on compléte en une base (€2, e3) de kerv. B = (ey, e, e3), Mp(u 1 A 0
0 0 A
% cas 3 : (mémes notations) dim F) = 1, on suppose dimkerv? = 3. 3P plan vectoriel tel que kerv? = kerv @ P.
En posant (g1,e2) base de P, on aboutit & une absurdité. Donc dimkerv? = 2; on choisit e; ¢ kerv, es = v(ey),
A0 O
es =v(ez), B=(e1,e2,e3); alors Mp(u)=|[ 1 X 0
01 A

6 Polynomes et réduction

6.1 Théoréme de Cayley-Hamilton

Soit £ ev de dimension finie, v € L(E), on a : x,(u) = 0.
Soit p,, le polynéme minimal de u, ¢’est-a-dire le polynome unitaire de degré minimal tel que i, (u) = 0.
[Propriété = x. | ui,.
6.2 Polynémes et spectre
E ev quelconque, u € L(E), P € K[X]. Si P(u) = 0, alors les valeurs propres de u sont a chercher parmi les zéros de P :

Sp(u) € P~1({0}). En particulier, les valeurs propres de u sont les zéros de ju,,.

6.3 Polynémes et diagonalisabilité

E ev de dimension finie, u € L(E). u est diagonalisable ssi j,, est scindé & zéros simples ssi 3P € K[X] non nul scindé & zéros
simples tel que P(u) = 0.

6.4 Polyndémes et triangulabilité

E de dimension finie, u € L(E). u est triangulable ssi u est scindé ssi j, est scindé ssi 3P € K[X] non nul scindé tel que

P(u) = 0.

6.5 Polynomes et calcul de puissance

E ev quelconque, u € L(E). On suppose connu P € K[Xnon nul tel que P(u) = 0. Soit P” € K[X], I'identité de division
euclidienne P’ = PQ + R avec (Q R) € (K[X])? et deg R < deg P montre que P’'(u) = P(u) o Q(u) + R(u) = R(u). Pour évaluer
P'(u), il suffit de connaitre les u*,1 < k < deg P.

7 Sous-espaces stables

7.1 Lien avec les polynémes annulateurs
E un ev quelconque, u € L£(E), F un sev de E stable par u, v = u|f, P € K[X].
f Si P(u) =0, on a aussi P(v) = 0.

P X | Xu-

7.2 Lien avec la diagonalisabilité

E de dimension finie, u € £(E). Si u est diagonalisable et si F' est un sev stable alors u|% est encore diagonalisable.
Corollaire : E de dimension finie, u € £L(E) diagonalisable, Sp(u) = {A1,...,A}. Un sev F de E est stable par w ssi il est

de la forme F = é F; ou Vi, F; est un sev de Ej,.
i=1




7.3 Lien avec la triangulation

E un ev de dimension finie, u € £(E) scindé. Si F' est un sev stable, alors u|£ reste scindé et triangulable.
Remarque 1 : décomposition de Dumford d’un endomorphisme scindé. u € L£(E) scindé, Sp(u) = {A1,..., A} m; = mult(\;),
E\, = ker(u — N\ Id)™.

=
1. Vi, EY_ est stable par u; on pose v; = u|F,*‘ ; alors v; — A Id| g, est nilpotent.
; 2 i

Sk

2. E = lE;,; il existe une base B adaptée a cette somme directe telle que Mp(u) soit diagonale par bloc. Mp(u) =
[N o e x
Diag(Th,...,T,) ou chaque T; est de la forme T; = *
*
Ai

Remarque 2 : Siu € L(E), 3!(d,n) € (L(E))?/u= d+ n ot d est diagonalisable et n est nilpotent.

7.4 Hyperplans stables

E ev de dimension finie n, u € L(E). Soit B base de E et H hyperplan d’équation Zalzl = 0. Soit M = Mp(u), H est stable
i=1
ay
par u ssi A = : est un vecteur propre de ‘M. Si M est connue, on obtient ainsi tous les hyperplans stables en cherchant
an
les vecteurs propres de 'M.

8 Commutants d’un endomorphisme

8.1 Généralités

E de dimension quelconque, u € L(E). On pose C(u) = {v € L(E)/vou = uwowv}. C(u) est une sous-algébre de L(E) et
K[u] € C(u). De plus, si dim E = n,

P 1<dimK[u] <n <dimClu) <n?
b (dimK[u] = n) < (dim C(u) = n)
b dim C(u) = nmod?2

o sin =3 dimC(u) € {3,5,9).

8.2 Lien avec la diagonalisabilité

E ev de dimension finie, u € L(F) diagonalisable, Sp(u) = {A1,..., A, }. v € C(u) ssi v laisse stable tous les Ey,.

8.3 dimFE =3, K=RouC

u € L(E) scindé non diagonalisable. On peut réduire Mpg(u), B bien choisie, & I'une des formes suivantes :
A0 A0 A
Mp(u)=| 1 A M= 1 A ou Mp(u)=| 1 A
m A 1 A
Pour v € L(E), uwv = vu ssi Mp(u) et Mp(v) commutent. Chercher Mp(v) avec 9 coefficients indéterminés conduit a des
calculs simples.







Suites numeériques

ab — MP*

I Rappels sur Ret C

1.1 Prérequis

Notions de majorant, minorant, borne sup, borne inf, max, min

1.2 Complétude de R et C

On appelle eztraction toute application ¢ : N — N strictement croissante.
Théoréme de Bolzano-Weierstrass : Si u,, est une suite complexe bornée, il existe une extraction ¢ telle que (u(,)) converge.
[Une suite (u,) € CY est dite de Cauchy lorsque :

Ve > 0,3ng € N/Vn > ng,Vp > 1, [upyp — un| < &

Propriété : toute suite convergente est de Cauchy. La réciproque est vraie dans R et C du fait de leur complétude.
[Lemme : Soit (u,) une suite de Cauchy dans C, s’il existe une extraction ¢ telle que (u(,)) ait une limite € C, alors (u,,)
a une limite et limu,, = [.
@ n’est pas complet.
1.3 Densité de Q
1.3.1 Morphismes (hors programme)

Soit f: R — R un morphisme de corps. Alors f = Id.

1.3.2 Nombres dyadiques

Soit Dy = {,p € Z,n € N} ; Dy est dense dans R.

1.4 Théoréme de Cesaro

(uy,) une suite de limite [ € C. Posons v,, = % alors v, — L.

2 Suites récurrentes

2.1 Suites particuliéres

Soit (an) € (C*)V, (b,) € CN. Les suites (uy,) telles que u,11 = anu, + b, s’expriment facilement en fonction de ay,, by et ug.
pn appelle suite homographique toute suite (u,) € CY vérifiant Vn € N, 1,1 = @2t avec (a,b,c¢,d) € C* et ad — be # 0.

Ctntd
On forme [ = 44 <= (cl? + (d—a)l —b=0 (E)).

1. Si Agp #0: (E) a deux racines [ # lo.

e si ug =1 ou ug = lo, alors (u,) est constante
s

up =l
up—lo

e sinon, la suite v,, = est géométrique

2. Si A =0, (E) a un zéro double [.

e Siug=1alors u,, — 1

e sinon, Vn € N,u,, # 1l et v, = —

Un—l

est arithmétique.

2.2  Suites récurrentes générales

2.2.1 Propriétés liées aux points fixes
f: I —1 (I intervalle de R); si a € I, on peut définir (u,) par up = a et ¥n € N,uyq1 = f(un). Si f est C° et (u,) converge
vers [ € I alors f(I) =1.
2.2.2 Liens avec la monotonie de [
1. Si f est croissante, alors (u,,) est monotone.

2. Si f est décroissante, alors (us2,) et (u2,41) sont monotones et n’ont pas méme sens de variation.







Séries numériques

a6 — MP*

1 Généralités

Soit K = R ou K = C. Soit u,, € K, on peut lui associer (S, ),en définie par : Vn € N, S, = > ug. Soit (0,) € KT, il existe
7=0
une unique suite (u,) telle que o,, = S,, : c’est ug = og et Vn € N, u,, = 0y, — 01
On dit que la série {u,} converge si la suite (S,,) converge. Lorsque c’est le cas, la somme de la série {u,} est

+oo
E Up = lim S,.
n—+00

n=0
On utilise la notation {u,}nen ou Y u,, pour désigner la série u,,.
+o0 +o0
n appelle reste a Uordre N de la série la somme Ry = Y. u,. On a toujours : »_ u, = Sy + Ry, et lir{l Ry =0.
n—+4oo

n=N+1 n=0
[Structure d’ev, linéarité : Si {u,} et {v,} convergent, alors :

+oo +o0 +o0
o {u, +v,} converge et Y. (Up + V) = . Un + Y Un.
n=0 n=0 n=0

+o0
Up.
0

+o0
b SiAeK, {\u,} converge et > (Auy,) = A
n=0

n=|

Hoo
L’ensemble des suites (u,) telles que la série {u,} converge est donc un sev de K. Sur ce sev, 'application (u,) — 3 u,, est
n=0

une forme linéaire.
Critere de Cauchy : Soit {u,} une série dans K, elle converge ssi Ve > 0,3ng € N/Vn = no,Vp > 1, [un + ... 4+ tUnqp| < €

2 Etude des séries positives
Une série {u,,} est positive si :
o V2 >0,u, eR

b 3ng € N/Vn = ng,u, >0

2.1 Sommes partielles et convergence

(un) une série positive, (S,) associée & (uy). Alors (S,) croit. La série {u,} est convergente ssi la suite (S,) est majorée.

2.2 Regles de comparaison

1. Soient {u,} et {v,} deux séries positives, telles que Ing € N/Vn > ng,0 < u,, < vy,

e Si {v,} converge alors {u,} converge

e Si {u,} diverge alors {v,} diverge

2. Soient {u,} et {v,} deux séries positives. Si u, ~ vy, les deux séries sont de méme nature.

2.3 Sommation des relations de comparaison

Soit deux suites réelles positives (u,) et (v,) de sommes partielles respectives (S,) et (S,).

1. Si {v,} diverge et u, = O(v,), alors S,, = O(S]).
2. Si {v,} diverge et u, = o(vy,), alors S,, = o(S},).
3. Si {v,} diverge et u, ~ vy, alors S,, ~ SI,.
Soit R,, et R, les restes a I'ordre n respectifs de (u,,) et (v,)
1. Si {v,} converge et u, = O(v,), alors {u, } converge et R, = O(R.,).
2. Si {v,} converge et u, = o(vy), alors {u, } converge et R,, = o(R},).

3. Si {v,} converge et u, ~ vy, alors {u,} converge et R,, ~ R],.

2.4 Regle de d’Alembert

{u,} série réelle strictement positive pour n assez grand.

1. Si 3k < 1 tel que “+ < k pour n assez grand, alors {u,} converge

2. Si ™ a une limite [ < 1, alors {u,} converge

Un

3. Si 3k > 1 tel que “2L > k pour n assez grand, alors {u,, } diverge

Un

4. Si “=1 a une limite [ > 1, alors {u,} diverge

5. Si “otl =N 1, alors {u,} diverge

Un

P 2 3 n <
Aucune réciproque, aucun résultat si % — 1.
N

2.5 Comparaison entre série et intégrale

£+ [no, +oo[— R* €Y, décroissante. Pour n > ng, soit u, = f(n).

1. Les séries de terme général v,, = u,, — f:“ f(t)dt et v, = :71 f(t)dt — u,, sont positives et convergentes.

2. La suite de terme général A,, = up, + ...+ up — f:n f(t)dt est convergente.

3. {un} converge ssin— [ f(t)dt admet une limite finie.

2.6 Reégle de Riemann
{u,} une série réelle positive
1. Si3a > 1 tel que u, = O(;%) alors u, converge.
2. Si Ja > 1 tel que n®u,, ait une limite [ finie, alors {u,} converge.
3. Si Ja < 1et m> 0 tel que n®u,, > m pour n assez grand, alors {u,} diverge.
4. Si Ja < 1 tel que n®u,, admette une limite éventuellement infinie, alors {u,} diverge.

5. Siu, ~ ”4 avec A > 0, alors {u,} converge ssi o > 1.

Pas de réciproque a ces régles.

‘Sém’es de Bertrand : u, = m pour n > 2. {u,} converge ssi (a,b) > (1,1) (ordre lexicographique).

LFormule de Stirling : n! ~ 2mn(2)"




3 Reégles sur les séries générales

3.1 Reégle des séries alternées

{u,} est alternée si ses termes sont réels et si (—1)"u, a un signe constant pour n assez grand.
Foit (uy,) une suite réelle ; on suppose que T,EIBMu,,, =0 et Ing € N tel que pour n = ng :
1. n+— |u,| décroit
2. n+—> (—1)"u, est de signe constant
1. {u,} converge

2. Vn = ng, |Ry| < |tng1]

3.2 Séries absolument convergentes

{u,} € CN est dite absolument convergente si la série réelle positive {|u,|} converge. Dans ce cas {u,} converge et on a
+00
I'inégalité triangulaire : Vn € N,[R,[ < > [ug[. Si {u,} est absolument convergente, elle satisfait le critére de Cauchy. Une
k=n+1

=n

série convergente mais non absolument convergente est dite semi-convergente.

3.3 Utilisation des développements limités

La forme générale d’un développement asymptotique est u,, = uS}’ + u&z)

(ugyp-%—l)

+.+ uﬁf) + O(u,(fﬂ)). On peut conclure grace a un

développement limité en matiére de séries lorsqu’on termine par O ) ou {uE,,PH)} est absolument convergente.

3.4 Transformation d’Abel

On transforme une somme finie S,, = apby + ... + a,b, comme il suit : By = by, By = by + b1, ..., B, = by + ...+ b,.0On a alors
Sy = aoBo+ a1(Br — Bo) + ... + an(Bn — Bn—1). On réécrit cette somme S, = By(ag —a1) + ...+ By_1(an—1 — an) + a,B,,. Les
sommes paritelles de la série {a,,b,} sont donc celles de la série {B,,(a,, — a,—1)} au terme correctif prés a,B,,.

4 Opérations sur les séries numériques

4.1 Produit de Cauchy

n
Soit {wy, }nz0 et {vn}n>0 deux séries ; on définit leur produit de Cauchy par : w, = Y upv,—k. Si {u,} et {v,} sont absolument
F=0

+oo +oo +0o0
convergentes, {wy,} est absolument convergente et (> u,)( > v,) = . wy.
k=0 k=0 k=0

4.2 Sommation par paquets

Soit (u,) € CN, ¢ : N — N strictement croissante, posons : v, = Ug(n) + Ug(n)+1 + - -+ + Ugp(np1)—1. Alors si {u,} converge,
{vn} converge également et a méme somme.
|[Réciproque : si

1. {v,} converge

2. lim w, =0
n—+00

3. n+— p(n+1) — p(n) est majorée

alors {u,} converge.

4.3 Permutation des termes (hors programme)

. bijective L.
Soit o : N " —"" N, {un}n>0 une série et {vn, = Uy () nz0-

1. Si {u,} est absolument convergents, alors {v,,} est absolument convergente et a méme somme

2. Si au contraire {u,} est semi-convergente, alors 3o /{v, } diverge

foc
3. Si {u,} est semi-convergente, alors VS € R, 3o/{v,} converge et > v, =S
k=0

5 Séries doubles

5.1 Position du probléme
400400

On cherche & donner un sens & Y > u, 4 et surtout & changer I'ordre de sommation.
p=0g=0

5.2 Cas des familles positives

+o0 400
Soit une suite double u, , € (R*)™N. On dit que Y (Y upq) a un sens si
=0 4=0

1. Vp € N, la série de terme général ¢ — u,, , converge

+o0
2. La série positive de terme général p — > u, 4 converge
=0

+o0 +oo
Dans ces conditions, on désigne par Y (> up ) la somme de ces séries.
P=0G=0
+00 foo +00 +o0
|Propriété : 3 (> upq) aunsensssi Y. (Y upq) aun sens. En outre, si elles sont définies, ces deux séries doubles on méme
7=0 4=0 =0 p=0

somme.

5.3 Cas général

(up.q) € C"™N une série double. On dit que cette série (ou suite) est sommable si la suite positive (u, 4]) satisfait Y. > up.4]

pENGEN
+00 400 +oo +oo
(ou Y > |upgl) a un sens. Dans ces conditions, > (> up,) a un sens, > (D u,q) a un sens et ces deux séries ont méme
qom;he(z\lpeN p=0 ¢=0 q=0 p=0
4




Séries entiéres

a7 — MP*

1 Généralités

On appelle série entiére toute série dont le terme général est de la forme a,2" ot z € C et (a,) € CV. Le domaine de convergence

d’une telle série est D = {z € C/{a,2"} converge}. La fonction-somme de la sériecest S: D — C
+oo
T — Y ana”
=0

1.1 Structure du domaine de convergence

On note D(a,b) la boule ouverte de centre a € C et de rayon b € R* : D(a,b) = {z € C/|z —a|] < b}, et D'(a,b) = {z €
C/lz —a| < b}.

[Lemme d’Abel : soit {a,z"} une série entieére, z € K ot K = RouC. On suppose que pour r > 0, a,r" est bornée. Alors
Vz € D(0,7), Ta série {a, 2"} est convergente (méme absolument convergente). En particulier, D(0,r) C D.

Corollaire : {a,z"} une série entiére, alors :

1. Soit 3R > 0/D(0, R) € D C D’(0, R); R est alors unique, on I'appelle rayon de convergence de la série entiére.
2. Soit D =K et par extension on dit que R = +00
3. Soit D = {0} et dans ce cas R = 0.

1.2 Utilisation de la régle de d’Alembert

Si

Ant1
an

— A € [0, +oo[ quand n — +o0, alors R = 1.

1.3 Combinaisons linéaires de séries entiéres

Soit {a,z"} de rayon de convergence R, {b,z"} de rayon de convergence R’. Soit {c,z"} de rayon de convergence R, ou
¢n = aay, + fby,. On a toujours R” > min(R, R'). Si de plus R # R’ et af8 # 0, alors R” = min(R, R').

1.4 Produit de Cauchy de deux séries entiéres

n
Soit {a,z™} et {b,2"} deux séries entieres. Leur produit de Cauchy {c,z"} reste une série entiére. De plus, ¢,, = > agb,—j et

k=0
R” > min(R, R).

2 Propriétés de la fonction-somme

On appelle F: D — C la fonction-somme dela série entiére {a,z"} de rayon de convergence R.
+oo
T Y apa”
n=0

2.1 Continuité de la série lorsque K = C

Si R €]0, +oc], alors F' est continue sur le disque ouvert D(0, R).

2.2 Classe infinie dans le cas réel

K =R, {a,z"} de rayon de convergence R > 0; alors F est C> sur | — R, R[; plus précisément, on obtient les F(*) en dérivant
formellement les expressions Y a,z".

2.3 Primitivation dans le cas réel
K = R, {an,a"} de rayon de convergence R > 0. La fonction = €] — R, Rj— [ F(t)dt est bien définie et de classe C>. On
Pobtient par primitivation formelle de Y a,z™.
2.4 Identification de séries entiéres
Soit deux séries {a,z™} et {b,2"} de rayons de convergence respectifs R, et R, tous deux non nuls. S’il existe h > 0 tel que
1. ] = h,h[C] = Ra, Ra[N] = Rb, Rs|
2. Yz €] — h,h[,Y apa™ =3 bya"
Alors Vi €N, a, = by,

3 Développement en série entiére

3.1 Définitions

Lorsque K = R, une fonction f est dite développable en série entiére sur U'intervalle | — a,a[(a > 0) si il existe une série entiére
+00

{anx"} de rayon de convergence R > a telle que Va €]—a, af, f(z) = Y apz™. Lorsque K = C, on définit de méme f développable
%=0

en série entiére.

3.2 Condition nécéssaire d’existence d’un développement en série entiére

Soit une fonction f définie au voisinage de 0 & valeurs dans C. Pour que f soit développable en série entiére, il faut qu’elle soit
Z’ au voisimage I[C 0.

3.3 Développement en série entiére de fonctions rationnelles

K = RouC. Toute fonction de la forme REIN SE’I;, avec P,Q € C[X] et Q(0) # 0, est développable en série entiére. Plus

précisément, si () est la liste des zéros de @ dans C, f est développable en série entiére sur D(0,a) ot @ = min |{;| > 0. Voir
fiche sur les développements en série entiére classiques.

3.4 Utilisation d’une équation différentielle

o
1. Soit une équation différentielle linéaire de la forme a(z)y’ + b(z)y + c¢(z) = 0 ou a,b, ¢ : I <, C, I intervalle de R non
trivial. Si @ ne s’annulle pas sur I, soit ¢; et @2 deux solutions de cette équation différentielle. Si Jzg € I/p1(z0) = w2(xo)
alors 1 = @o.
0
2. Soit une équation différentielle linéaire de la forme a(z)y” +b(x)y’ + c(z)y +d(z) =0 ot a,b,c,d : T £ Cet ane annulle
pas sur I. Soit ¢y et o deux solutions de cette équation différentielle définies sur I ; si 3z € I/ ( #7/1(960) ) = ( <*7,2(x0) )
@1 (o) ©(wo)
alors 1 = @a.

On obtient ainsi des conditions sur les solutions de I’équation différentielle et parfois des séries entiéres solution.




Développements en série entiére classiques
aThis — M P*

1 Fonctions exponentielles et trigonométriques
R

VwEC,e”:ZF

n=0 "

—+o00
$2n

Va € C,ch(z) = ZW

n=0
“+o0 )
.1'2"'+1

Va € C,sh(z) = Zm

n=0

+oo :L,2n,+1
Vo €]l —1,1], th =
z €] [, argth(x) 25,57
+oo 2n+1
. n T
Vo € R,sinz = 7;)(—1) @n T 1

—+o00
x2n

Vo € R,cosx = Z(—l)” o).

n=0

+oo _,E2'n,+l
Ve €] — 1,1, arctan(x) = Z(—l)”m

n=0

Fonctions rationnelles, puissance et logarithme

2
Vz €] - 1,1, In(1 + ) io( e
zel—-1,1In(l+z) = e
n=0 n
Vz €] - 1,1],— In(l — 2) +§x
zel—1L,1,-In(l—z)=)» —
n:On
1 &=
Vxe]—l,l[,m:"gox"’
Vo €] - 1,1], — :f(_m%"
I+az =
+oo
VJSE]—1,1[,V04€R\Z,(1+$)“zza(a_l)“ﬁ!(a_n—’—l)x”
n=0



Généralisation de la notion d’intégrale

a8 — MP*

1 Intégrabilité des fonctions positives

1.1 Définition

cy .
Soit I un intervalle de R, f: I == R*. f est intégrable sur I si il existe M € R tel que pour tout segment J C I, [, f < M. Si
[ est intégrable, on définit [, f = sup([; f). Si I est un segment, toute fonction C9, : I — R* est intégrable.

1.2 Intégrabilité et limite

Si I est un intervalle, on appelle suite croissante exhaustive de segments (SCES) de I toute suite de segments emboités Jy C
Ji C...C J, C...telle que |J J, = I. Avec les notations précédentes, la suite n — fJ f croit. f est alors intégrable ssi
neN "

cette suite est majorée, auquel cas fl f= lim [/ I
b n—+oo v /n

o
Utilisation de la formule de Chasles : f: 1 —% R*, I = (a,b) (on ne précise pas 'ouverture aux bornes de I); soit ¢ €]a, b],
f est intégrable sur I ssi f|,c et flc.) le sont sur (a,c] et [c,b) respectivement. Dans ce cas f[ f= f(a.c] f+ f[c_b) f

. . [ - .
Corollaire : si I et I’ sont deux intervalles de mémes bornes I’ C I et f: I —= R*, alors f est intégrable sur I ssi f est
intégrable sur I'. Dans ce cas [, f = [}, f.

1.3 Opérations et estimations
0
}o f:I Smy R+ soit A € R f est intégrable ssi Af Uest, auquel cas [} A\f = A [ f.
0
L fig:1 Loy gt f + g est intégrable ssi f et g le sont, auquel cas [,(f +9) = [, f+ [, 9.

0
F fig:1I Ly R+ 1si IM > 0/f < Mg et g intégrable alors f est intégrable et [, f < M [, g.

2 Fonctions complexes intégrables

2.1 Définitions et modes de calcul
0 0
f1 h C est intégrable sur I si |f| Pest. En particulier si [f| <@ oug: ] &> R* intégrable, alors f est intégrable.
CD
L Soit f : I — R intégrable, alors f+ et f~ sont CY, intégrables

0
L Soit f: T Smy intégrable, alors Re(f) et Im(f) sont CY, intégrables

2.2 Linéarité
0
Si I est un intervalle de R, et K = RouC, I'(1,K) désigne I'ensemble des fonctions intégrables I Sy K. Cest un sev de co,
et [} est une forme linéaire sur ce sev. 12(I,K) désigne 'ensemble des fonctions de carré intégrable.
1. Si f,g € I*(1,K) alors fg € I'(I,K).
2. SiIK=R, (f,9) € (I*(I,K))? — [, fg est un produit scalaire : [*(I,K) est préhilbertien.

(LK),

3. SiK=C, (f,9) € (1*(1,K))? — [, fg est un produit scalaire hermitien.

4. Si (f,9) € (I*(1,K))?, on a linégalité de Cauchy-Schwarz : | [, fgl < +/[; 1fI? [, |9l

2.3 Regles de calcul sur les intégrales

CO
L Reégle du changement de variable : soit I, I' deux intervalles, f : I — C intégrable, ¢ : I’ — I une bijection de classe
C. Alors fo- ¢ estintégrable sur I et [, f = [}, fop-¢'.

0 o1
L Regle d’intégration par parties : Soit I un intervalle, I = (a,b), f,g : I e ¢ si fg' et f’g sont intégrables, alors
i ' =1fgle = J; £, ou [fgli; = lim(fg)() ~ lim (fg) (a).

lim
25b r=a
3 Théorémes de convergence

3.1 Définitions

Soit A un ensemble, on appelle suite de fonctions de A dans K une famille d’applications de A dans K indexée par N; on la note
S+ A — K. Avec ces notations, on dit que (f,) converge simplement vers f si Vo € A, f(z) = liT Tn(@). Si (uy) € (KAN,
n—+o0
on dit que {u,} converge simplement sur A si Vz € A, la série de terme général u,(z) est convergente. On peut alors définir
une fonction-somme w: A — K
F

T — U (x
n=0

3.2 Théoréme de convergence dominée (théoréme de Lebesgue)
I un intervalle de R, (f,,) une suite de fonctions C%, I — C. On suppose :
1. (f») converge simplement vers une fonction f C3,.
cO

2. domination : 3¢ : I — R intégrable telle que Vn € N, Vz € I, | fa(z)| < ().
Alors :

1. Les fonctions f,, et f sont intégrables

2. [} fu(z)dz fmacey J; f(z)da.

3.3 Théoréme d’intégration terme a terme
) .
Siw: I — C, intégrable, on définit la norme-un de u et on note |ul|; la quantité : [|ully = [} [u(t)|dt.
c[)
Théoréme : Soit (uy) une série de fonctions I — C intégrable. Hypotheses :

0

1. Cette série converge simplement sur I et la fonction-somme u est Cj),.
2. La série numérique {||u,||1} est convergente.
Alors :

1. w est intégrable sur 1

400 400 i +o0
2. [} X un= 3 Jrun, soit s [fu= 3" [ un.
n=0 n=0 n=0

+oc
3. lullx < Zn\lun|\1~
=

4 Intégrales & paramétres

4.1 Théoréme de continuité

Enoncé 1 : Soit I, J deux intervalles de R, et f : I x J — C. Hypotheéses :
1. Pour tout = € J fixé, t € I — f(t,x) est CY, et intégrable

2. Pour tout t € I fixé, x € J — f(t,z) est C°




0
3. 3p: 1 Loy g+ intégrable telle que V(t,z) € I x J, [f(t,2)] < (1)

Alors la fonction F : z € J — [, f(t,2)dt est bien définie et continue.
Enoncé 2 : A une partie d’un espace métrique, f: I x A — C. Si :

1. Vo € A, t € [ — f(t,x) est CY, et intégrable

m

2.Vtel, v € A f(t,x) est CO sur A

0
3. 3p: I ™ RY integrable telle que ¥(t,z) € I x A, |f(t,2)| < o(t)

Alors la fonction F : 2 € A~ [} f(t,2)dt est bien définie et continue sur A.
[On peut se limiter & établir la domination sur tous les I x K ou K est un compact inclus dans A.

4.2 Théoréme de dérivabilité (théoréme de Leibniz)

eux intervalles de ypothéses :

)

1. Vz € J, f(e,z) est CY

m

et intégrable

2. il existe une application %(t, x) définie en tout point de I x J

3. Yz € J, 2L (e,z) est CY, et intégrable
4. Vtel, %ﬁ(t,o) est CY sur J

0
5. Domination : 3¢ : T Lo, gt intégrable telle que V(t,z) € I x J, |%(t, z)| < p(t)

Dans ces conditions, F : & € J +— [, f(t,x)dt est C' sur J et Vo € J, F'(z) = [, 2 (t,z)dt.

4.3 Etude de la fonction T’

On définit: I': 2 € RT* +— f0+°° e 't*~1dt. T est bien définie et C*° sur RT™ et Vk € N, Vo € RT* T5) (z) = f0+°° t==Le=t In® () dt.
On a de plus :

p V2 >0,T(z+1)=zal(z)
FT = vm T =1, Va e N, T(n) = (n = 1)1

# En0,I'(z) ~ L.

Variations :

T 0 1 c 2 400
T'(z) - 0 +
I(z) | +oo +00
hY A/
>0




Suites et séries de fonctions

a9 — MP*

1 Suites de fonctions

1.1 Convergence simple
(fn)nen une famille de fonctions de E dans C : on dit que (f,) converge simplement vers f € CF si Va € E, HI+I’1 fulz) =

f(x), c’est & dire Vo € E,Ve > 0,3ng € N/Vn > ng,|f(z) — fu(z)| < €. no dépend de ¢ et de z. (f,,) converge simplement ssi
(fn(x)) vérifie e critére de Cauchy pour tout z : Vo € E,Ve > 0,3n0/Vn = no,Vp = 1, [faip(@) — fa(z)[ < e

1.2 Convergence uniforme

(fn) € (CEYN f € CF, (fn) converge uniformément vers f si sup|f(z) — fn(2)] — 0. Soit ¢ : E — C bornée, on appelle
rel

lp
~ Si (fn) converge uniformément vers f et g alors f =g
~ Si (f,) converge uniformément vers f alors (f,) converge simplement vers f

(fn) converge uniformément vers f ssi Ve > 0,3ng € N/Vz € E,Vn > ng, |fn(z) — f(z)| < e
(fn) converge uniformément ssi f vérifie le critére de Cauchy de convergence uniforme : Ve > 0, 3ng/Vx € E, Vn > no,

Vp 20, [fatp(@) — ful@)[ <e.
(fn) converge uniformément vers f ssi 3(a,) € (RT)V/ Vo € E,Vn € N, [f(z) — fu(z)| < a, et liT an = 0.
n—+00

norme-infini et on note [[¢[[ la quantité o[l = sup[p()].
TE€E

1.3 Convergence uniforme et continuité
1. Soit A C R, f,, : A— C telle que (f,) converge uniformément vers f: A — C
(a) Si toutes les f,, sont C° (respectivement & gauche, & droite) en un point zy € A, il en est de méme pour f en ce point.
[b) Si toutes les f,, sont C° sur A alors il en est de méme pour f.

2. A C E ou F est un espace métrique, f, : A — C telle que (f,,) converge uniformément vers f : A — C. Si toutes les f,
sont continues en xo € A, alors f 'est aussi. Si toutes les f,, sont continues sur A alors f l'est aussi.
3. I =(a,b[C R, —¢ < a < b < +oo. Hypotheses : f,, : I — C telles que (f,,) converge uniformément vers f; Vn € N,
Al, = lim f,,(z) finie. Alors :
*Sb

(a) 1,, admet une limite [ finie
[b) I = lim f(z)
kSb

4. Version topologique : A C E ot E est un espace métrique, f, : A — C telle que (fn) converge uniformément vers
V : A — C. Soit a € A\ A, on suppose que Vn, 3, = liin fn(z). Alors (1,,) admet une limite [ et [ = liinf(z).
z—ra z—a

TEA TEA

0
5. I un intervalle de R, f,, : T <, R, f: I — R;si(f,) converge uniformément vers f sur tout segment inclus dans I, alors
|f est encore continue sur /.

1.4 Convergence uniforme et intégration

cy cy
1. Soit I = [a,b] un segment de R, f, : I = C, f: I — C. Si (f,) converge uniformément vers f, alors

@ [j1f=fal — 0

n—+oo

Kb) Jifn — [} f

n—s+oo
2. Si I est un intervalle borné non fermé de R, ces résultats restent vrais a condition que les f,, et f soient intégrables
0
3. Théoréme de primitivation : I intervalle de R, f,, : T < C, f: I — C, ae€lfixé. Si(f,) converge uniformément sur
tout segment inclus dans I, alors :
(a) Fy:x €l [T fu(t)dt converge simplement vers F': x € I — [ f(t)dt
[b) (F,) converge uniformément vers F' sur tout segment inclus dans I.

1.5 Théoréme de dérivation

\I intervalle de R, f,, : I C—1> C, f: I — C. Hypotheses :

1. (f,) converge simplement vers f

2. (f}) converge uniformément sur tout segment inclus dans I vers une fonction g
Alors

1. gest C°

2. festClet f'=g

3. (fn) converge uniformément vers f sur tout segment inclus dans I.

Classe C* : I intervalle de R, f,, : I C:)] C, f: I — C. Hypotheses :
1 (fu)s (FL)s -y ( ,(Lk_l)) convergent simplement sur I et la limite simple de (f,) est f.

2. ( f,m) converge uniformément sur tout segment inclus dans I vers une fonction g.

Alors f est CF, f) = g et (f,(,,l)) converge uniformément vers f() sur tout segment inclus dans I pour tout 0 < < k.

2 Séries de fonctions

2.1 Nature de la convergence
Soit E un ensemble, A C E, {u,} une série de fonctions A — C. On dit qu’elle converge simplement sur A si pour tout

+oo
z € A, {u,(z)} est convergente. Dans ce cas, la fonction-somme S : 2 € A — > u, () est bien définie. Dans ce cas, la suite
=y

n o
de fonctions S,, : # € A — Y ui(z) converge simplement vers S et la suite de fonctions R,, : 2 € A — +§: up(x) converge
k=0 k=n+1

simplement vers 0.

Critére de Cauchy de convergence simple : Vo € A, Ve >0, Ing/Vn = ng,Vp = 1, Jun1(x) + ...+ tpip(@)[ < €.

On dit que {u,} converge uniformément sur A si (S,,) converge uniformément vers S. Cela revient a dire que (R,,) converge
uniformément vers 0.

Critére de Cauchy de convergence uniforme : Ve > 0, Ing /Yo € A,Vn = no,Vp 2 1, [up41(z) + . .. + tpgp(z)| < e

On dit que {u,} converge normalement sur A lorsque la série numérique {||u, |~} converge. Avec ces notations,

1. Si {u,} converge normalement sur A, Vo € A, {u,(z)} est absolument convergente
2. Si {u,} converge normalement sur A, alors {u,} converge uniformément sur A

Caractérisation de la convergence normale : {u,} converge normalement ssi il existe une série numérique {a,} convergente telle
que Vz € A, Vn €N, |u,(2)] < ap.

2.2 Continuité de Ia fonction-somme
1. Soit A C R, u,, : A — C telle que {u,} converge uniformément sur A, S sa fonction-somme

(a) Si toutes les u,, sont C° (respectivement & gauche, a droite) en un point z¢ € A, il en est de méme pour S en ce point.

Kb) Si toutes le u, sont C° sur A alors il en est de méme pour S.

2. A C E ou E est un espace métrique, u, : A — C telle que {u,} converge uniformément. Si toutes les u,, sont continues
en xg € A, alors S Test aussi. Si toutes les u,, sont continues sur A alors S T'est aussi.

3. I = (a,b[C R, —00 < a < b < +oo. Hypothéses : u,, : I — C telles que {u,} converge uniformément, et Vn € N,
Hl, = limuy,(x) finie. Alors :

b




a) 3l = limS(x
z5b

+o0
[b) {l.} converge, et Il = > 1,.

n=0

2.3 Intégration des sommes de séries

c°

0
L[ = [a,b], {un} série de fonctions I — C. Hypotheéses : {u,,} converge uniformément sur I et S:z € I Emy > un(z). Alors :

- - P b
1. La série numérique de terme général v,, = fa Uy, (t)dt converge

» +oo b E® oo,
2. [/ S(t)dt = Y v, Cest adire [ Y un(t)dt = 3 [ un(t)dt.
n=0 =y n=0
Ces résultats restent valables si I est un intervalle borné non fermé de R, a condition que les u,, et u soient intégrables sur I.

2.4 Primitivation
0
L[ un intervalle de R, u,, : I <, C, telle que {u, } converge uniformément sur tout segment inclus dans I. Soit S la fonction-
somme associée a {u,}. Alors :
1. Sest C°

F=
2.Siael, [TSt)dt =3 [T u,(t)dt pour tout z € I
0

In=

3. Il y a convergence uniforme sur tout segment de la série {f: up, (t)dt}

2.5 érivation

1
\I un intervalle de R, u,, : I £, C une série de fonctions. Si {un} converge simplement sur I et {u],} converge uniformément
+oo
sur tout segment inclus dans I, alors S est C' et Vo € I, S'(z) = >_ u,,(z). En outre, {u,} converge uniformément sur tout

n=0
segment inclus dans I.
(,k)}

LAvcc les mémes notations, si les u, sont C¥21 sur I, si {u,}, {ul}, ..., {uf:c_l)} convergent simplement sur I et {uy,
+oo
converge uniformément sur tout segment inclus dans I, alors S est CF et VO <1< k, SO = S u("l,). En outre, il y a convergence
n=0
uniforme sur tout segment des séries {u$,l )}.

3 Etude des séries entiéres

{a,z™} une série entiére de rayon de convergence R €]0, +oc]. On s’intéresse a la nature de la convergence.
1. Dans le cas réel, il y a convergence uniforme de la série {a, 2"} sur tout segment inclus dans | — R, R[.
2. Dans le cas complexe, il y a convergence uniforme sur tout disque fermé D’(0,7) ou r < R.

Dans les deux cas, il y a méme convergence normale sur les ensembles condidérés.

4 Théorémes de densité

4.1 Généralités
Normes : voir a13 espaces métriques

R . 0 . Con
komparalson entre normes : I un segment de R, E I’ensemble des fonctions I <, C, E,, 'ensemble des fonctions I — C.
On définit pour tout f € E,,,

b
)m\l =/ A< 0= a)lflle

b
17l =1/ [ 11 < Vo=l
On ade plus : [|f]|1 < Vb—alfl2

Soit || e || une norme, F sev de E,, P une partie de F. On dit que P est dense dans F au sens de || || si Vf € F, Ve > 0,
g € P/||f — gl < e (c’est a dire F C P).

4.2 Fonctions en escalier
&1 lensemble des fonctions en escalier I — C. & est dense dans E,, au sens de || [|o (a fortiori de || [|1 et || [|2)

0
‘Lemme de Lebesgue (hors programme) : f : [a, b] L, C,pourz €R, I = ff f(t)e™tdt; alors T — 0 quand  — +00.

4.3 Densité des fonctions affines par morceau

I = [a,b] un segment de R, une fonction ¢ : I — C est affine par morceauz si elle est C° et sil existe une subdivision
a=z9<x1 <...<Tp =bdel telle que ¢|j, o,,,) soit affine pour tout i.
[Le sous-espace vectoriel des applications I — C affines par morceaux est dense dans le sev C°(7,C) au sens de || ||sc.

4.4 Théoréme polynomial de Weierstrass

II un segment de R, le sev des fonctions polynomiales de I dans C est dense dans C°(I,C) au sens de || [|sc-

4.5 Densité des fonctions polynémiales trigonométriques

(théoréme de Weierstrass trigonométrique)

N
[f : R — C est un polynome trigonométrigue si elle est de la forme f(z) = Y Cpe’=.
k=—N

0
boit E Pensemble des fonctions R <= C 27 — périodiques. Le sev des fonctions polynomiales trigonométriques est dense dans
E.




Séries trigonométriques

al) — MP*

1 Généralités sur les fonctions périodiques

1.1 Questions liées a la classe C*

f:R — C T — périodique (T > 0). f est Ck ssi f|4,ar7) €St CF, (a €R).

m
1.2 Dérivées et primitives des fonctions périodiques

Ck
f:R = C est dite réguliére (au sens de Dirichlet) ou satisfait la convention de Dirichlet si pour tout x € R,
1
f(z) = 5 (lim f(y) + lim £ (y)).
2y Sa P

Si f est Cl,, f’ n’est pas définie en les points ot elle est discontinue.

ms

1.3 Séries trigonométriques

Soit T > 0, on appelle série trigonométrique toute série de fonctions R — C de la forme {uy,},>0, ot :
P ug est une constante uy = %
k Pour n > 1, u, est de la forme z — a,, cos( nzx) + by sm( Tna) ol ay, by, € CN.

Si cette série converge simplement sur R, sa fonction-somme S est de période T'. Si {a,} et {b,} sont absolument convergentes,
alors {u, } converge normalement et S est de plus C°.
De la méme fagon, on peut considérer une série de fonctions de la forme Vn € Z, u,,(z) = C,e™*. On appelle somme a I'ordre

N de cette série la suite Sy = Z Cre™®. Si cette somme admet une limite, on dit que la série {C,,e"™} converge et on note
k=—N
oo )
> Cne™ sa somme.
na—oo

On peut passer de I'une a lautre de ces représentations an posant : a, = C,, + C_,, et b, = i(C,, — C_,). {Cy }nez est
sommable ssi {C, }nen et {C,,},,e( N+ sont absolument convergentes.

}56’1’1‘65 de Fourier : si f : R —> C on définit C,,(f) = Tf“JrT F(H)e Fritdt, a,(f) = Tf“JrT f(t) cos(3Ent)dt (n > 0) et

bu(f) = 2 faJrT f(t)sin(ZEnt)dt (n 1) (ces valeurs ne dépendent pas du choix de «). La série de Fourier de f est alors par
exemple {C e nic Ynez, ou {uy bnen ot ug = % et Vn > 1, u, = an(f) (,()s(—nT) +b,(f) sm(—nT)

2 Convergence des séries de Fourier

2.1 Théoréme de Dirichlet

f:R—= Con C T — périodique, on peut lui associer ses coefficients de Fourier a,,, b, et C,, qui en découlent. Avec ces hypothéses,
1. La série de Fourier de f converge pour tout « € R.
2. Pour tout € R, la somme de cette série est %(lim fly)+ liin f(y)). En particulier cette somme est f en tout point ou f

y—=x y=a
est continue.

2.2 Cas de la convergence normale

f:R — C T — périodique ou f est C°, C},. La série de Fourier de f est alors normalement convergente. Plus précisément, les
series {|Cul}ner, {|C-nl}neri, {lan|bnen et {|ba[}ner- sont convergentes.

2.3 Dérivation des séries de Fourier
f:R — C T — périodique ou f est C°, CL,, et f’ C9,. Alors :
o Ve Z, Co(f') = FniCy(f)

. an(f) = Znba(f)
% Vn € N*, { bul(f') = jzﬂ?nan(/‘)

2.4 Primitivation

f R CT— périodique, on suppose que ‘[:HT (t)dt = 0. (Cela ssi ao(f) =0 et Co(f) =0).
Boit a € R fixé, FF: o € R— [ f(t)dt est alors C”, C}, et T — périodique vu 'hypothése. Alors :

b Ve Z, CyF) = L%

2 ni

). ¥n € N*, a,(F) = 7%b,u(f) et by(f) = %a..(f)

n

2.5 Identification

Une série trigonométrique qui converge uniformément est égale a sa série de Fourier. Autrement dit, si {7,e"*},cz cvu vers f,
alors v, = C,,(f) pour tout n € Z.

3 Reésultats quadratiques

3.1 Généralités

T > 0 fixé, E,, désigne le C — ev des fonctions ]R ™ C 27 — périodiques ; Ey est le sev de E,, formé des applications réguliéres,
E Te sev de Ey formé des applications continues, P le sev de E formé des polynoémes trigonométriques. Sur Ey X Ej, on
définit le produit scalaire hermitien (f | g) = %f“T fg. Sur E,, x E,,, ce n’est pas un vrai produit scalaire. Pour f € E,,,

Iflz=V({1f) R

3.2 Formule de Bessel-Parseval

f € Ep, s0it ay, by, C,, ses coefficients de Fourier.
i & S 2 2_ 1 (T 2
1. La suite (Cy)nez est de carré sommable et > [C,]> = ||f[5 =7 [, [f(t)[*de.
n=—oo
Py 2
2. Les séries {|an|}nen et {|bn|}nen- sont convergentes et | %" + 3 3 (|an|* + [bn|?) = || £1I3

3.3 Convergence en moyenne quadratique

N
. . 2% ik
f € E,,, elle admet des coefficients de Fourier a,,, b, et Cp,. S, :x— > CreT** Alors || f — Sx|2 — 0.
k=—N N—+o0

Corollaire : P est dense dans E,, au sens de | 2.







Formes bilinéaires et quadratiques

all — MP*

1 Généralités
On se place dans un corps K de caractéristique différente de 2.

1.1 Formes bilinéaires
E un K — ev de dimension quelconque. f: E x E — K est une forme bilinéaire si pour tout = € E, y — f(z,y) est une forme
linéaire et pour tout y € E, x — f(z,y) est une forme linéaire. f est symétrique si ¥(z,y) € E?, f(z,y) = f(y, ).

Si E est de dimension finie, soit B une base de E; si (z,y) € E?, on note X = Mp(z), Y = Mp(y). Toute forme bilinéaire
sur E est alors de la forme (z,y) NEN XMY, M € M, (K) fixée. f est symétrique ssi M est symétrique ssi ‘M = M.

1.2 Formes bilinéaires symétriques et dualité

Soit f une forme bilinéaire symétrique (fbs) de E, € E, on définit une application ¢ : E — L(E,K) = E* telle que Vz € E,
p(x) 1 y — f(z,y). ¢ est une application linéaire de E dans E*.
Par définition, ker f def kero = {z € E/Vy € E, f(z,y) = 0}. f est non dégénérée si ker f = {0}. Si de plus E est de

dimension finie, on définit rg(f) =l rg(¢p).

1.3 Structure et matrices

L’ensemble des fbs de E est un sev de KF*. Si E est de dimension finie et B = (e1,...,e,) est une base de E, on définit pour
f € FBS(FE) la matrice M(f) = (f(ei,ej))i<i<n € M, (K). Mp : f € FBS(E) — Mp(f) € M, (K) est linéaire, ker Mp = {0},
1<j<n
Im(Mp) = Sym,(K). De plus, (Ms(f) =0) = (f =0).
Corollaire : dim FBS(E) = M
|Propriété : Mp(f) = Mg p-(p) donc rg(f) = rg(Mp(f)). De plus, f est non dégénérée ssi Mp(f) est inversible.

1.4 Orthogonalité relative a une forme bilinéaire symétrique

E un K —ev de dimension quelconque, f une fbs ; pour tout (z,y) € E2, on dit que z L y si f(z,y) = 0. Si F est un sev de F, on
pose FX = {y € E/Vx € F, f(z,y) = 0}; c’est un sev de E. On a toujours F' C F++, B+ = ker f. En revanche, F (| F* # {0}
en général.

[Propriété (hors programme) : Si E est de dimension finie, f FBS de E, alors il existe une base orthogonale pour f.

[Lemme : Soit f € FBS(E), E de dimension quelconque ; si Vz € E, f(z,z) = 0, alors f = 0.

1.5 Changement de base, matrices congruentes

E un ev de dimension n. Soit f une fbs, B et C deux bases de E. M = Mp(f), M' = Mc(f), P = Mg(C). Alors M’ = ‘PMP.
(M, M') € (M,(K))? sont congruentes si elles sont symétriques et IP € GL,(K)/M’ = PM P. C’est une relation d’équivalence
sur Symy,(K). Si M et M’ sont congruentes, alors elles sont équivalentes et ont méme rang.

1.6 Formes quadratiques

E un K—ev de dimension quelconque. ¢ : E — K est une forme quadratique siil existe une fbs f telle que Vz € E, ¢(z) = f(z,z).
Caractérisation : q : E — K est une forme quadratique ssi :

1. YA€ K, Vz € E, g(Az) = \q(z)

2. f:(z,y) € B> — L(g(z +y) — q(z) — q(y)) est une fbs

dans ce cas f est Punique fbs telle que ¢(z) = f(z,z). On Dappelle forme polaire de q.
bn deéfinit ker ¢ %S Ker f; en général, ker g # ¢~ 1({0}). On dit que g est non dégénérée si f l'est. Si de plus E est de dimension

finie, on pose rg(q) =l rg(f), et si B est une base de E, Mp(q) o Mg(f). Si K =R, q est positive si Vo € E, q(z) > 0, et g est

définie positive si Vo € E\{0}, g(z) > 0. On parle de méme de f fbs positive, définie positive.

2 Formes quadratiques positives, définies positives

2.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un R — ev, f une fbs positive, ¢ la forme quadratique associée. On a : Va,y € E, |f(z,y)| < v/q(z)q(y)
Corollaire : si q est positive, kerg = ¢71({0}) (hors programme).
Conséquence : on pose ||z|| = v/q(x). || || est une semi-norme car :

b VzeE, |z >0
o fof=0
o ] = [l

o Va,y € B, llz+yll < llzll + llyll

2.2 Espaces préhilbertiens

Un ev réel E muni d’une fbs définie positive est dit préhilbertien (réel). La fbs est alors appelée produit scalaire, souvent noté
(z|y)ou<z|y>.xr— [z| est réellement une norme, car on a de plus (||z]| = 0) = (z = 0). On a les cas d’égalité suivants
dans les inégalités précédentes :

o Cauchy-Schwarz : égalité ssi (z,y) lice

lo Inégalité triangulaire : égalité ssi (z,y) positivement liée, c’est & dire z = 0 ou I\ > 0/z = Ay

2.3 Espaces euclidiens

Un espace euclidien est un espace préhilbertien réel de dimension finie. On a alors le procédé de Gram-Schmidt, toute famille
orthonormale peut étre complétée en une base orthonormale, et si F est un sev, E = F @& FL. On peut encore définir le produit
mizte : si E est orienté, soit By une base orthonormale directe. Si B est une base orthonormale de E, Mg, (B) € O, (R) et donc
detg, (B) = £1. On dit alors que B est directe si detp,(B) = +1. Dans ce cas, detg, = detp est appelé produit mizte.

3 Adjoints d’'un endomorphisme

K un corps de caractéristique différente de 2.

3.1 Généralités

E un K —ev de dimension quelconque, f une fbs, ¢ la fq associée. u,v € L(F) sont adjoints siVz,y € E, f(u(z),y) = f(z,v(y)).
Dans ce cas v et u sont adjoints. u est autoadjoint (ou symétrique) si u est son propre adjoint. wu est antiautoadjoint (ou
antisymétrique) si —u est adjoint de u. Si u € GL(E), u est orthogonal si u™' est adjoint de u.

On peut caractériser les endomorphismes orthogonaux : u est orthogonal ssi w € GL(E) et Va,y € E, f(u(z),u(y)) = f(z,y)
ssiu € GL(E) et Vz € E, q(u(z)) = q(z).

Exercice : 1'adjoint, s’il existe, est unique lorsque la fbs de référence est non dégénérée.

3.2 Cas d’un espace euclidien

Si E est euclidien, tout f € £(F) admet un unique adjoint, noté f*; de plus, si B est une base orthonormale, Mg(f*) = *Mp(f).




3.3 Propriétés de ’adjonction

E ev euclidien. f € L(E) — f* est linéaire involutive ; c’est en particulier un automorphisme. On a les propriétés suivantes
Vg € L(E), (go f)* = frog": ¥Vf € GL(E), (f71)" = (f)7"; Vf € L(E), det f = det f*, tr(f) = tr(f*), xr = xs+
ker f* = (Im(f)) ", Im(f*) = (ker f)*, rg(f*) = rg(f).

Soient F,G deux sous-espaces de E tels que E = F & G, p le projecteur sur F parallelement & G. Alors p* est le projecteur

1
sur G parallélement & F. Si de plus E = F & G, alors p est autoadjoint : un projecteur orthogonal est autoadjoint.
Boit f € L(E), si F est un sev stable par F, alors F'* est stable par f*.

4 Théorémes de réduction et applications

4.1 Reéduction des endomorphismes symétriques
Si E est un ev euclidien et v € L(F) symétrique, alors :

1. u est scindé

2. si A # p € R, alors ker(u — A\d) L ker(u — pld)

3. u est diagonalisable ; plus précisément, il existe une base orthonormale B telle que Mp(u) soit diagonale

4.2 Endomorphismes symétriques positif
E euclidien, u € L(E). (z,y) — (u(z) | y) est une forme bilinéaire. C’est une fbs ssi u* = u. Dans ce cas, on dit que u est
positif siVx € E, (u(z) | ) > 0. On dit que u est défini positif si Va # 0, (u(z) | z) > 0.

Propriétés : Soit u tel que u* = u.

1. w est positif ssi Sp(u) C RY

2. w est défini positif ssi Sp(u) C RT*
Lemme : Soit A\; < ... < ), la liste des valeurs propres de u. Alors Yz € E, A\||z|? < (uw(x) | #) < A\||z]|?. De plus, cet
encadrement est optimal car les valeurs extrémes sont atteintes.

On note souvent St = {u € L(E) symétrique positif}, St = {u € L(F) symétrique défini positif}.

S+ a une structure de cone : 0 € ST, St est stable par +, et si A € RT, u € ST, \u € S*.

ST+ a une structure de cone pointé : ST est stable par +, et si A € R™*, u € ST, Au € ST+,

Propriétés : Soit E euclidien.

b Sive L(E), alors u=v*v € ST(E); si de plus v € GL(E), alors u € STH(E).
po inversement, si u € ST(E), alors 3v € L(E)/u = v*v. Si u € STH(E), alors Jv € GL(E)/u = v*v.
fp Plus précisément, Yu € ST(E), Jv € ST(E)/u =2, et Yu € ST (E), Jv € STH(E)/u =02,

Exercice : dans cette derniére propriété, v est unique.

[Décomposition us : Yu € GL(E), 3s € ST(E), Jv € O(E) tels que u = vs.

[Cas des matrices : On dit que M € M, (R) est symétrique positive si ‘M = M et ¥X € R", *XMX > 0. M est définie
positive si de plus VX # 0, ’XMX > 0. On note de méme S, (R), S;T(R). Si A € M,(R), 'AA € S} (R), et si A € GL,(R),
alors YAA € SFF(R). De plus, M € S* ssi 3T € M, (R) triangulaire supérieure telle que M =' TT; M € ST ssi 3T € GL,(R)
triangulaire supérieure telle que M =! T'T.

4.3 Reéduction des formes quadratiques

E un ev euclidien, VI € E*, Jla € E/Vz € E, l(z) = (a | z). Si a # 0, a est un vecteur normal & ker (.
Soit f une fbs, 3lu € L(E)/u* = u tel que Vz,y € E, f(z,y) = (u(z) | y).
[Corollaire : il existe un base B orthonormale pour le produit scalaire aussi orthogonale pour f.

5 Endomorphismes orthogonaux

E euclidien.

5.1 Généralités

u € L(E) est orthogonal ssi :

1. u€ GL(E) et u* = u~ T ssi
2. Y(z,y) € E?, (u(@) | u(y)) = (x| y) ssi
3. Vz € B, |lu(z)] = [l
Corollaire : soit B une base orthonormale, u € O(E) ssi Mp(u) € O,(R)
On note SO(FE) = {u € L(E)/detu = +1}.
5.2 Génération de O(E)

Soit H I’ensemble des symétries par rapport & des hyperplans de F, dim E = n. H engendre O(FE) ; plus précisément, si u € O(E),
JieN/O0<k<netdoy,...,op E H/lu=010...00%.

5.3 Classification des éléments de O(F) lorsque dim F = 3
u € O(E); on écrit u =0y 0...00) avec k minimal.

o Si k=0, alors u=Id.

o Si k=1, u est une symétrie par rapport a un plan.

p Sik =2, u=o0;00 est une rotation (d’angle différent de 27). Son axe est ker(cy — Id) ( ker(oy — Id). Une fois orientés E

cosf) —sinf 0
et I’axe par le choix d’un vecteur unitaire k, Mp(u) est de la forme Mp(u) = [ sin@ cos@ 0 | ou 6 ne dépend plus
0 0 1

de la fagon de compléter K en une BOND B = (;, f, l;) de E. On a de plus : sind = [z, u(z), k]miste-

o Sik=3,u=01002003; detu = —1 donc det —u = 1. —u est donc une rotation d’angle différent de 7 + 2k7, k € Z.

5.4 Reéduction générale des endomorphismes orthogonaux
u € O(E), By = ker(u — Id), E_y = ker(u + Id). Il existe des plans vectoriels Hy,..., Hy, (avec éventuellement m = 0) stables
1 | | |
par u tels que E=FEy @ E_y & Hy & ...® H,,. Remarque : Sp(u) C {—1,1}.
Si B est une BON adaptée, Mg (u) est diagonale par blocs :

Laim E,
—IlaimE_,

cosfy —sinb,
sinf, cosf;

cosf,, —sinb,,
sinf,, cosf,,
6 Projections orthogonales
Soit E préhilbertien réel
6.1 Projections orthogonales sur un sev de dimension finie
Soit F sev de E de dimension finie ; Vo € F, 3ly € F/y — x € F*. Cela montre que F = F & F*. Avec ces notations, ¥z € E,

e = 2] = Jlo — y[] avec égalité ssi z = y. Si B = (€1,...,6m) BONde F,Vz € B, y = Zl(e,z [z)e;.
[Corollaire : (FL)*+ = F.

i=




6.2 Propriétés des projecteurs orthogonaux

m
€1,...,6y,) une famille orthonormale, F' = Vect(ey,...,e,). p: x € E — e; | ©)e; est un projecteur, kerp = FL et
p proj p

i=1
Im(p) = F. p est de plus symétrique positif et 1 — lipschitzien, c’est & dire Yo,y € E, |p(z) — p(y)|| < ||z — vl
Si F est euclidien, tout projecteur autoadjoint est orthogonal et tout projecteur 1 — lipschitzien est orthogonal.
Formule de Bessel-Parseval :

1. E ev préhilbertien réel, F = (e1,...,em) une famille orthonormale finie. Si z € FE, on pose : z; = (e; | x). Alors
m
St a? < ||z||? avec égalité ssi @ € Vect(F).
i=1

2. E ev préhilbertien réel, F = (e;);en une famille orthonormale infinie. Si z € E on pose z; = (e; | ). La série positive {27}

+o0 —
est convergente et Y. x? < ||z||? avec égalité ssi € Vect(F) (adhérence de Vect(F)).
=0







Espaces préhilbertiens complexes

al2 — MP*

1 Généralités
1.1 Formes sesquilinéaires
Soit E un C —ev. f: (z,y) € E? — f(z,y) € C est une forme sesquilinéaire si :

b Vz € E, y— f(z,y) est une forme linéaire

b Yy € B,z f(z,y) est une forme semi-linéaire, c’est a dire ¥(z,y) € E?, VA € C, f(\z,y) = Mf(z,y).
f est hermitienne si de plus Y(z,y) € E?, f(z,y) = f(y,2).

[>ensemble des formes sesquilinéaires sur £, noté F.S(E), est un sev de CP*F ; I’ensemble des formes sesquilinéaires hermi-
tiennes FSH(E) est un sev de F'S(F) vu comme un R — ev. -

Soit M € 9M,,(C), on note M* la transconjuguée de M, c’est & dire M* = *M. M est hermitienne ssi M = M*. On note
H,,(C) 'ensemble des matrices n x n hermitiennes ; c’est un sous—R — ev de 9,,(C). On a : dimg(H,(C)) = n>.

1.2 Identité de polarisation
Soit f € FS(E), on pose ¢q(z) = f(x,z) pour tout z € E. On a :

1
Va,y € B, fla,y) = J(a(@ +y) —a(=z +y) +igliz +y) —ig(~iz +y))

Conséquences :
1. Soit f € FS(E), si Vo € E, f(z,z) =0, alors f = 0.
2. Soit M € M, (C); (X,Y) — X*MY est sesquilinéaire. Si VX € C*, X*MX = 0, alors M = 0.
3. f € FS(E) est hermitienne ssi Vz, ¢(z) € R.

2 Formes positives

2.1 Notion de forme quadratique hermitienne

Soit £ un C—ev. g : E — R est une forme quadratique hermitienne si il existe une forme sesquilinéaire hermitienne f telle que
Vz € E, q(z) = f(x,z). Dans ce cas, f est I'unique forme polaire de q.
lg : E — R est une forme quadratique hermitienne ssi :

1. Yz € E, YA € C, g(\z) = A\g(z)

2. (z,y) — (q(z +y) — q(—z + y) + ig(iz + y) — ig(—iz + y)) est une forme sesquilinéaire hermitienne

2.2 Propriétés des formes quadratiques hermitiennes positives

Soit f une forme sesquilinéaire hermitienne sur E, ¢ la forme quadratique hermitienne associée. Si g est positive, on a 'inégalité
de Cauchy-Schwarz : ¥(z,y) € E?, |f(z,y)| < v/q(x)q(y). Dans ce cas, on a les corollaires suivants :

[Corollaire 1 : g(x) = 0 implique Vy € E, f(z,y) = 0.

Kforollaire 2 : .+ /q(x) est une semi-norme.

2.3 Formes définies positives

f une fsh, ¢ la fq associée. On dit que f est définie positive si Vx # 0, f(z,2) € RT*. On parlera de méme de ¢ définie positive
lorsque f lest. On dit encore que f est un produit scalaire hermitien, souvent noté (z | y), zey,... z — 1/q(x) est alors une
vraie norme, notée || ||.

[Cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz : lorsque (z,y) est lice.

[Cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire : lorsque (z,y) est positivement liée (E considéré comme R — ev).

|Procédé de Gram-Schmidt : avec ces notations, soit (e;);ez une famille libre (Z étant une partie non vide de N). II existe
alors une unique famille orthonormale (£;);ez telle que :

r VieTI g € Vect(ej)]iz

)0 Viel, ((31 ‘ E[) e Rt*

Si Z est fini, M(.,)(c;) est triangulaire supérieure avec coefficients diagonaux dans R**.
Un C — ev muni d’un produit scalaire hermitien est appelé préhilbertien (complexe) ; sl est de dimension finie, on dit qu’il
est hermitien. Un ev préhilbertien complexe et complet est appelé espace de Hilbert.

2.4 Projections orthogonales
2.4.1 Projections orthogonales sur un sous-espace de dimension finie
Soit E un ev préhilbertien, F un sev de dimension finie. Siz € E, 3y € F tel que 2 —y € F*. Si (€1,...,&,) est une BON de F,

m
y= Y (e | 2)e;. On aalors E = F & FL. 2 25 y est le projecteur sur F associé a cette somme directe. Im(p) = F, kerp = F-.
=1

2.4.2 Propriétés liées a la distance

Avec les mémes notations, si @ € F, p vérifie Vz € F, [lx — z[] = [lx — y[| avec égalité si et seulement si z = y. Le théoréme de
Pythagore subsiste : Vz,y € E, (z L y) = [lz + y||* = [|z]|* + [|y[|*; de méme, on a la formule du parallélogramme Vz,y € E,
llz+wl® + llz = wlI* = 2/l + [ly]1*)-

2.5 Inégalités de Bessel-Parseval

E un ev préhilbertien, (gq,...,&,,) une famille ON finie. On a
Vo e B, |(ei | )P < ||z
i=1

avec égalité ssi x € Vect(eq,...,&,). En conséquence, si (e;)ien est une famille ON, Vz € E, ((¢; | z))ien est de carré sommable
et

+oo
D lei | @) < 2
i=0

avec égalité ssi x € Vect((e;)ien).

3 Compléments

E"est un ev hermitien

3.1 Adjoints d’un endomorphisme

Siue L(E), 3w € L(E)/ Vz,y € E, (u(z) | y) = (x | v(y)); on note v = u* : v est adjoint de u. Si B est une BON,
Mp(u®) = (Mp(u))* = "TMp(u). u— u* est semi-linéaire involutive. u est normal si u et v* commutent ; u est autoadjoint (ou
hermitien) si u = u*; u est unitaire si u*u = Id. On peut caractériser les endomorphismes unitaires de Ia maniére suivante :

lo u est unitaire ssi
b V(z,y) € E?, (u(z) | u(y)) = (z | y) ssi
b V2 € B, [lu@)]? = ||

On note U(E) = {u € L(F)/u*u = Id} le groupe unitaire ; c’est un sous-groupe de GL(E). u est antihermitien si u* = —u;
dans ce cas, iu est hermitien.




3.2 Reéduction des endomorphismes

Lemme : Si u € £(E), il existe une BON B telle que Mp(u) soit triangulaire supérieure.
Propriété : si u est normal, alors u est diagonalisable et il existe une BON B telle que Mp(u) soit diagonale.

3.3 Cas des endomorphismes hermitiens
Si u* = u, les résultats du paragraphe précédent s’appliquent. Mieux : Sp(u) C R; VX # p € Sp(u), Ex L E, ; si F est un sev
stable par u, alors F- est aussi.

u hermitien est positif si Vo € E, (u(z) | ) € RT (ssi Sp(u) C RY); u est défini positif ssi Vo # 0, (u(z) | x) € RT* (ssi
Sp(u) C RT).

Bi v e L(E), u = v*v est hermitien positif ; il est défini positif ssi de plus v € GL(E). Si u est hermitien positif, Jv € L(E)
tel que u = v*v. v est unique si on le suppose hermitien positif, et dans ce cas v € R[u]. De méme si u est hermitien défini positif,
il existe v € GL(E) tel que u = v*v; v est unique si on le suppose défini positif, et dans ce cas v € Ru].

Décomposition de Cholesky : Soit M une matrice hermitienne définie positive dans 91, (C). Alors il existe une matrice T
triangulaire supérieure telle que M = T*T.

3.4 Endomorphismes unitaires
Soit u € U(E), alors :
1. u est scindé et Sp(u) C U
2. u est diagonalisable et 38 BON telle que Mpg(u) soit diagonale

Réciproquement, si u satisfait 1. et 2. alors u est unitaire.
Rappel : U= {z € C/|z| =1}




Espaces métriques

al3 — MP*

1 Généralités
1.1 Notion d’espace métrique et de distance

Un ensemble E est un espace métrique lorsqu’on le munit d’une distance, c’est a dire une application d : E x E —s R vérifiant
IES axiomes sulvants :

1. Séparation : V(z,y) € E?, (d(z,y) =0) <= (z =1y)

2. Symétrie : ¥(z,y) € B2, d(z,y) = d(y,x)

3. Inégalité triangulaire : ¥(z,y,z) € B3, d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2)
On a alors, en conséquence :

o ld(z,2) — d(y, )| < d(z,y)

P Vz € E, x+— d(z,z) est I-lipschitzienne

o Si E est un R — ouC — ev normé, on peut le munir de la distance d : (z,y) — |z — ||

Construction d’espaces métriques :

n
1. Soit (E;,d;)1<i<n une famille d’espaces métriques, on peut munir E = [] E; de I'une des trois distances suivantes : si X =
=1

1 € Ey Y1 n
: €EEY=| 1 |, Di(X,Y) = Ydi(ziy), Do(X,Y) =
=
zn € B, Yn '
FE est alors un espace métrique.

(di(xi,yi))?, Doo(X,Y) = max di(ws, i)
1<isn

2. Soit (F,d) un espace métrique, F' C F, on munit F de dp = d|pxr; (F,dr) est alors un espace métrique.

1.2 Continuité
1.2.1 Continuité en un point

Soient (E,d) et (E’,d’) deux espaces métriques, f : E — E'. Soit zg € E, f est continue en zy si Ve > 0, Ja > 0/Vz € E,
d(z,20) < o« = d'(f(z), f(z0)) <. On a les propriétés suivantes :

F Soit (E,d) N (B, d") N (E”,d"); st f est continue en zg et g en f(zg), alors go f est continue en z.

P Soit f : (E,d) — [[(Ei,di), E' = [](Ei,d;) muni de D € {Dy, D2, D}. On peut écrire f sous la forme f : z —
i=1 i=1
(f1(x),..., fm(x)). Alors f est continue en z ssi chaque f; est continue en z.

p Soit f : E' = [[(Ei,di) — (E,d), E' étant muni de D € {Dy,D2,D}. Si f est continue en z = (z1,...,x,,) alors
i=1
chaque f; est continue en z; (pas de réciproque !)

fo Soit (E,d) un espace métrique, ' C E muni de dp. Soit zo € F'; si f est continue en zy au sens de d, alors f|p l'est aussi
au sens de dp. La réciproque est fausse.

1.2.2 Continuité sur F

f i+ E — E' est continue sur E si elle 'est en tout point de E. Si A C E, f: A — E’, on peut envisager deux notions :
lo f est continue en tout point de A
o f:(A,da) — E’ est continue

Ces deux notions sont équivalentes.

1.2.3 Uniforme continuité

f: E — E' est uniformément continue si Ve > 0, Ja > 0/¥(z,2') € E?, d(z,2') < a = d'(f(z), f(2')) < &. Si f est
uniformément continue, alors f est continue. (réciproque fausse)

1.2.4 Applications lipschitziennes

[+ E — E’ est k— lipschitzienne si ¥(z,2') € E?, d'(f(), f(2')) < kd(x,2"). Toute application lipschitzienne est uniformément
continue.

1.3 Suites

Soit (E,d) un espace métrique. Une suite (z,,) € EY admet | € E comme limite si Ve > 0, Ing € N/Vn > ng, d(x,,l) <. Lest
alors unique.

[Une suite (z,,) est de Cauchy si Ve > 0, 3ng/Yn = ng, Vp = 1, d(zp, Tn4p) < . Toute suite convergente est de Cauchy. E est
dit complet si toute suite de Cauchy de E converge. Par exemple, (Q,]]) n’est pas complet.

Bi (z,,) € EV, une valeur d’adhérence de (z,,) est la limite d’une suite extraite (z,(,)) convergente, s'il en existe. Si A C E,
1€ A, (z,) € AN, dire que z,, e [ équivaut a dire que z,, — [ dans (A,da). Dire que (z,,) est de Cauchy équivaut a dire

que (z,) est de Cauchy dans (A,da).
On a une caractérisation séquentielle de la continuité : soit f : (E,d) — (E',d’), x € E, f est continue en z ssi pour toute
suite (z,,) dans F de limite z, f(z,) — f(z).

1.4 Ouverts d’un espace métrique

(E, d) un espace métrique. Soit z € E, p € RT*, on définit :
b B(z,p) ={y € E/d(z,y) < p} boule ouverte de centre x et de rayon p
b B'(z,p) ={y € E/d(z,y) < p} boule fermée de centre z et de rayon p

Une partie 2 C E est dite ouverte si Va € Q, 3p € RT*/B(z,p) C Q. Si E =R, un intervalle est une partie ouverte ssi il est de
la forme ]a, b[ avec —0o < a < b < +00. On a les propriétés suivantes :

1. E et @ sont des ouverts

2. Si 7 est un ensemble d’indices (fini ou non) et si (0;);ez est une famille douverts, alors [J6; est un ouvert
i€T

™
3. Si (6;)1<i<n est une famille finie d’ouverts, alors [ 6; est un ouvert
=1
4. Dans un espace métrique produit, tout produit cartésien d’ouverts est ouvert.
Caractérisation : soit f : E — E’, f est continue ssi pour tout ouvert ¢ C E’, f~1(6’) est un ouvert de E.
Soit (F,d) un espace métrique, (A,da) C E, si Q C A, Q est un ouvert de (A, dy) ssi il existe un ouvert Q' de E tel que

Q=0 NA

1.5 Fermés

Soit (E, d) un espace métrique, F' est un fermé si E\F est un ouvert. Si F = R, un intervalle est un fermé ssi il est de la forme
] — 00, 4], [a,+00[ ou [a,b] avec a et b finis. On a les propriétés suivantes :

o E et @ sont des fermés

lo toute intersection (finie ou non) de fermés est fermeée




l toute réunion finie de fermés est fermée

Caractérisation séquentielle : (E,d) un espace métrique, ' C E. F est un fermé ssi pour toute suite (z,,) € F" convergente,
lim z, € F.
n—+00

o Dans un espace métrique produit, tout produit cartésien de fermés est fermé

P (A, da) espace métrique induit par (E,d). FF C A est un fermé ssi il est de la forme F"(J A ou F” est un fermé de E.

1.6 Intérieur d’une partie

(E,d) un espace métrique, A C E. z € E est dit intérieur & A si Ip > 0/B(z, p) C A. On note A I'ensemble des points intérieurs
a A. On a les propriétés :

.LE=E &6=0

2. SiACE, :1 est un ouvert et c’est le plus grand : si Q est un ouvert inclus dans A, alors Q C ;1
L SACANCA

4. Si A, B sont deux parties de F, alors : (Aﬁ B) = ;1(]103 (AOB) o) IZUB

1.7 Adhérence d’une partie

(E,d) un espace métrique, A C E. z € E est adhérent & A si toute boule ouverte non vide de centre = rencontre A : Vp > 0,
B(z,p) N A # @, ouencore: Ve >0, 3y € A/d(z,y) < e. Soit z € E; x est adhérent a A ssi il existe une suite (2, )nen d’éléments
de A tels que 2 = limz,,. On note A I’adhérence de A, c’est a dire ’ensemble des points adhérents a A.

Propriéteés :

1. AD A; de plus, si F est un fermé contenant A, alors A C F
2. si AC E, A= E\(E\A)

3.siACB,ACB

T AJB=AUB ANBC ANE

Si E est un espace métrique, on dit que A est dense dans E si A= E;si AC B C E, on dit que A est dense dans B si B C A.
0
L Soit ACBCE, f,g:(E,d) < (E',d'). Si fla = g|a et A est dense dans B, alors f = g.

L f.g:B C—O) R. SiVz € A, f(x) < g(z) et A dense dans B, alors f < g.

2 Compacité

2.1 éfinitions

Soit (E,d) un espace métrique. F est dit compact si toute suite dans F admet au moins une valeur d’adhérence. Une partie
A C FE est dite compacte si toute suite dans A admet au moins une valeur d’adhérence dans A. Si A C E est compacte, ’espace
métrique induit (A, d4) est compact.

2.2 Propriétés
1. Si FE est compact, tout fermé de E est compact.

2. Soit F C E; si F est compact, F est fermé et borné.

3. Soit (E, D) = [[(E;,d;) ou D € {D;, Ds, Do }. Si pour tout i, A; est un compact de E;, alors [ A; est un compact de E.

=1 =1

0
4. (E,d), (E',d") deux espaces métriques, f : AC E £ B si Aest compacte alors f(A) est compacte.

5. Caractérisation des compacts : Soit E = K", ou K = RouC, produit cartésien de (K,[[), muni de D € {Dy, D2, D }. Une
partie de E est compacte ssi elle est fermée bornée. (Remarque : cela reste vrai dans les K — ev de dimension finie.)

6. Théoréme de Heine :

0
(a) Soit (E,d) un espace métrique et A C E une partie compacte non vide. Si f: A <, R, f est bornée et atteint ses
bornes.

0
kb) E, E’ deux espaces métriques, A compact inclus dans E et f: A £ B Alors f est uniformément continue.

2.3 Applications (exercices)

2.3.1 Modéles de compacts
1. On munit M, (R) d’une norme, alors O,,(R) est compact.
2. Soit E un plan affine euclidien, muni de la distance euclidienne. Tout cercle est alors un compact.

3. Soit £ un espace métrique, (z,,)nen € E™ une suite convergente de limite z. Alors A = {z,2,...} est compact.

2.4 Compacité, convergence uniforme et intégrales
2.4.1 Convergence uniforme

Soit F, E' deux espaces métriques, A C FE, (u,) une suite de fonctions A — E’. On dit que (u,,) converge simplement vers
u:A— E' siVz € A, limu,(z) = u(z). On dit que (u,) converge uniformément vers u si Ve > 0, Ing/Vn = ng, Vo € A,
d'(un(2), u(z)) <e.

Si toutes les u,, sont continues en xo € A (resp. sur A) et si (u”) converge uniformément vers u, alors u est continue en xg
(resp. sur A).

2.4.2 Intégrales a parameétres

0 .
Soit E un espace métrique, A C E, I un segment de R, f: A x I £, C. Alors 7 —» J; f(@,t)dt est continue.

3 Espaces métriques complets

(E,d) est dit complet si toute suite de Cauchy dans E converge. A C E est dite compléte si (A, da) est complet.

3.1 Propriétés
1. Soit A une partie d’un espace métrique E quelconque, si A est compléte, alors A est fermée.
2. Soit F un espace métrique complet, si A C E est fermée, alors A est compléte.

3. Soit E un espace métrique, si A C E est compacte, alors A est compléte.

4. Soit E = [[E;, D € {D1,D>,D}. Si pour tout i, A; C E; est compléte, alors A = HA,‘, est compléte.
i=1

i=1

3.2 Théoréme du point fixe (hors programme)

Soit F un espace métrique, A C E. f : A — A est une contraction (est contractante) s’il existe k < 1 tel que f soit
k — Tipschitzienne. Dans ce cas :

1. 1l existe au plus un [ € A tel que f(I) =1l

2. Soit a € A et soit (u,) la suite récurrente telle que up = a et Yn € N, uyq1 = f(uy). Si (uy,) converge, sa limite est un
point fixe de f.

3. Si f admet un point fixe {, alors pour tout a € A, la suite précédente converge vers .
Le théoréme du point fixe : Soit E un espace métrique, A C E une partie compléte, f : A — A contractante. Dans ce cas,
1. f admet un unique point fixe | € A.

2. Va € A, la suite (u,,) définie par ug = a et un41 = f(uy) converge vers l.




3.3 Théoréme de projection sur un convexe

Soit E un espace préhilbertien (réel ou complexe) muni de la norme associée au produit scalaire. Si A C E est convexe et
compléte, alors Vo € E, Jla € A tel que d(z,a) = inf{d(z,y),y € A} %f d(z, A).

Remarques :

1. Soit (E,d) un espace métrique, et A C E compacte non vide. Alors Vo € E, Ja € A/d(z,a) = d(z, A).

2. Soit F un espace vectoriel normé de dimension finie et ' un fermé non vide de E. Alors Va € E, 3y € F/d(z,y) = d(z, F).

4 Connexité par arc

4.1 Généralités

5
Soit £ un espace métrique, A C F; si a,b € A, un arc joignant a et b est la donnée d’une application f : [0,1] £ A telle que
f(0) =aet f(1) = b. On définit la relation R : aRb ssi a et b peuvent étre joints par arc dans A. C’est une relation d’équivalence.
On dit que A est connezxe par arcs si deux éléments quelconques de A peuvent étre joints par un arc.

4.2 Propriétés

1. Les connexes par arcs de R sont les intervalles.

2. Si E est un espace vectoriel réel (ou complexe) normé, tout convexe est connexe par arcs.

3. A C F est dite étoilée si il existe ag € A tel que Vz € A, [ag, 2] C A. Un partie étoilée est connexe par arcs.

4. Soit (E,d) et (E',d") deux espaces métriques, A un connexe par arcs de E, f: A < E’; alors A’ = f(A) est connexe par
arcs. Conséquence : si B/ =R, f(A) est un intervalle. Si ¢ € [f(t), f(t')], alors 3t” € A/f(t") = c.

|

n n
. Soit (E,D) = [[(Ei,d;), D € {Dy, D2, Dy }. Si A; est un connexe par arcs de E; pour tout ¢, alors A = ] A; est connexe
i=1 i=1

par arcs.

4.3 Complément : connexité

Soit F un espace métrique, A C E est dite conneze si dans l’espace métrique induit (A,da), A et & sont les seules parties
ouvertes et fermées a la fois. Cela équivaut a : pour tous ouverts 6 et 8’ de E tels que (¢’ = @, si A C §|J#’, alors A C 6 ou
A C @. On ales propriétés suivantes :

o R est connexe

fo tout intervalle de R est connexe

lo tout connexe par arcs est connexe







Espaces vectoriels normés

ald — MP*

1 Généralités
1.1 Normes
Soit K =RouC, E un K — ev. Une norme est une application E — RT souvent notée || || vérifiant les axiomes suivants :
f Séparation : Vz € E, (||z]| =0) = (z = 0)
o Homogénéité : YA € K, Vz € E, |[Az| = |A|||z|
fo Inégalité triangulaire (ou sous-additivité) : ¥(x,y) € E?, ||z +y| < [|=| + [yl
Si E est une K —algebre, | || est une norme d’algebre si de plus : V(z,y) € E?, ||zy|| < ||z|||ly|| (sous-multiplicativité). On impose
également, en général, que ||1g|| = 1.
1.2 Exemples
1.2.1 Normes associées a un produit scalaire

En général, c’est la vérification de I'inégalité triangulaire qui pose probléme. Dans certains cas, on a ||z|| = y/¢(z, ) ou ¢ est
un produit scalaire (éventuellement hermitien). Dans ce cas, il est immeédiat que | || est bien une norme.

Exemple : E = C'([0,1],R), [lz] = /£(0)2+ fy f/(t)dt.

1.2.2 Normes ||, sur K"

Soit = (21,...2,) € K. On définit, pour p € N* : |z, = Z |z|P) ¥, ainsi que l#]|oo = RaX T
= i<n
Inégalits de Holder (p): si (s.1) € (K% ¥p.q > 0/ + £ = 1. 3ol < el
On en déduit que pour tout p, || ||, est bien une norme. On a de plm les résultats suivants :
o tim el = el
o llzllc < 1-|l2[l1 (majoration optimale) ; [|zlloc < 1-|lz[l2 (optimale) ; flzlly < nflzllo (optimale) ; flzll2 < Vall2ll
(optimale) ; ol < vallell ; lall2 < 1zl
1.2.3 Normes || ||, sur C°(1,K)

Soit I un segment de R. On définit pour f: I LK. 171, = (J; |f|P)V et || flloo = sup|f(z)| On a ||f|\,, |\f||x Les || ||,

sont encore des normes sur R[X].

1.3 Normes équivalentes

Soit E un K — ev, deux normes || || et || ||’ sont dites équivalentes si
p 3a>0/Vz € E, ||z|| < oz’
b 38> 0/Vz € B, ||| < Bl

Cela équivaut a : af|z| < ||z||” < &'||z||. Supposons E muni de deux normes équivalentes Ny et No. Notons E (resp. F2) espace
métrique £ muni de la distance associée & Ny (resp. a Na).

fo Soit (z,) € EN, (z,,) converge au sens de N, ssi (x,) converge au sens de Na.

o Sont indépendantes de la norme (N7 ou N») les notions de suite de Cauchy, valeur d’adhérence et complétude : E; est
complet ssi Es est complet. De méme, les notions d’ouvert, de fermé, d’intérieur, d’adhérence et de compacité ne dépendent
pas de la norme.

o Soit f: AC E— (E',d'); les notions de continuité, uniforme continuité et caractére lipschitzien ne dépendent pas de la
norme (en revanche, la constante de Lipschitz éventuelle en dépend en général).

f De méme pour f: AC E' — E.

2 Continuité des applications linéaires
2.1 Caractérisation des applications linéaires continues
Soit (E, || ]]), (E',||||") deux espaces normés, f € L(E, E'); les propositions suivantes sont équivalentes :
1. f est continue
2. 3k > 0 tel que f soit k — lipschitzienne
3. >0z € B, [f@) < klz
4

. [ est uniformément continue

ot

. f est continue en 0

6. flp(o,1) est bornée

2.2 Norme subordonnée d’une application linéaire continue

Soit (E,|||); (E’,||||') deux espaces normés, f € L(E,E’) continue. La norme subordonnée de f notée |||f||| est définie par
iFall e min{k > 0/Va € E, || f(z)||" < k||z||}. C’est la constante de Lipschitz de f. On a encore ||| f||| = sup{%’:ﬁ”,,r € E\{0}},
ainsi que [[[ ]| = sup{[|f ()", = € A} avec A € {B(0,1),B(0,1),B(0,1)\B(0, 1)}. On a toujours : || f(z)[" < [[[f[[| - [l=[l. [I[/]]]
est enfin le scalaire k vérifiant Vo € E, || f(z)||" < k[|z|| et P'une des trois propriétés : VE' < k, 3z € E/||f(z)||" > k||| ; il existe
une suite (x,,) sans élément nul telle que U@l tonde vers & ; 3o € E\{0}/| f(2)|" = K=

N

2.3 Cas d’un espace vectoriel préhilbertien
Soit E un ev préhilbertien, f € L(E) supposée continue. On note B = B’(0,1). On a : [[[f][[ = sup [(f(z) [ y)[ = [IF-
z,yEB’

Si E est de dimension finie et f € L(E), alors f est continue et [||f||| = \/maxSp(f*f). Si u € L(E) est autoadjoint, on a
[|Jul|] = max{|A|, A € Sp(u)}. Si de plus u est positif, |||u||| = max Sp(u).

2.4 L’espace vectoriel normé Lo (E, E')

2.4.1 Cas général

Soient (E, || ]]) et (E',| ") deux espaces vectoriels normés. Par définition, Lo (E, E') est Pensemble des fonctions linéaires
continues E — E’. Lo (FE, E') est un sous-espace vectoriel de L(E, E’). f — ||| f]|| est une norme sur ce sev.
Propriéte : (E,[[1]), (E",[[I"), (B, [ |I") trois ev normés, si f € Lo(E, E') et g € Lo (B, E”), alors |[lg o fII < IIIf1Il - [llglll-

2.4.2 L’algébre normée Lo (F)

def

Soit E un ev normé, on note Lo (E) = E(v(E E). C’est une sous-algebre de L(E); en outre, munie de ||| |||, c’est une algebre
normeée.
[Cas de M, (K) : si M € M,(K), on lui associe v : X € K" — MX. Alors N(M) = |||u]|| est une norme d’algebre
sur M, (K). Si on munit K™ de [|||1 (vesp. |[|l2, ||[|~), alors Ny(M) = [nax > |mi ;| (resp. No(M) = y/maxSp(*MM),
N ]

Ny (M) = max Z |m;,j|) est une norme sur M, (K).

1<i<n




2.5 Cas des applications multilinéaires

m

Soit (E1, || 11)s-- s (Ems [ [lm)s (B, [[I") (m + 1) ev normés. Soit f : E = [[ E; — E’ un application m — linéaire. E peut étre
i=1

muni de z — Y x; ou  — maxz;. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

fo [ est continue
fo [ est continue en (0,...,0)
m
p il existe k > 0 tel que Va € E, || f(z)|" < kT ||lil:-
i=1
Par exemple : si E est euclidien orienté, ’application produit mixte [z1,...2,] = detp(x1, ..., z,), ou B est une base orthonormale

directe, est continue. Si E est préhilbertien muni de Ta norme associée a son produit scalaire, (z,y) — (2 [ y) € K est continue.
Si E est un espace vectoriel normé de dimension 3, le produit vectoriel (z,y) — = A y est continu.

3 Espaces vectoriels normés complets
(E,|[]]) est dit de Banach s’il est complet pour cette norme. Une algébre de Banach est une algébre normée compléte.

3.1 Exemples et contre-exemples

€°([0,1],K) muni de || |1 n’est pas complet ; muni de || ||, il est. Soit E, B’ deux espaces vectoriels normés ; si E’ est complet,
alors Lo (E, E) est de Banach. Si E est complet, alors Lo (F) est une algébre de Banach.

3.2 Séries dans les espaces vectoriels normés complets

n
(., un ev normé ; on dit que la série {u,} converge si n € N+— »_ uj admet une limite. On utilisera les mémes notations

E=0
que pour les séries réelles (cf. a6). Si {u,} converge alors u,, — 0. On dit que {u,} est absolument convergente si la série réelle
{llun||} converge. Si E n’est pas complet, une série absolument convergente peut éventuellement diverger. En revanche si E est
complet, alors toute série absolument convergente est convergente.

3.3 Exponentielle dans une algébre de Banach
n to .
Soit. A une algebre de Banach. Si u € A, {%},>0 est absolument convergente. On pose alors expu = ) %7, que 'on pourra

nl
k=0

encore noter abusivement e*. Comme ||14]| = 1, on a de plus [|e"|| < ellll,

[Compléments : On munit M, (K) d’une norme.

1. Si M € M, (K), e M = teM

2. Soit M € M, (K), P € GL,(K), e 'MP = p~lgMp

3. Si M est diagonalisable (resp. triangulaire supérieure), eM est diagonalisable (resp. triangulaire supérieure)
4

. Si M est scindée, det e = et*(M)

. (hp) Si A, B € M,,(K) commutent, alors e*F = ¢AcP
(hp) n(K) ,

S

Applications :
f si A€ M,(R), alors Vt € R, e € SO, (R)

P Soit E de dimension finie, v € L(E) scindé. Alors il existe §,v € L(E) tels que u = d + v, dv = v/, § diagonalisable et v
nilpotent

fo Soit un systéme différentiel X’ = AX avec X € 9, 1(K) vecteur inconnu fonction de ¢ vérifiant X(0) = X fixe, et
A € M, (K) constante. L’unique solution de ce systéme est ¢ — e X,

4 Espaces vectoriels normés de dimension finie

4.1 Equivalence des normes

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, deux normes quelconques sont équivalentes.

4.2 Théoréme de Borel-Lebesgue

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Une partie de F est compacte ssi elle est fermée bornée.

4.3 Compléments
1. Tout ev normé de dimension finie est complet

2. Soit E un ev normé, F sev de E de dimension finie, alors F' est fermé et complet.

4.4 Continuité des applications linéaires
Soit F un espace vectoriel normé de dimension finie, £’ un espace vectoriel normé, f € L(E, E’). Alors f est continue. On a

done Lo(E,E') = L(E, E’). De méme si f : H E; — E’ : si tous les F; sont de dimension finie, f est continue.
i=1

4.5 Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Soit E un espace métrique, A C E, z € E est un point d’accumulation de A ssi z € A\{z}. Cela équivaut a : Ve >0, IX/X #z
et X € AN(B(z,¢)); ou encore & :3(z,) € AN non stationnaire telle que x = limx,, ; ou enfin a : Ve > 0, B(z,&) () A est de
cardinal infini.

[Théoréme de Bolzano-Weierstrass : Si E est un ev normé de dimension finie et A C F de cardinal infini, alors A posséde au
moins un point d’accumulation.




Fonctions vectorielles

alb — MP*

1 Limites, continuité, calcul différentiel

1.1 Notion de limite

Soit £ un ev normé de dimension finie (evnf), f: A C R — E. Siz € A4, on dit que 1'131 fly)=1€ EsiVe >0,3a >0/Vy € A,
y—z
[(y #2) A (ly — 2| < )] = ([ f(y) — || <e). Elle ne dépend pas de la norme.

1.2 Continuité

E un evnf, f: A C R — E; c’est la notion classique puisque R et E sont a fortiori des espaces métriques. Si x € A, f est
continue en z ssi lim f(y) = f(x).
y—a

1. La continuité en un point (resp. sur A) ne dépend pas de la norme considérée

n
2. On peut toujours écrire f: x+— > fi(z)e;, si B = (eq,...,ey) est une base de E et f; : A — E. f est alors continue ssi
i=1

chaque f; lest.
1.3 Dérivée en un point, fonction dérivée
Soit I un intervalle de R, E un evnf, f: I — E. Six € I, f'(x) est, si elle existe, la quantité ]lin}]wﬁ. Si f est dérivable
Camd :

en tout point de I, on peut ainsi définir la fonction dérivée f' : I — E.

[f'(z) existe ssi f(z+ h) = f(z) + h -1+ 6(h), avec ||6(h)|| = o(h). Dans ce cas, f’(z) = l. On peut ainsi définir les notions
classiques D', Ct, D¥, C*, C~.
1.4 Calcul différentiel
1.4.1 Linéarité
Soit f: I CR o E,l€ L(E,F) ou E, F sont deux evnf. Alors lo f est D' et (lo f) =1lo(f’).

1
boit f.9:TC RIS B, E evnf. Alors VA, j1 € R, Af + g est D et (A +pg) = A"+ pug'.

1.4.2" n—Iinéarité

Ei,...E,,E desevnf, f; : [ CR o, E;, @ : ﬁEi — E n—lindaire. Soit F': x € I — ®(fi(2),..., fu(x)); F est D et :
i=1
Vo €1, F'(z) = (fi(2), f2(2), -, fu(@)) + @(f1(2), £5(2), .., ful@)) + ... + 2(f1(2), fo(2), - .., Fr(@))-

Exemples :
b ar, N1 R 2o, (K), alors ¢ —s M(E)N(t) est D' et (MN) = M'N + MN.

F Eunevnf, f:1 z, E, N1 2 K; alors t — A(t)f(t) est D et : (Af)' = N f+ Af’. De méme, si \: [ o, K*, (§) est
Dlet (§) = ML

On a la formule de Leibniz : fy: I i Ey, fo: I i Es, ¢ : E1 x E; — E bilinéaire, F : t € I — (f1(t), f2(t)). Alors F est
k ;
D et vee I, FO(1) = 3 (o7 (0), 577 1)),

i=0

2 Inégalités du calcul différentiel

2.1 Inégalités des accroissements finis

Soit F un evnf, une fonctions f : [a,b] C R — F satisfait les conditions de Rolle si f est continue sur [a,b] et dérivable sur
Ja, b[.
Soit f:{a,b] — E, g : [a,b] — R telles que f et g satisfont les conditions de Rolle.

fo Propriété 1 : Si de plus on a Vz €la, b, || f'(z)| < ¢'(z), alors || f(b) — f(a)|| < g(b) — g(a).

fp Propriété 2 (cas particulier) : Soit M € RY, g : z — M. Si f satisfait les hypotheses de Rolle et Va €]a, b], || f'(z)|| < M,
alors || f(b) — f(a)|| < M(b— a).

Corollaires : Soit I un intervalle de R, f: I — FE telle que f est continue sur I et dérivable sur I.
1. Si f/ =0 sur I, alors f est constante sur I.
2. Si f est bornée, alors f est lipschitzienne.

2.2 Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit E un evnf, f : [a,b] B Sive e [a,b], || £V (2)]| < M, alors

™

(b— a)k (k)
FO) = fl) =Y (@) +
k=1 :

(b—a)™*!
[CESH IS

avec ||y < M

2.3 Formule de Taylor-Young

Soit f: 15 E. Soit a e T, alors: fla+h)= 3 5 f®(a) + o(h™).
k=0

3 Calcul intégral

3.1 Intégrabilité sur un segment
Soit F un evn, f : [a,b] — E. On appelle somme de Riemann de f sur [a,b] toute expression de la forme :

n—1

S(f) = > (@ixr — @) f(ci)
i=0
oua=uxy < <...<x, = best un partage de [a,b], noté o, et pour tout 7, ¢; € [z;, x;41]. On appelle () = pJnax 1(Ii+1 —z;)
<i<n—
le module du partage. f est intégrable sur [a,b] si il existe I € E tel que : Ve >0, 3o > 0/ (6(0) < o) = (||S(f) = I|| <¢). I
est alors unique et on pose : f: f(t)dt = 1. Si E est complet, toute fonction C° (méme CJ,) est intégrable sur tout segment.

0
F Inégalité triangulaire : F un evnf, f : [a,b] Lo, E, alors || jab f)de|| < fub [I£ ()| dt.

L Intégration par parties : Si I est un segment, fi : [ C—CS Ey, fo:l C—CS Es, B: Ey X By — E bilinéaire, alors :
b b
[ @), fa@)da + [ Bli), f@)ds = B(fi(a). Sl

% Formule de Taylor-Laplace : avec les notations du 2.2, v,41 = [: %f(”“)(t)dt.




3.2 Intégration sur un intervalle quelconque

0
E evn, I un intervalle de R, f: T Soy B Méme si fnb f(t)dt a un sens pour tout segment [a,b] C I, cela ne suffit pas & donner
un sens & [; f. Si E est de Banach et si || f|| est intégrable sur I, alors [, f a un sens (par exemple [, f = th” f; f(t)dt). On
—ini

Y=Ssup !
dit alors que f est intégrable sur I. Si E est de Banach :

0
L Propriétés : Si I = (a,b) avec —co <a<b< +oo,ce€let f:1 i> E, f est intégrable ssi f|(q,¢ et f|.p) le sont. Dans
cecas, [ f=[iyqf+ few I

0 1 0 1
b Tntégration par parties : Soit E, Ei, By trois evnf, f: I % Ey, g+ I 5 By, B: B\ x By — E bilinéaire. Si B(f, f»)
et B(f1, f}) sont intégrables, alors [, B(f{, f2) + [; B(f1, f}) = [B(f1. fo)lort.

S2L est semi-

k Si Xlir_n” f;(/ f(t)dt existe mais f non intégrable, on dit que f est semi-intégrable. Par exemple, f(z) =
—in
Y —sup I

intégrable sur |0, +-00].
. . o L . Y . e T, . -~
}0 Soit f : I — E semi-intégrable ; si ¢ € I, Hvllgxlplf“ f(t)dt et Exl_l)lirl}ujx f(t)dt; cela permet de définir [, f =

. Y . ¢
lim lim E
Yﬂsup]fc f+xmnf1fxf

3.3 Théoréme de relévement

k=1
On rappelle que U = {z € C/|z| = 1}. Soit I un intervalle de R, f: I 5 U, alors :
k
1. 3p: 1 L5 R telle que Vi € 1, f(t) = e,
k
2. Si deux fonctions ¢y, @o: [ L%, R satisfont cela, alors Im € Z/ps — @1 = 2mm.

k=1 k k ;
Tout cela reste vrai avec k = 0. De méme si f: [ <5 ¢, dp: I LL R, 30T S5 R telles que Vt € I, f(t) = p(t)e?®®. Dans
ce cas, p est unique et 6 est unique a 2mn prés (m € Z).
[On en déduit une condition suffisante de représentation polaire : Soit F un plan affine euclidien orienté, rapporté a un repére
- - k , /
orthonormé (O, 7, 7). Soit v : t € I — (z(t),y(t)) € E,avecz,y : [ £ ROn suppose que pour tout ¢ € I, ( ‘;Eg ) et ( z,gg )
k k
forment une famille libre. Dans ce cas, pour tout ¢, (z(t),y(t)) = (p(t) cos 0(t), p(t) sin6(t)), ou p : I ERtet0:1 5 R 0|?(I)
est un CF—diffeomorphisme de I sur 6(I) = J. L’application p = p(w) est définie par : Vw, p(w) = p(0~'(w)) : I — R+,

3.4 Rappel : diffétomorphismes

Soit I, J deux intervalles de R, k € N* [J{+o0}, on dit que f: I — J est un C*—difféomorphisme de I sur J si :
b festCFsurl
lo f est bijective
fp flest CFsur J.




Fonctions de plusieurs variables réelles

alb — MP*

Soit E, E’ deux R—evnf, on considére les fonctions f: A C E — E’.

1 Classe d’une fonction

1.1 Notion de limite en un point
f:ACE — E';soit z € 4, 0nditquel:11mf()siV5>0 Ja>0/[(ye A A(ly—z| <)) = (| f(y) =] <e). Si cette

limite existe, elle est unique. | = hm f(y) ssi pour toute suite (y,,) € AV/limy,, = =, alors lim f(y,) = L.

1.2 Différentiabilité d’une application

Soit Q un ouvert de E, f : Q@ — E’; f est différentiable en zo € Qsiil existe l € L(E, E') telle que f(zo+h) = f(xo)+1(h)+0(h),
avec ||6(h)|| = o(h). | est alors unique : c’est la différentielle de f en xq, ou application linéaire tangente a f en xy. On note
I =dfs, ou duy f ou (df)a,-

o Si f est différentiable en zg, alors f est continue en .

o Si E et E ne sont pas de dimension finie, on impose de plus [ € Lo (E, E).
}o Vh, dfz,(h) = }i%w s’appelle aussi dérivée de f selon le vecteur h.
—

On dit que f est différentiable sur € si elle 'est en tout point de . On peut alors définir df : z € Q — df, € L(E, E’). On dit

que f est C! si cette application est encore continue. Si B = (e}, ..., ¢!,) est une base de E’, on peut écrire f : x € Q — Efz

f est alors différentiable ssi chaque f; T'est. Dans ce cas (df;) € L(E,R) et df,,(h) = Z (dfi)zo(R)E]
i=1

1.3 Propriétés

1. Soit I =|a, b un intervalle de R (—oco < a < b < +o00) et f: I — E'. Sixzg € I, f est différentiable en zq ssi f’(zo) existe.
Dans ce cas dfy, : h— h- f'(z0).

2. Soit Q un ouvert de E, f,g: Q — E’. Si df,, et dg,, existent pour zy € Q fixé, alors VA, i € R, d(Af + pg)a, existe et
d(Af + 4g)wo = Adfag + p1dga,-

3. Soit 1 < i< m, fi : Q@ — E; ((E;) une famille d’evnf, Q ouvert de F) ; B : H E; — E’ m—linéaire. Siles (df;)., existent
toutes en zg € Q, F: x € Qv+ B(fi(z),..., fm(x)) est différentiable en zo et

(dF)zy : h— B((df1)ao (R), f2(z0), - -, ful@0)) + ...+ B(fi(zo), - - s fa—1(20), (dfn)ao (B))-

4. f:QCE —F,g: U CE — E” telle que f(Q) C . Soit 29 € Q, si df,, existe et dgs(,,) existe, alors g o f est
différentiable en 2o et d(g 0 f)ay = (dg) f(z0) © (Af)a,- (De méme si f et g sont C, C*, C).

1.4 Dérivées partielles

Soit un envf E rapporté a une base B = (e1,...,e,), Qunouvert de Eet f : Q@ — E’ evnf. Siz = Zx e;, on écrira f(x1,...,T,)

f(T1+f T2,y yn) = f(®1,0
t

pour désigner f(z). Soit Xo = (21,...,2,) € Q, on définit (TT%(XO) par la limite, si elle existe, de Zn) lorsque

t — 0. C’est aussi limM ou encore ¢'(0) si ¢ est définie par t —= f(x1 +t,22,...,z,). On définit de méme les
—L pour 1 <i < n. 81 dfx(J existe alors toutes les i(Xg existent et Vi, EL(XO) = dfx,(e:). Siles fonctions —L sont définies

et continues en tout point de €, alors f est dlﬁ'ercntldbk sur €2 ; plus preusemcnt XeQr—dfx e L(E,E) est Lontmue (c’est

adire f est C'). Soit C = (e1,...,¢,) est une base de E’, dfx(e;) Z (X )e;. On définit la matrice jacobienne de f au point

X
ofr ofr
o B
Mpc(df)x = : :
o o

Tous les résultats (combinaison linéaire, composition...) sont vrais pour f C!, ...

[Composition : f:Q — F', g: Q' — E”, f(Q) C Q. Si Q,Q sont des ouverts, F, E’, E” sont trois evnf rapportés aux
bases B, B',B", f et g différentiables sur Q et ' respectivement, on note J(f)x et J(g)x- les matrices jacobienne de f resp. g
aux points X resp. X'. Alors J(gof)x = J(g)j(x) x J(f)x.

}Regle de la chaine : notons f = Zflel, g= Zgl e, alors a(gof) (z1,.. ) =

M.q

12—%(11,.4.,%) X Gl )y ol )

ki

2 Dérivées partielles d’ordre supérieur

2.1 Définitions

Soit f : Q € E — E', B base de E. Dire que f est D' (ou C') ne dépend pas de B. Les définitions suivantes sont encore

indépendantes de B. On dit que f est C? sur Q si toutes les %((%L) ont un sens et sont continues. De proche en proche, on

peut définir les dérivées k—iémes : (ha on ( iy ) .)), Ol i1, ..., 7k ne sont pas supposés distincts.
Théoréme de Schwarz : soit f: Q C E — E', f supposée C*. Si o € & (permutations de [1, k] N N), alors :
7] 17} af a9 9 of
D) = oG (G- )

8115(1) azin(z) Bzia(k)

2.2 Inégalité des accroissements finis

1
Soit f: Q C E iy o (2 ouvert convexe). On suppose que IM > 0/Vz € Q, |[|df||| < M. Alors f est M—lipschitzienne.
1
Réciproquement, soit f: Q C E o, E’, Q ouvert quelconque. Si f est M—lipschitzienne, alors |||df.||| < M pour tout z € Q.

. . D! . .
bonsequence : soit  un ouvert convexe, f: Q — E’. f est constante ssi df est nulle en tout point.

2.3 Formule de Taylor-Young
Soit E un evnf, w définie au voisinage de 0. On dit que w est un o(h*) (A € RT* donné) si elle est de la forme ||h|* - (k) o
c:E—s . Soit B=(e1,...,en) une base de B, f:Q C E S5 B/, X = (¢1,...20) € Q. Si h = (b1, .., hn) — 0,

f(X +h)= +Z(—(x Nhi + 2|Z 0;0 Bz Dhih; + o(h?)

2.4 Extrema locaux de fonctions scalaires

Soit F un evnf, f : @ — R, Q C E ouvert. f admet un mazimum local en zo € Q s’il existe p > 0 tel que B(zg,p) C Q et
Vz € Bl(zo, p), f(z) < f(z0). Ce maximum local est strict si de plus Vz € B(zo, p), f(z) = f(z0) = = = x¢. On définit alors
sans difficulté les notions de mini: local, mini local strict. Un eztremum est soit un minimum, soit un maximum.

[CN :si f est D! et admet un extremum local en z( € €2, alors df,, est nulle : z( est un point critique de f.




2
}Autre CN (hors programme) : f: Q SR, Qzo(h) = Z(%’;—j(zo))hihj est une forme quadratique. Pour que f admette

0] ‘
en zo € £ un maximum (resp. un minimum) local, il faut que df,, = 0 et que ¢, soit une forme quadratique négative (resp.
positive).

pS f:QCE C—2> R, dim E = 2. Soit X = (z9,y0) un point critique, on pose r = %(Xo), s = aa;)fy(Xg), t= g—:é(Xg),

ros
]\[—(S t)'

o Sidet M <0,il n’y a pas d’extremum local en X

o Sidet M >0etr >0, fadmet un minimum local en Xy

o Sidet M >0etr <0, fadmet un maximum local en X

Autre CS, hors programme : f: Q <, R, Q ouvert de E, E evnf quelconque. Soit X, € Q un point critique, ¢ = gx,. Si ¢ est
définie positive (resp. définie négative), f admet un minimum (resp. un maximum) local en Xy. S’il existe hy, ho € E tels que
q(h1) < 0 et g(hs) > 0, alors X, n’est pas un extremum local de f.

1 q
Interprétation géométrique : Soit f:Q C R2 <5 R, ¥ = {M(z,y,2) C R¥/[(z,y) € Q Az = f(z,y)]}. (z0,y0) est un point
critique de f ssi le plan tangent a f en (20, Yo, 20 = f(20,%0)) est horizontal. Supposons de plus f C? et (x,yo) critique :

fp Sirt—s2 >0, est localement de la forme d’un paraboloide de révolution et My est dit elliptique.

P Sirt—s?<0, My est dit hyperbolique, ou point-selle, ou col. ¥ a localement la forme d’une selle.

3 Théorémes d’inversion
3.1 Remarques

Soit E, E’ deux evnf, Q # @ un ouvert de E et f: Q C—k> E' out k < +oc. On dit que f est un C*—difféomorphisme de Q) sur
F(Q) si:
b f(2) =Q est un ouvert de E’

fo f est une bijection de Q sur &’

o f~! est encore C*

Propriété d’invariance du domaine : si un tel diffeomorphisme existe, alors dim £ = dim E’.

3.2 Théoréme d’inversion locale

k31
Soit E, E’ deux evnf tels que dim E = dim E’; soit f : Q C E B etz eQ tel que df, € L(E, E") soit inversible. Alors il
existe un ouvert w C Q tel que = € w et f|, soit un C*—difféomorphisme de w sur f(w).

k>1
b)nséqucncc csoit f:QCE < E’; si df, est inversible en tout point = € Q, alors f(2) est un ouvert de E'.

3.3 Théoréme d’inversion globale

k21
f:QCE < E’, on suppose f injective et df, inversible pour tout z € Q. Alors f() est un ouvert de E’ et f est un

=
CF — difféomorphisme de Q sur f(Q2) = Q. Remarque : dans le cas réel, si I est un intervalle de R et f : [ L; R telle que f” ne
s’annule pas sur I, alors f est un C*—difféomorphisme de I sur f(I).

3.4 Théoréme des fonctions implicites R x R — R

ck

>1
f:QCcR?>— R;soit Xg = (w0,y0) tel que f(Xo) = 0 et %(Zg,yg) # 0. 1l existe des intervalles ouverts I et J tels que

k
20,y0) € I x J C © et une unique application ¢ : I L J telle que [((z,y) € I x J) A (f(z,y) = 0)] < [y = ¢(z)]. Si
a—’;(zo, yo) # 0, on a le méme énoncé aprés échange des roles de z et y.
}Avec les notations précédentes, il existe un intervalle ouvert non vide I’ C I tel que g € I' et Va € I’, giy(r, p(x)) # 0. Alors

s e (@, () + 99’(:1:)2—-5(:5, ¢(x)) = 0. Cela permet de calculer ¢'.
Conséquence : soit I' une courbe de R? définie par f(z,y) = 0. Soit (x0,y0) € I, alors I' posséde une tangente en (zo, yo)
d’équation (X — xo)%ﬁ(xg,yg) +(Y - yg)%ﬁ((to,y{)) =0.

3.5 Théoréme des fonctions implicites R x R — R

o k=1
f:QCR3 < R; soit Xo = (20, Y0, 20) € Qenlequel f(Xo) =0et %(Xg) # 0. Alors il existe trois intervalles ouverts non vides

I, Jet K telsque I x Jx K C Qetil existep:]xJLk;Ktelle que V(z,y,2) € I x J X K, (f(z,y,2) =0) <= (2 = o(z,y)).

3.6 Enoncé général des fonctions implicites R” x R — R?

fi(..)
k=1
SOitf:QCR”XRPQRP telle que f(21,...,Tn,Y1,---,Yp) — : . Soit (X°,Y°) = (21, .., Tn, Y1, -+, Yn) tel que
Io(-)
Oy Oz, | Oy1 yp
(X, Y°) =0. Ixe v (f) = : € M, n4p(R) ou la "jacobienne partielle par rapport & Y est
Oy Jzn | Oy1 yp
supposée inversible. Alors il existe I1,..., I, Ji,...,J, intervalles ouverts tels que (X, Y°) € I} X ... X I, x Jy X ... x J, C Q

et p: I x...xI, — Jix...xJytelsque V(X,Y) eI, x...x J,, f(X,)Y)=0+=Y = p(X).

4 Formes différentielles de degré 1

4.1 Généralités

Soit E un evnf, et E* = L£(FE,R) son dual. Si Q C E est un ouvert, une forme différenticlle de degré 1 sur Q et de classe C* est

k
une application £ B Soit B = (e1,.-.,e,) base de E, B* = (c1,...,5,) sa base duale. Une forme différentielle f C* est
n
donnée par : x =Y xie; — » fi(x1,...,x0)e5. €5 1 @ = ) xie; —> e; est une forme linéaire donc (dej), = €; en tout point.
i=1

J
On peut donc noter Y. f;(z1,...,2,)(de))s-
J

4.2 Formes fermées ou exactes

k=1
Qun ouvertde E, f: Q 7, E* une forme différentielle. On pose f:ax Y fi(x1,...,2z,)dz;. On dit que f est fermée si pour

i ) 0 k1
tous i,jtelsque 1 <i<netl<j<n, % = %l& en tout point. f: Q L B est dite ezacte (ou totale) 'l existe ¢ : Q LR
)

telle que Vi, f; = z;).,: . (¢ s’appelle le potentiel scalaire de f). Si 2 est connexe par arc, ¢ est unique a une constante additive
pres.

4.3 Théoréme de Poincaré

Soit 1: 0% B,

o Pour que f soit exacte, il faut qu’elle soit fermée.

o Si Q est étoilé, cette condition est suffisante.




Equations différentielles

al7— MP*

1 Généralités

Soit n € N*, f: D C RxR" x R" — R", I un intervalle de R et ¢ : T E) R"™. ¢ est solution de I’équation différentielle
flz,y,y) =0si: Ve el, (z,0(z),¢ (x) € D et f(z,p(z),¢ (x) =0. Si le degré est supérieur a 1, ay” + by’ +cy +d =0(1)
Yy —2=0
az' +bz+cy+d=0

u u [ a +bv+cutd
tellequef(z,(v>,<v/))*< W —v )

1.1 Prolongement de solutions, solutions maximales

équivaut a . L’équation se met donc sous la forme f(x,¢(x), ¢ (z)) = 0 avec f : R x R? x R? — R?

Soit f(z,Y,Y’) comme supra. Notons (I, ) une solution ¢ : I — R™. On dit qu’une solution (I, ¢) se prolonge en une solution
(Jy) si I C J et 1p|r = . Une solution (I, ¢) est dite mazimale s’il n’existe pas de prolongement (.J,v) tel que I & J.
Propriété (hors programme) : toute solution (I, ¢) d’une équation différentielle se prolonge en au moins une solution maximale.

1.2 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

On dit qu’une équation différentielle est résolue en y' si elle est de la forme y' = f(z,y) ou f: 6 C RxR" — R". Si (20, Yp) € 4,
Y = f(z,Y)

est une solution (/,Y) ou xzy € I et qui
Y (zo) = Yo (LY) 0 4

une solution de I’équation différentielle “avec probléme de Cauchy” {
vérifie de plus Y (zg) = Y.
Y'=f(zY)
Y(z0) =Yo
solution maximale de ce probléme, et toute solution maximale est définie sur un intervalle ouvert.
1
’Théoréme de Cauchy-Lipschitz : Soit Q un ouvert de R x R™, f: Q £ R,

0
héoréme d’Arzela (hors programme) : Soit  un ouvert de R x R", f : Q <, R, { , alors il existe une

Y' = f(z,Y . .
f(T’Y) ait une solution et une
0

1. Si (zo,Yp) € Q, il existe un intervalle ouvert I, contenant z, tel que le probléme { Y (xg) =
0) =

seule o définie sur Ij.
2. Si (z9,Yo) € Q, il existe une solution maximale et une seule (I, ) de I'équation différentielle telle que zo € I et p(zo) = Y.
3. Le domaine de définition de toute solution maximale est un ouvert.

4. Toute solution de I’équation différentielle Y’ = f(z,Y") se prolonge de fagon unique en une solution maximale.

1.3 Equations différentielles autonomes

11 s’agit d’équations différentielles de la forme f(Y,Y’) = 0 dites autonomes ou incomplétes en x.

1.3.1 Premier résultat

1
Soit une équation différentielle résolue en Y : Y/ = f(Y) ou f: Q2 N R™, Q ouvert de R™. Soit ¢ : I — R™ une solution telle
que Jtg € I/¢/(to) = 0. Alors ¢ est constante.

1.3.2 Invariance par translation

I A 1 1
Soit (E, V=10 & { v =1 fiQCRY SR (B) iy = une équation différentielle. Soit ¢ : I = R"
) { Y 20 e { 4510 s (B) o/ = () wne éq 0
une solution maximale. Si il existe ¢y et ¢; des éléments de I comme dans Ey et E; et tg < t1, alors I = R et (t; — to) est une

période de .

1.4 Equations différentielles scalaires d’ordre 1 classiques

1.4.1 Equations a variables séparables

Ce sont les équations différentielles de la forme y = a(y)b(z) on a : I, L Reth: Iy < R, I, et I, des intervalles ouverts de
1

R. Soit ¢y = f(z,y) une équation différentielle ou f : I, x I L5 R telle que f(z,y) = b(z)a(y). Si on donne (z¢,yo) € I, X I,

y = flx,y)

y(w0) =10
telles que Vz, b(xz)a()\) = 0. Les autres s’obtiennent grace au calcul formel.

il existe h > 0 tel que admette une unique solution |zg — h, zo + h[— R. Les solutions constantes sont celles

1.4.2 Equations scalaires homogénes

f+ T — R (I un intervalle ouvert). C’est une équation de la forme y” = f(Z). On procéde au changement de variables ¢ = Z

T
pour résoudre 'équation.

1.4.3 Equations linéaires scalaires d’ordre 1

0
Soit I un intervalle quelconque de R, a,b,c: I < C telles que a ne s’annule en aucun point de 7. Soit ’équation différentielle
(&) : a(z)y’ + b(x)y + c(z) = 0. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire s’énonce ainsi :

1. Les solutions maximales de £ sont définies sur I entier. Cet ensemble de solutions forme une droite affine incluse dans
C'(I,C). La direction de cette droite est le sev de C*(I, C) formé des solutions maximales de (&) : a(z)y’ + b(z)y = 0.

[N

. Soit (zg,y0) € I x C, il existe une unique solution maximale de I'équation différentielle £ avec le probléme de Cauchy
y(xo) = yo. En particulier, toute solution définie sur un sous-intervalle non vide J C I se prolonge de fagon unique en une
solution maximale.

3. On obtient toutes les solutions maximales de £ par la méthode formelle habituelle.

1.4.4 Equation différentielle scalaire aux différentielles exactes

Soit © un ouvert de R x R, a,b: I LN R, (€) : a(z,y) + b(z,y)y’ = 0. Si la forme différentielle adz + bdy est exacte (c’est &
1

; 1
dire de la forme %dz + %—’;dy, on F: Qs R), alors pour toute solution ¢ : I DL Rde &, application z — F(z,¢(x)) est

constante. Les solutions de & sont donc les fonctions = € I — o(x) définies implicitement par les équations F(z,y) = A. On
n’a ici qu’un résultat local.

2 Equations et systémes linéaires
2.1 Forme générale et théoréme de structure

Forme matricielle : T un intervalle de R, M : T <, M, (K) (K=RouC), A: 1 £ Kn, Soit (€): X' = MX + A. Une solution
de (&) est une fonction D' (mais nécéssairement C1) J C I 25 K™ telle que Vt € J, ¢/ (t) = M (t)p(t) + A(t).
0 0
h’orme générale : E un K—evnf, I un intervalle, u : T <, L(E),v:T L Eet (&) : v = (ul®)(y) + v(t), dim E = n.
1. Les solutions maximales de (£) sont définies sur I tout entier. L’ensemble (S) qu’elles forment est un sous-espace affine de

CY(I, E) de dimension n. Si v = 0, on note (Sp) a la place de (S). C’est un sev de dimension n de C'(I, E). Dans le cas
général, si ¢g € (5), alors (S) = ¢y + (So)-

2. Si (to,y0) € I x E, il existe une unique solution maximale de (&) telle que y(to) = yo.

3. Toute solution de (£) se prolonge de fagon unique en une solution maximale de (£).

2.2 Systémes linéaires homogénes

Ecriture matricielle : M : T < M, (K) (I un intervalle de R), (&) : Y’ = M(t)Y.

Ecriture linéaire : u: I <5 £(E), dimE = n, ¥’ = u(t)(Y).

Les solutions maximales sont définies sur I entier ; si tg € I, Yy € F, il existe une unique solution maximale telle que
©v,(to) = Yo. L’ensmble des solutions maximales est un sev de C'(I, E). Pour ¢ € I fixé, I'application &, : E — Sy telle que
61, (Yo) = ¢y, est un isomorphisme.

[Corollaire : Soit F = (¢1,...,¢,) une famille de Sp, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :




1. F est une base de Sy

3. vtel, (¢(t),...,on(t) est une base de E
Soit B une base de E, F = (¢1,...,¢,) une famille dans Sp. On définit le wronskien de la famille F : Vt € I, W(t) =
detp(d1(t),...,dn(t)).

lo Si F est une base de Sp, alors Vt € I, W(t) # 0.

fo Si F est lice, alors Vt € I, W(t) = 0.

W est en outre C' et solution de I'équation différentielle w’ = tr(u(t))w. Une base de Sy s’appelle un systéme fondamental de

solutions de (&).

2.3 Résolution d’un systéme complet

0 0
Forme matricielle : M : I - M, (K), A: T £ Ke, (€) : Y = M(t)Y + A(t). Supposons connu un systéme fondamental
A1 A1
. Posons A = :
An An
R = (Y1,...,Y,). Pour résoudre le systéme complet, posons Y (t) = R(t)A(t) ot A est une fonction C' inconnue. On a alors
A" = R~ TA; A s’obtient par primitivation.
Forme linéaire : F = (¢1,. .., ¢,) un systéme fondamental de solutions de & ; la solution générale de Sy est Y A;jp;. On peut
toujours se ramener a la forme matricielle.

de solutions de & : (Y1,...,Y,). La solution générale de Sy est alors > \;Y; = (V1,....Y,)

2.4 Cas d’un systéme a coefficients constants

Forme matricielle : A : 1 < K™, (£) : Y = MY + A(t), M € M, (K) constante. Soit I’équation différentielle (&) avec le
probléme de Cauchy Y (ty) = Yp. La solution maximale est ¢ € I — exp((t — to)M)Yy. On obtient un systéme fondamental en
choisissant ¢y € I et en prenant ¢; : t — exp((t — to)M)Y; ou Y1,...,Y, est une base de K". Pour le systéme complet, on fait
varier les constantes dans Y = exp((t — to) M)A ot A est I'inconnue.

Forme linéaire : y'(t) = u(y(t)) + v(t) ou u € L(E) constante. La solution maximale & y' = u(y) avec y(to) = yo est
exp((t — to)u)(yo). On a un systéme fondamental de solutions en remplagant successivement yo par v ...y, d’une base de E.
On obtient un systéme complet en posant y = exp((t — to)u)(X(t)) ot X : I —» E est une fonction C! inconnue. Puis variation
de la constante...

3 Equations scalaires d’ordre 2

3.1 Retour sur les généralités

y" = f(z,y,9) ou f:Q — R avec Q C R? ouvert. On se raméne au théoréeme de Cauchy-Lipschitz en posant " = 2z comme
(S)

Y (20) = Y ou (xg,y0) € Q. Pour (£), cela revient a
0) =Yo

au paragraphe 1. Un probléme de Cauchy dans (S) est de la forme {

y'=f(z,y,9) \
y(xo) = yo . On a le théoréme de Cauchy-Lipschitz : soit f: Q C R® <, R, Q ouvert de R, et (z¢,yo, z0) € Q. Il existe
y'(z0) = o
y(ftn) =%
y'(20) = 20
admette une unique solution sur 7. Toute solution s’étend de maniére unique en une solution maximale, Ies domaines de définition
des solutions maximales sont des ouverts. Deux solutions maximales (I,¢) et (J,v) sont égales ssi il existe zg € I J tel que

w(x0) = Y(a0) et ¢’ (z0) = ¥’ (20)-

alors un intervalle ouvert I contenant g, tel que le probléme { associé a Iéquation différentielle y” = f(z,y,y’)

3.2 Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2

a(@)y” +b(@)y’ + c(x)y = d(z) (E)
a@)y” +b@)y +c(x)y=0  (Eo)

0
oua,b,c,d: I ‘e (I un intervalle quelconque) et a ne s’annulle pas sur 7. Alors :

1. Les solutions maximales de (E) sont définies sur I tout entier.

2. Si (w0, y0,y)) € I x C?, il existe une unique solution maximale ¢ : I — C telle que (x0) = yo et ¢’ (zo) = v}

3. Toute solution de (E) définie sur un intervalle non vide se prolonge de maniére unique en une solution maximale.

4. L;ensemble (S) (resp. (So)) des solutions de (E) (resp. (Ep)) est un sous-espace affine (resp. sev) de dimension 2 de
C*(1,C).

3.3 Isomorphismes

#(to)
#'(to) )

; Clest le

Avec les mémes notations, (Sy) est un plan vectoriel. Si to € I fixé, 'application &, : Sy — C? telle que ¢, (¢) = (

wi1(z)  pa(x)
ei(@) eul@)

est un isomorphisme d’ev. Si ¢, @2 sont deux solutions maximales de (Ey), on pose W : z € I —» ‘

wronskien de la famille (o1, p2). W est C! et vérifie W' = —%W.

3.4 Meéthodes de résolution
3.4.1 Sil’on connait ¢ € Sy ne s’annulant pas sur

Soit (B) : a(z)y” + b(z)y’ + c(z)y = d(z), ¢ € Sp. On procéde au changement de fonction y = z¢ (z est C? car ¢ ne s’annulle
pas). On calcule y,y",y” et par combinaison linéaire on obtient une équation différentielle linéaire d’ordre T en Z = 2. On la
résout et on primitive Z pour obtenir z. On peut chercher des séries entiéres solution.

3.4.2 Sil’on connait un systéme fondamental de solutions

Soit (1, p2) une base de (Sp). Dans (E), on effectue le changement de fonction inconnue y = A1¢1 + Aapa, ot A et A sont les
nouvelles fonctions inconnues. On calcule y,y’ et on impose A ¢1 + Myp2 = 0; puis on calcule y”, puis par combinaison linéaire
on se raméne A un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues en X; et \j, que l'on résout par exemple grace aux
formules de Cramer. On primitive ensuite \| et 5.

3.4.3 Equation différentielle d’ordre 2 a coefficients constants

Soit (E) : ay” + by’ + cy = d ot a # 0,b, ¢ sont des constantes, et d : [ %, C. La solution de (Eo) est
fp 2+ Ae™* 4 pe™® sile polynome caractéristique R(X) = aX? +bX + ¢ a deux zéros 71 et r2 dans C
P ou z — (Az + p)e"™ si R admet une racine double dans C.

On a donc un systéme fondamental de solutions, et on peut résoudre I’équation compléte par variation des constantes.
Si d est de la forme z € I — Y \;e™ " P;(x), out (m;, \;) € C? et P; € C[X] pour tout i, la méthode qui suit ne demande
jamais plus de calculs :

1. Pour chaque i, chercher une solution particuliére de ay” + by’ + cy = e™i* P;(x) notée ¢;.
2. ¢ = \ip; est une solution de E.
3. La solution générale de E est ¢ + Sy ot Sy est 'ensemble des solutions de Ej.

On cherche une solution particuliére a I'équation ay” + by’ + cy = €™* + P(z) sous la forme ¢ = z#e"*Q(z) ou :

b Q € C[X] a méme degré que P
p p=0siam®>+bm+c#0
fo 1 =1 sim est un zéro simple de R(X) = aX? +bX + ¢

o 1t =2 sim est un zéro double de R




Intégrales doubles

a20 — MP*

1 Notion d’intégrale double sur un produit d’intervalles

1.1 ormule de ini

Soit f : [a,b] x [c,d] <, C, alors :

1. Vz € [a, b]~fcd f(z,y)dy a un sens
2. x> f;lf(x,y)dy est CY sur [a,b]
3. Yy € e, d].,j;,b f(z,y)da a un sens
4. y—s ]”b f(z,y)dz est C° sur [c,d]
5. [, [ f@ y)dyde = [ [} f(x,y)dady
1.2 Intégrabilité d’une fonction positive

0
Soient I,J deux intervalles de longueur non vide, f : I x J £, R+, [ est intégrable si AM € R tel que pour tout couple de

segments (Ip C I,Jo C J),on a:
// f(z,y)dyde < M
IoxJo

Dans ce cas, [ [, f(z,y)dydz = sup [ f]nXJn f(z,y)dydz. soit I,, une suite croissante exhaustive de segments (SCES) de I, J,,
une SCES de J, alors n— [ [, f croit ; si cette suite est majorée, f est intégrable et [ [, f=lm [ [, f.

0
Propriété : Soit f: 1 x J £ RY. On suppose que :
0
l.Veel,yeJ < f(z,y) est intégrable
2. Fizel— Lf(l‘,y)dy est CO,

Alors f est intégrable sur I x J ssi F Uest sur [ et, le cas échéant, [ [, f= [, F.

1.3 Cas général

f:IxJ <, C; f est intégrable si |f]| Dest.
Sif:Ix J LR est intégrable, alors f* et f~ lesontet: [ [, f=[ [, = [ [,
Sif:IxJ < C est intégrable, alors Re(f) et Im(f) lesont et = [ [, f= [ [, ;Re(f)+i[ [, ;Im(f).

0
Propriété : Soit f: 1 x J < C intégrable. On suppose que :
0
1.Veel,yelJ < f(z,y) est intégrable
2. F:rzelr [, f(z,y)dy est C,

Alors f est intégrable sur I x J ssi F est sur I et, le cas échéant, [ [, . f= [, F.

1.4 Propriétés de 'intégrale double

0
1. Linéarité : (K = R ou C) 'ensemble des fonctions f : I x J K intégrables est un sev de C°(I x J,K). Sur ce sev,
[f — [ [}, [ est linéaire.

0
2. Inégalité triangulaire : Soit f: I x J K, alors: | [ [ f| < [ [|f].
3. Inégalité de Cauchy-Schwarz : Soit f,g : [ x J C—0> K. Si f? et g° sont intégrables, alors fg est intégrable et

[ S1rgl < T TIFE S T lgf?

4. Majorations : f,g:1xJ K si AM /N (z,y) € I x J, |f(z,y)| < M|g(z,y)]|, alors I'intégrabilité de g implique celle de
|f et, si g est intégrable, ona: [ [|f|< M [ [|g].

2 Intégrales doubles sur des compacts élémentaires

2.1 Définitions

On appelle compact élémentaire (CE) de R? une partie de R? définie de deux facons par un systéme d’inéquations :

a<xz<b
Va € [a,b],01(2) <y < pa(x)

et :
c<y<d

Yy € [e.d], ¥1(y) <z < ¥2(y)

ou les fonctions @1, @2, 11,12 sont continues sur leur intervalle de définition.

2.2 Propriétés

Soit €' un CE de R2, et f: C < C, alors :

/ ( / (()) fapanas = [ Y / (()) J(@,y)da)dy

La valeur de ces deux termes est par définition : [ [, f(z,y)dady.

2.3 Cas d’une réunion de compacts élémentaires

n o o
C C R? est un compact usuel (CU) si on peut Iécrire C = [J Cj, ot les (Cy)1<r<n sont des CE vérifiant Vi # j, C;(C; = 2.
k=1
n
Dans ce cas,ona: [ [of=Y [ [, f.
k=1 !

2.4 Changement de variables

Soient Q et ' deux ouverts de R?, ¢ : Q@ — Q' un C! — difféomorphisme, C' C © un CU. On suppose que ¢(C) = C’ est encore

un CU. Soit f: C’ C—n> C. Alors :
[ =] [seexiaess
Jor J Je

3 Passage en coordonnées polaires
3.1 Cas d’un produit d’intervalles

Soit f: R? C—0> C; on pose g : R x [0, 27] C—U> C telle que g(r,0) = f(rcos6,rsinf). Alors f est intégrable ssi g I'est, et dans ce

cas
// f(z,y)dzdy:// g(r,0)rdrdd
R2 R+ x[0,27]




3.2 Cas d’un compact usuel

Soit C' un CU inclus dans R* x [a,  + 27], on suppose que C' = {(rcos6,rsin)/(r,0) € C} est un CU de R%. Si f : ¢’ — C

est continue, alors :

J Lt

4 Notion d’aire

4.1 Aire d’un compact usuel

L’aire d'un CU C' est par définition [ [, 1-dady.

4.2 Aires gauches

= / / f(rcosf,rsin@)rdrdd.
J Je

Soit E un espace affine euclidien orienté (de dimension 3). Soit une surface S de classe C*21, définie par ¢ : Q@ C R? — E. Si
C' est un CU inclus dans Q, on définit 'aire de ¢(C') comme :

dp Do )
V/(; Ha A %Hdudu






