Calcul matriciel

a3 — MP*

1 Matrices et structure

miy Mmi2 ... Mig

indexation : M = € M, (K) ot K est un corps (commutatif en général).

m;,_l Mp2 ... Mpg
r Soit E;; = (5@1:5]:,1)}35:; la famille (Ei_j)}i&gp forme une base de M, ,(K) et vérifie : E; jEr; = 0;1Fi
p M,N € M, (K) sont semblables si 3P € GL,(K)/N = P~'MP.
p M,N €M, (K) sont équivalentes si IP,Q € GL,(K)/N = PMQ~'.
o M et N sont équivalentes ssi rg M = rg N. En particulier si rg M = r alors M est équivalente a la réduite canonique de

I |0

rang r J, = ( 0o

1.1 Ecriture par blocs

fo Une combinaison linéaire de matrices décomposées par blocs se traite comme une matrices de scalaires, pour peu que la
somme des blocs ait un sens.

fo Il en est de méme pour le produit matriciel.

1.2 Application

Aip o Arg
Soit M € M, (K), M = 0 (M est triangulaire par blocs). Alors : det M = [] det 4; ;.
i=1
0 0 Ao

1.3 Intervention des matrices-blocs

o Soit £ un ev de dimension finie, u € £(F). On suppose : E = Ey & ... ® E, avec Ej,..., E, stables par u. On note
w; = u|§t I'induit de u sur F;. Pour chaque E; on construit une base B; ; la base B résultant de la concaténation des B; est
une base de E. Soit A; = Mpg,u;, on a alors Mpu = diag (A1, ..., A;).

} réciproque vraie

1.4 Opérations élémentaires

&
On pose : E;/ = ([5,‘,_1,157‘_]):3.-(5", ]W,‘_j()\) =1I,+ )\E,‘,,Jn Soit M € W,,,(K), on note M = = ( Ly -~ L, ) .
1<i<n
Cr

fo Faire M <— M x M; ;()) revient a faire C; «— C; + AC;.

fo Faire M <— M; ;(\) x M revient a faire L; +— L; + AL;.

1.5 Inversion des matrices carrées

b Méthode de la comatrice : soit M € M, (K), on note M la comatrice de M, oit (M); ; = (—1)"*/ x det mineur M; ;. Alors
M'M =t MM = I,, det M.

o Méthode du systéme linéaire : M € GL,(K), Y € K", on résoud : MX =Y par rapport a X et I'expression du résultat
donne les coefficients de M~1.

fo La connaissance d’un polnéme annulateur peut éventuellement donner une expression polynomiale de M ~1.

o Décomposition QR : M € GL,(R), on munit R™ de son produit scalaire canonique, on note By Ia base canonique de R™.

BON B, X4 ¢

| Gram—Schmidt o gcrit donc U = MT avec
T triang. sup

FSoit C la base de R™ telle que Mp,C = M. On a :
U € O,.(R) et T € GL,(R) triangulaire supérieure. Donc M = UT~1.

1.6 Trace
’- Cas d’une matrice carrée : M € M, (K), M = (m; j)i<i<n, tr M = Y m; ;.
1<j<n =
1. tr est une forme linéaire sur 9, (K).

2. si A€ My 4(K) et B € M, ,(K), alors AB € M,(K), BA € M,(K) et tr (AB) = tr (BA).
3. st A, B € M,,(K) sont semblables, alors tr A = tr B.

}o Cas d’un endomorphisme : E de dimension finie, v € £(E). On définit : tru ey Mpu ot B est une base quelconque de
E.
1. tr e (L(E))*
2. Si E, F sont de dimension finie, u € L(E, F),v € L(F, E), alors tr (uov) = tr(vou).
3. Siue L(E)etve GL(E), alors tr (v uv) = tru

4. Sip € L(E) est un projecteur de rang r, alors tr p = 1k - r pas nécéssairement non nul.

2 Déterminants

Soit M = (m;;)i<i<n € M, (K), la forme développée de det M est det M = - &(o) H M (k) -
k=1

1<j<n €S,

2.1 Déterminant de Vandermonde

On montre par récurrence sur n que :

Tz - ap !
1 xpt
. . = | |(z; — i)
. . i<j
1z, L;;71 B
2.2 Dérivée d’un déterminant
ai(t) ... aia(t)
Soit I un intervalle de R, n > 1, A(t) = : : =| Ci(t) Cn(t) | ot Vi, j, a;j : I — C de classe C*.
ana(t) ... @nn(t)

1. Si k =0, alors A est C° comme polynome de fonctions C°.

2. Sik>1,A€CF(I,C)et: A'(t) = det(C(t),Calt),...,Cpn(t))+det(Cy(t), Co(t), ..., Cp(t))+. . .Adet(Cy(t), Co(t), ..., CL(t)).
Le résultat reste vrai en remplacant les colonnes par les lignes de A.




3 Discussion des systémes linéaires

On appelle systéme linéaire tout systéme d’équation équivalent & un systéme de la forme MX =Y ou M € M, ,(K) donnée,
Y € K? donné et X € K? inconnu. Soit S: MX =Y un systéme linéaire, on lui définit Sp : M X = 0 systéme homogéne associé.
Soit S I'ensemble des solutions de S, Sy ’ensemble des solutions de Sy ; Sp est un sev de K?. S peut étre vide ; dans ce cas on

pose dim S wF —o0; sinon, on pose dim S T dim Sp. Si Xp € S,VX € K9, [X € §] <= [(X — Xo) € So].

3.1 Cas des systémes linéaires de Cramer

MX =Y est un systéme de Cramer si M est carrée et inversible. VY € K", MX = Y posséde alors une unique solution
X =M"1Y.

b Si M eM,(K), MX =Y est de Cramer ssi Sp = {0}

Formules de Cramer : M = ( Cc, ... Cy, ) , MX =Y admet pour solution X = : ou :

Tn

det(Cy,...,Ci—1,Y,Citr,...,Cp
det M

Vi, xTr; =

3.2 Casou Me M, (K)etrgM=p

Supposons p < ¢q : 1g(Ci,...,Cq) = p. On extrait de (Ci,...,C,) une famille libre & p ¢léments, et cette famille engendre
Vect (C1, ..., Cy). Par exemple si (C1,...,C)) est libre :

lo S posséde au moins une solution VY

o Y donné ainsi que &,41,...,&, € K, alors 3X € S unique dont les composantes vérifient Vi > p, x; = &;.
€p+l
iy
On peut écrire M = ( A | B ) avec A € GL,(K), et X = < ;1 ) , Xo = ;alors X = (%) On a
2 2

&
de plus dimS = ¢ — p.
3.3 Cas général
MX =Y, M €M, ,(K), rgM =r.
o Sir=p, voir 3.2
lo Supposons r < p,rg(L1,...,L,) = r. Supposons par exemple (L, ..., L) libre. Vs > r, A1 5,..., A\s EK/Ls = > NisLi.
li=1

Avec ces notations, S # @ ssi
’V‘
Vs >rye =3 Aisyi (Cs)
=1

LiX =y
i Cry1s...,Cp sont toutes vérifiées, S est aussi I'ensemble des solutions du systéme S’ : . 8 est équivalent & S
L,X =y,
Ly
car ils ont méme ensemble de solutions. La matrice de S’ est : € M, 4(K) de rang r, ce qui nous rameéne a 3.2.
Lr

Si S =g, S est incompatible ; sinon S est compatible.
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