Equations différentielles

al7— MP*

1 Généralités

Soit n € N*, f: D C RxR" x R" — R", I un intervalle de R et ¢ : T E) R"™. ¢ est solution de I’équation différentielle
flz,y,y) =0si: Ve el, (z,0(z),¢ (x) € D et f(z,p(z),¢ (x) =0. Si le degré est supérieur a 1, ay” + by’ +cy +d =0(1)
Yy —2=0
az' +bz+cy+d=0

u u [ a +bv+cutd
tellequef(z,(v>,<v/))*< W —v )

1.1 Prolongement de solutions, solutions maximales

équivaut a . L’équation se met donc sous la forme f(x,¢(x), ¢ (z)) = 0 avec f : R x R? x R? — R?

Soit f(z,Y,Y’) comme supra. Notons (I, ) une solution ¢ : I — R™. On dit qu’une solution (I, ¢) se prolonge en une solution
(Jy) si I C J et 1p|r = . Une solution (I, ¢) est dite mazimale s’il n’existe pas de prolongement (.J,v) tel que I & J.
Propriété (hors programme) : toute solution (I, ¢) d’une équation différentielle se prolonge en au moins une solution maximale.

1.2 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

On dit qu’une équation différentielle est résolue en y' si elle est de la forme y' = f(z,y) ou f: 6 C RxR" — R". Si (20, Yp) € 4,
Y = f(z,Y)

est une solution (/,Y) ou xzy € I et qui
Y (zo) = Yo (LY) 0 4

une solution de I’équation différentielle “avec probléme de Cauchy” {
vérifie de plus Y (zg) = Y.
Y'=f(zY)
Y(z0) =Yo
solution maximale de ce probléme, et toute solution maximale est définie sur un intervalle ouvert.
1
’Théoréme de Cauchy-Lipschitz : Soit Q un ouvert de R x R™, f: Q £ R,

0
héoréme d’Arzela (hors programme) : Soit  un ouvert de R x R", f : Q <, R, { , alors il existe une

Y' = f(z,Y . .
f(T’Y) ait une solution et une
0

1. Si (zo,Yp) € Q, il existe un intervalle ouvert I, contenant z, tel que le probléme { Y (xg) =
0) =

seule o définie sur Ij.
2. Si (z9,Yo) € Q, il existe une solution maximale et une seule (I, ) de I'équation différentielle telle que zo € I et p(zo) = Y.
3. Le domaine de définition de toute solution maximale est un ouvert.

4. Toute solution de I’équation différentielle Y’ = f(z,Y") se prolonge de fagon unique en une solution maximale.

1.3 Equations différentielles autonomes

11 s’agit d’équations différentielles de la forme f(Y,Y’) = 0 dites autonomes ou incomplétes en x.

1.3.1 Premier résultat

1
Soit une équation différentielle résolue en Y : Y/ = f(Y) ou f: Q2 N R™, Q ouvert de R™. Soit ¢ : I — R™ une solution telle
que Jtg € I/¢/(to) = 0. Alors ¢ est constante.

1.3.2 Invariance par translation

I A 1 1
Soit (E, V=10 & { v =1 fiQCRY SR (B) iy = une équation différentielle. Soit ¢ : I = R"
) { Y 20 e { 4510 s (B) o/ = () wne éq 0
une solution maximale. Si il existe ¢y et ¢; des éléments de I comme dans Ey et E; et tg < t1, alors I = R et (t; — to) est une

période de .

1.4 Equations différentielles scalaires d’ordre 1 classiques

1.4.1 Equations a variables séparables

Ce sont les équations différentielles de la forme y = a(y)b(z) on a : I, L Reth: Iy < R, I, et I, des intervalles ouverts de
1

R. Soit ¢y = f(z,y) une équation différentielle ou f : I, x I L5 R telle que f(z,y) = b(z)a(y). Si on donne (z¢,yo) € I, X I,

y = flx,y)

y(w0) =10
telles que Vz, b(xz)a()\) = 0. Les autres s’obtiennent grace au calcul formel.

il existe h > 0 tel que admette une unique solution |zg — h, zo + h[— R. Les solutions constantes sont celles

1.4.2 Equations scalaires homogénes

f+ T — R (I un intervalle ouvert). C’est une équation de la forme y” = f(Z). On procéde au changement de variables ¢ = Z

T
pour résoudre 'équation.

1.4.3 Equations linéaires scalaires d’ordre 1

0
Soit I un intervalle quelconque de R, a,b,c: I < C telles que a ne s’annule en aucun point de 7. Soit ’équation différentielle
(&) : a(z)y’ + b(x)y + c(z) = 0. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire s’énonce ainsi :

1. Les solutions maximales de £ sont définies sur I entier. Cet ensemble de solutions forme une droite affine incluse dans
C'(I,C). La direction de cette droite est le sev de C*(I, C) formé des solutions maximales de (&) : a(z)y’ + b(z)y = 0.

[N

. Soit (zg,y0) € I x C, il existe une unique solution maximale de I'équation différentielle £ avec le probléme de Cauchy
y(xo) = yo. En particulier, toute solution définie sur un sous-intervalle non vide J C I se prolonge de fagon unique en une
solution maximale.

3. On obtient toutes les solutions maximales de £ par la méthode formelle habituelle.

1.4.4 Equation différentielle scalaire aux différentielles exactes

Soit © un ouvert de R x R, a,b: I LN R, (€) : a(z,y) + b(z,y)y’ = 0. Si la forme différentielle adz + bdy est exacte (c’est &
1

; 1
dire de la forme %dz + %—’;dy, on F: Qs R), alors pour toute solution ¢ : I DL Rde &, application z — F(z,¢(x)) est

constante. Les solutions de & sont donc les fonctions = € I — o(x) définies implicitement par les équations F(z,y) = A. On
n’a ici qu’un résultat local.

2 Equations et systémes linéaires
2.1 Forme générale et théoréme de structure

Forme matricielle : T un intervalle de R, M : T <, M, (K) (K=RouC), A: 1 £ Kn, Soit (€): X' = MX + A. Une solution
de (&) est une fonction D' (mais nécéssairement C1) J C I 25 K™ telle que Vt € J, ¢/ (t) = M (t)p(t) + A(t).
0 0
h’orme générale : E un K—evnf, I un intervalle, u : T <, L(E),v:T L Eet (&) : v = (ul®)(y) + v(t), dim E = n.
1. Les solutions maximales de (£) sont définies sur I tout entier. L’ensemble (S) qu’elles forment est un sous-espace affine de

CY(I, E) de dimension n. Si v = 0, on note (Sp) a la place de (S). C’est un sev de dimension n de C'(I, E). Dans le cas
général, si ¢g € (5), alors (S) = ¢y + (So)-

2. Si (to,y0) € I x E, il existe une unique solution maximale de (&) telle que y(to) = yo.

3. Toute solution de (£) se prolonge de fagon unique en une solution maximale de (£).

2.2 Systémes linéaires homogénes

Ecriture matricielle : M : T < M, (K) (I un intervalle de R), (&) : Y’ = M(t)Y.

Ecriture linéaire : u: I <5 £(E), dimE = n, ¥’ = u(t)(Y).

Les solutions maximales sont définies sur I entier ; si tg € I, Yy € F, il existe une unique solution maximale telle que
©v,(to) = Yo. L’ensmble des solutions maximales est un sev de C'(I, E). Pour ¢ € I fixé, I'application &, : E — Sy telle que
61, (Yo) = ¢y, est un isomorphisme.

[Corollaire : Soit F = (¢1,...,¢,) une famille de Sp, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :




1. F est une base de Sy

3. vtel, (¢(t),...,on(t) est une base de E
Soit B une base de E, F = (¢1,...,¢,) une famille dans Sp. On définit le wronskien de la famille F : Vt € I, W(t) =
detp(d1(t),...,dn(t)).

lo Si F est une base de Sp, alors Vt € I, W(t) # 0.

fo Si F est lice, alors Vt € I, W(t) = 0.

W est en outre C' et solution de I'équation différentielle w’ = tr(u(t))w. Une base de Sy s’appelle un systéme fondamental de

solutions de (&).

2.3 Résolution d’un systéme complet

0 0
Forme matricielle : M : I - M, (K), A: T £ Ke, (€) : Y = M(t)Y + A(t). Supposons connu un systéme fondamental
A1 A1
. Posons A = :
An An
R = (Y1,...,Y,). Pour résoudre le systéme complet, posons Y (t) = R(t)A(t) ot A est une fonction C' inconnue. On a alors
A" = R~ TA; A s’obtient par primitivation.
Forme linéaire : F = (¢1,. .., ¢,) un systéme fondamental de solutions de & ; la solution générale de Sy est Y A;jp;. On peut
toujours se ramener a la forme matricielle.

de solutions de & : (Y1,...,Y,). La solution générale de Sy est alors > \;Y; = (V1,....Y,)

2.4 Cas d’un systéme a coefficients constants

Forme matricielle : A : 1 < K™, (£) : Y = MY + A(t), M € M, (K) constante. Soit I’équation différentielle (&) avec le
probléme de Cauchy Y (ty) = Yp. La solution maximale est ¢ € I — exp((t — to)M)Yy. On obtient un systéme fondamental en
choisissant ¢y € I et en prenant ¢; : t — exp((t — to)M)Y; ou Y1,...,Y, est une base de K". Pour le systéme complet, on fait
varier les constantes dans Y = exp((t — to) M)A ot A est I'inconnue.

Forme linéaire : y'(t) = u(y(t)) + v(t) ou u € L(E) constante. La solution maximale & y' = u(y) avec y(to) = yo est
exp((t — to)u)(yo). On a un systéme fondamental de solutions en remplagant successivement yo par v ...y, d’une base de E.
On obtient un systéme complet en posant y = exp((t — to)u)(X(t)) ot X : I —» E est une fonction C! inconnue. Puis variation
de la constante...

3 Equations scalaires d’ordre 2

3.1 Retour sur les généralités

y" = f(z,y,9) ou f:Q — R avec Q C R? ouvert. On se raméne au théoréeme de Cauchy-Lipschitz en posant " = 2z comme
(S)

Y (20) = Y ou (xg,y0) € Q. Pour (£), cela revient a
0) =Yo

au paragraphe 1. Un probléme de Cauchy dans (S) est de la forme {

y'=f(z,y,9) \
y(xo) = yo . On a le théoréme de Cauchy-Lipschitz : soit f: Q C R® <, R, Q ouvert de R, et (z¢,yo, z0) € Q. Il existe
y'(z0) = o
y(ftn) =%
y'(20) = 20
admette une unique solution sur 7. Toute solution s’étend de maniére unique en une solution maximale, Ies domaines de définition
des solutions maximales sont des ouverts. Deux solutions maximales (I,¢) et (J,v) sont égales ssi il existe zg € I J tel que

w(x0) = Y(a0) et ¢’ (z0) = ¥’ (20)-

alors un intervalle ouvert I contenant g, tel que le probléme { associé a Iéquation différentielle y” = f(z,y,y’)

3.2 Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2

a(@)y” +b(@)y’ + c(x)y = d(z) (E)
a@)y” +b@)y +c(x)y=0  (Eo)

0
oua,b,c,d: I ‘e (I un intervalle quelconque) et a ne s’annulle pas sur 7. Alors :

1. Les solutions maximales de (E) sont définies sur I tout entier.

2. Si (w0, y0,y)) € I x C?, il existe une unique solution maximale ¢ : I — C telle que (x0) = yo et ¢’ (zo) = v}

3. Toute solution de (E) définie sur un intervalle non vide se prolonge de maniére unique en une solution maximale.

4. L;ensemble (S) (resp. (So)) des solutions de (E) (resp. (Ep)) est un sous-espace affine (resp. sev) de dimension 2 de
C*(1,C).

3.3 Isomorphismes

#(to)
#'(to) )

; Clest le

Avec les mémes notations, (Sy) est un plan vectoriel. Si to € I fixé, 'application &, : Sy — C? telle que ¢, (¢) = (

wi1(z)  pa(x)
ei(@) eul@)

est un isomorphisme d’ev. Si ¢, @2 sont deux solutions maximales de (Ey), on pose W : z € I —» ‘

wronskien de la famille (o1, p2). W est C! et vérifie W' = —%W.

3.4 Meéthodes de résolution
3.4.1 Sil’on connait ¢ € Sy ne s’annulant pas sur

Soit (B) : a(z)y” + b(z)y’ + c(z)y = d(z), ¢ € Sp. On procéde au changement de fonction y = z¢ (z est C? car ¢ ne s’annulle
pas). On calcule y,y",y” et par combinaison linéaire on obtient une équation différentielle linéaire d’ordre T en Z = 2. On la
résout et on primitive Z pour obtenir z. On peut chercher des séries entiéres solution.

3.4.2 Sil’on connait un systéme fondamental de solutions

Soit (1, p2) une base de (Sp). Dans (E), on effectue le changement de fonction inconnue y = A1¢1 + Aapa, ot A et A sont les
nouvelles fonctions inconnues. On calcule y,y’ et on impose A ¢1 + Myp2 = 0; puis on calcule y”, puis par combinaison linéaire
on se raméne A un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues en X; et \j, que l'on résout par exemple grace aux
formules de Cramer. On primitive ensuite \| et 5.

3.4.3 Equation différentielle d’ordre 2 a coefficients constants

Soit (E) : ay” + by’ + cy = d ot a # 0,b, ¢ sont des constantes, et d : [ %, C. La solution de (Eo) est
fp 2+ Ae™* 4 pe™® sile polynome caractéristique R(X) = aX? +bX + ¢ a deux zéros 71 et r2 dans C
P ou z — (Az + p)e"™ si R admet une racine double dans C.

On a donc un systéme fondamental de solutions, et on peut résoudre I’équation compléte par variation des constantes.
Si d est de la forme z € I — Y \;e™ " P;(x), out (m;, \;) € C? et P; € C[X] pour tout i, la méthode qui suit ne demande
jamais plus de calculs :

1. Pour chaque i, chercher une solution particuliére de ay” + by’ + cy = e™i* P;(x) notée ¢;.
2. ¢ = \ip; est une solution de E.
3. La solution générale de E est ¢ + Sy ot Sy est 'ensemble des solutions de Ej.

On cherche une solution particuliére a I'équation ay” + by’ + cy = €™* + P(z) sous la forme ¢ = z#e"*Q(z) ou :

b Q € C[X] a méme degré que P
p p=0siam®>+bm+c#0
fo 1 =1 sim est un zéro simple de R(X) = aX? +bX + ¢

o 1t =2 sim est un zéro double de R





<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


