Fonctions vectorielles

alb — MP*

1 Limites, continuité, calcul différentiel

1.1 Notion de limite

Soit £ un ev normé de dimension finie (evnf), f: A C R — E. Siz € A4, on dit que 1'131 fly)=1€ EsiVe >0,3a >0/Vy € A,
y—z
[(y #2) A (ly — 2| < )] = ([ f(y) — || <e). Elle ne dépend pas de la norme.

1.2 Continuité

E un evnf, f: A C R — E; c’est la notion classique puisque R et E sont a fortiori des espaces métriques. Si x € A, f est
continue en z ssi lim f(y) = f(x).
y—a

1. La continuité en un point (resp. sur A) ne dépend pas de la norme considérée

n
2. On peut toujours écrire f: x+— > fi(z)e;, si B = (eq,...,ey) est une base de E et f; : A — E. f est alors continue ssi
i=1

chaque f; lest.
1.3 Dérivée en un point, fonction dérivée
Soit I un intervalle de R, E un evnf, f: I — E. Six € I, f'(x) est, si elle existe, la quantité ]lin}]wﬁ. Si f est dérivable
Camd :

en tout point de I, on peut ainsi définir la fonction dérivée f' : I — E.

[f'(z) existe ssi f(z+ h) = f(z) + h -1+ 6(h), avec ||6(h)|| = o(h). Dans ce cas, f’(z) = l. On peut ainsi définir les notions
classiques D', Ct, D¥, C*, C~.
1.4 Calcul différentiel
1.4.1 Linéarité
Soit f: I CR o E,l€ L(E,F) ou E, F sont deux evnf. Alors lo f est D' et (lo f) =1lo(f’).

1
boit f.9:TC RIS B, E evnf. Alors VA, j1 € R, Af + g est D et (A +pg) = A"+ pug'.

1.4.2" n—Iinéarité

Ei,...E,,E desevnf, f; : [ CR o, E;, @ : ﬁEi — E n—lindaire. Soit F': x € I — ®(fi(2),..., fu(x)); F est D et :
i=1
Vo €1, F'(z) = (fi(2), f2(2), -, fu(@)) + @(f1(2), £5(2), .., ful@)) + ... + 2(f1(2), fo(2), - .., Fr(@))-

Exemples :
b ar, N1 R 2o, (K), alors ¢ —s M(E)N(t) est D' et (MN) = M'N + MN.

F Eunevnf, f:1 z, E, N1 2 K; alors t — A(t)f(t) est D et : (Af)' = N f+ Af’. De méme, si \: [ o, K*, (§) est
Dlet (§) = ML

On a la formule de Leibniz : fy: I i Ey, fo: I i Es, ¢ : E1 x E; — E bilinéaire, F : t € I — (f1(t), f2(t)). Alors F est
k ;
D et vee I, FO(1) = 3 (o7 (0), 577 1)),

i=0

2 Inégalités du calcul différentiel

2.1 Inégalités des accroissements finis

Soit F un evnf, une fonctions f : [a,b] C R — F satisfait les conditions de Rolle si f est continue sur [a,b] et dérivable sur
Ja, b[.
Soit f:{a,b] — E, g : [a,b] — R telles que f et g satisfont les conditions de Rolle.

fo Propriété 1 : Si de plus on a Vz €la, b, || f'(z)| < ¢'(z), alors || f(b) — f(a)|| < g(b) — g(a).

fp Propriété 2 (cas particulier) : Soit M € RY, g : z — M. Si f satisfait les hypotheses de Rolle et Va €]a, b], || f'(z)|| < M,
alors || f(b) — f(a)|| < M(b— a).

Corollaires : Soit I un intervalle de R, f: I — FE telle que f est continue sur I et dérivable sur I.
1. Si f/ =0 sur I, alors f est constante sur I.
2. Si f est bornée, alors f est lipschitzienne.

2.2 Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit E un evnf, f : [a,b] B Sive e [a,b], || £V (2)]| < M, alors

™

(b— a)k (k)
FO) = fl) =Y (@) +
k=1 :

(b—a)™*!
[CESH IS

avec ||y < M

2.3 Formule de Taylor-Young

Soit f: 15 E. Soit a e T, alors: fla+h)= 3 5 f®(a) + o(h™).
k=0

3 Calcul intégral

3.1 Intégrabilité sur un segment
Soit F un evn, f : [a,b] — E. On appelle somme de Riemann de f sur [a,b] toute expression de la forme :

n—1

S(f) = > (@ixr — @) f(ci)
i=0
oua=uxy < <...<x, = best un partage de [a,b], noté o, et pour tout 7, ¢; € [z;, x;41]. On appelle () = pJnax 1(Ii+1 —z;)
<i<n—
le module du partage. f est intégrable sur [a,b] si il existe I € E tel que : Ve >0, 3o > 0/ (6(0) < o) = (||S(f) = I|| <¢). I
est alors unique et on pose : f: f(t)dt = 1. Si E est complet, toute fonction C° (méme CJ,) est intégrable sur tout segment.

0
F Inégalité triangulaire : F un evnf, f : [a,b] Lo, E, alors || jab f)de|| < fub [I£ ()| dt.

L Intégration par parties : Si I est un segment, fi : [ C—CS Ey, fo:l C—CS Es, B: Ey X By — E bilinéaire, alors :
b b
[ @), fa@)da + [ Bli), f@)ds = B(fi(a). Sl

% Formule de Taylor-Laplace : avec les notations du 2.2, v,41 = [: %f(”“)(t)dt.




3.2 Intégration sur un intervalle quelconque

0
E evn, I un intervalle de R, f: T Soy B Méme si fnb f(t)dt a un sens pour tout segment [a,b] C I, cela ne suffit pas & donner
un sens & [; f. Si E est de Banach et si || f|| est intégrable sur I, alors [, f a un sens (par exemple [, f = th” f; f(t)dt). On
—ini

Y=Ssup !
dit alors que f est intégrable sur I. Si E est de Banach :

0
L Propriétés : Si I = (a,b) avec —co <a<b< +oo,ce€let f:1 i> E, f est intégrable ssi f|(q,¢ et f|.p) le sont. Dans
cecas, [ f=[iyqf+ few I

0 1 0 1
b Tntégration par parties : Soit E, Ei, By trois evnf, f: I % Ey, g+ I 5 By, B: B\ x By — E bilinéaire. Si B(f, f»)
et B(f1, f}) sont intégrables, alors [, B(f{, f2) + [; B(f1, f}) = [B(f1. fo)lort.

S2L est semi-

k Si Xlir_n” f;(/ f(t)dt existe mais f non intégrable, on dit que f est semi-intégrable. Par exemple, f(z) =
—in
Y —sup I

intégrable sur |0, +-00].
. . o L . Y . e T, . -~
}0 Soit f : I — E semi-intégrable ; si ¢ € I, Hvllgxlplf“ f(t)dt et Exl_l)lirl}ujx f(t)dt; cela permet de définir [, f =

. Y . ¢
lim lim E
Yﬂsup]fc f+xmnf1fxf

3.3 Théoréme de relévement

k=1
On rappelle que U = {z € C/|z| = 1}. Soit I un intervalle de R, f: I 5 U, alors :
k
1. 3p: 1 L5 R telle que Vi € 1, f(t) = e,
k
2. Si deux fonctions ¢y, @o: [ L%, R satisfont cela, alors Im € Z/ps — @1 = 2mm.

k=1 k k ;
Tout cela reste vrai avec k = 0. De méme si f: [ <5 ¢, dp: I LL R, 30T S5 R telles que Vt € I, f(t) = p(t)e?®®. Dans
ce cas, p est unique et 6 est unique a 2mn prés (m € Z).
[On en déduit une condition suffisante de représentation polaire : Soit F un plan affine euclidien orienté, rapporté a un repére
- - k , /
orthonormé (O, 7, 7). Soit v : t € I — (z(t),y(t)) € E,avecz,y : [ £ ROn suppose que pour tout ¢ € I, ( ‘;Eg ) et ( z,gg )
k k
forment une famille libre. Dans ce cas, pour tout ¢, (z(t),y(t)) = (p(t) cos 0(t), p(t) sin6(t)), ou p : I ERtet0:1 5 R 0|?(I)
est un CF—diffeomorphisme de I sur 6(I) = J. L’application p = p(w) est définie par : Vw, p(w) = p(0~'(w)) : I — R+,

3.4 Rappel : diffétomorphismes

Soit I, J deux intervalles de R, k € N* [J{+o0}, on dit que f: I — J est un C*—difféomorphisme de I sur J si :
b festCFsurl
lo f est bijective
fp flest CFsur J.
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