Espaces vectoriels normés

ald — MP*

1 Généralités
1.1 Normes
Soit K =RouC, E un K — ev. Une norme est une application E — RT souvent notée || || vérifiant les axiomes suivants :
f Séparation : Vz € E, (||z]| =0) = (z = 0)
o Homogénéité : YA € K, Vz € E, |[Az| = |A|||z|
fo Inégalité triangulaire (ou sous-additivité) : ¥(x,y) € E?, ||z +y| < [|=| + [yl
Si E est une K —algebre, | || est une norme d’algebre si de plus : V(z,y) € E?, ||zy|| < ||z|||ly|| (sous-multiplicativité). On impose
également, en général, que ||1g|| = 1.
1.2 Exemples
1.2.1 Normes associées a un produit scalaire

En général, c’est la vérification de I'inégalité triangulaire qui pose probléme. Dans certains cas, on a ||z|| = y/¢(z, ) ou ¢ est
un produit scalaire (éventuellement hermitien). Dans ce cas, il est immeédiat que | || est bien une norme.

Exemple : E = C'([0,1],R), [lz] = /£(0)2+ fy f/(t)dt.

1.2.2 Normes ||, sur K"

Soit = (21,...2,) € K. On définit, pour p € N* : |z, = Z |z|P) ¥, ainsi que l#]|oo = RaX T
= i<n
Inégalits de Holder (p): si (s.1) € (K% ¥p.q > 0/ + £ = 1. 3ol < el
On en déduit que pour tout p, || ||, est bien une norme. On a de plm les résultats suivants :
o tim el = el
o llzllc < 1-|l2[l1 (majoration optimale) ; [|zlloc < 1-|lz[l2 (optimale) ; flzlly < nflzllo (optimale) ; flzll2 < Vall2ll
(optimale) ; ol < vallell ; lall2 < 1zl
1.2.3 Normes || ||, sur C°(1,K)

Soit I un segment de R. On définit pour f: I LK. 171, = (J; |f|P)V et || flloo = sup|f(z)| On a ||f|\,, |\f||x Les || ||,

sont encore des normes sur R[X].

1.3 Normes équivalentes

Soit E un K — ev, deux normes || || et || ||’ sont dites équivalentes si
p 3a>0/Vz € E, ||z|| < oz’
b 38> 0/Vz € B, ||| < Bl

Cela équivaut a : af|z| < ||z||” < &'||z||. Supposons E muni de deux normes équivalentes Ny et No. Notons E (resp. F2) espace
métrique £ muni de la distance associée & Ny (resp. a Na).

fo Soit (z,) € EN, (z,,) converge au sens de N, ssi (x,) converge au sens de Na.

o Sont indépendantes de la norme (N7 ou N») les notions de suite de Cauchy, valeur d’adhérence et complétude : E; est
complet ssi Es est complet. De méme, les notions d’ouvert, de fermé, d’intérieur, d’adhérence et de compacité ne dépendent
pas de la norme.

o Soit f: AC E— (E',d'); les notions de continuité, uniforme continuité et caractére lipschitzien ne dépendent pas de la
norme (en revanche, la constante de Lipschitz éventuelle en dépend en général).

f De méme pour f: AC E' — E.

2 Continuité des applications linéaires
2.1 Caractérisation des applications linéaires continues
Soit (E, || ]]), (E',||||") deux espaces normés, f € L(E, E'); les propositions suivantes sont équivalentes :
1. f est continue
2. 3k > 0 tel que f soit k — lipschitzienne
3. >0z € B, [f@) < klz
4

. [ est uniformément continue

ot

. f est continue en 0

6. flp(o,1) est bornée

2.2 Norme subordonnée d’une application linéaire continue

Soit (E,|||); (E’,||||') deux espaces normés, f € L(E,E’) continue. La norme subordonnée de f notée |||f||| est définie par
iFall e min{k > 0/Va € E, || f(z)||" < k||z||}. C’est la constante de Lipschitz de f. On a encore ||| f||| = sup{%’:ﬁ”,,r € E\{0}},
ainsi que [[[ ]| = sup{[|f ()", = € A} avec A € {B(0,1),B(0,1),B(0,1)\B(0, 1)}. On a toujours : || f(z)[" < [[[f[[| - [l=[l. [I[/]]]
est enfin le scalaire k vérifiant Vo € E, || f(z)||" < k[|z|| et P'une des trois propriétés : VE' < k, 3z € E/||f(z)||" > k||| ; il existe
une suite (x,,) sans élément nul telle que U@l tonde vers & ; 3o € E\{0}/| f(2)|" = K=

N

2.3 Cas d’un espace vectoriel préhilbertien
Soit E un ev préhilbertien, f € L(E) supposée continue. On note B = B’(0,1). On a : [[[f][[ = sup [(f(z) [ y)[ = [IF-
z,yEB’

Si E est de dimension finie et f € L(E), alors f est continue et [||f||| = \/maxSp(f*f). Si u € L(E) est autoadjoint, on a
[|Jul|] = max{|A|, A € Sp(u)}. Si de plus u est positif, |||u||| = max Sp(u).

2.4 L’espace vectoriel normé Lo (E, E')

2.4.1 Cas général

Soient (E, || ]]) et (E',| ") deux espaces vectoriels normés. Par définition, Lo (E, E') est Pensemble des fonctions linéaires
continues E — E’. Lo (FE, E') est un sous-espace vectoriel de L(E, E’). f — ||| f]|| est une norme sur ce sev.
Propriéte : (E,[[1]), (E",[[I"), (B, [ |I") trois ev normés, si f € Lo(E, E') et g € Lo (B, E”), alors |[lg o fII < IIIf1Il - [llglll-

2.4.2 L’algébre normée Lo (F)

def

Soit E un ev normé, on note Lo (E) = E(v(E E). C’est une sous-algebre de L(E); en outre, munie de ||| |||, c’est une algebre
normeée.
[Cas de M, (K) : si M € M,(K), on lui associe v : X € K" — MX. Alors N(M) = |||u]|| est une norme d’algebre
sur M, (K). Si on munit K™ de [|||1 (vesp. |[|l2, ||[|~), alors Ny(M) = [nax > |mi ;| (resp. No(M) = y/maxSp(*MM),
N ]

Ny (M) = max Z |m;,j|) est une norme sur M, (K).

1<i<n




2.5 Cas des applications multilinéaires

m

Soit (E1, || 11)s-- s (Ems [ [lm)s (B, [[I") (m + 1) ev normés. Soit f : E = [[ E; — E’ un application m — linéaire. E peut étre
i=1

muni de z — Y x; ou  — maxz;. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

fo [ est continue
fo [ est continue en (0,...,0)
m
p il existe k > 0 tel que Va € E, || f(z)|" < kT ||lil:-
i=1
Par exemple : si E est euclidien orienté, ’application produit mixte [z1,...2,] = detp(x1, ..., z,), ou B est une base orthonormale

directe, est continue. Si E est préhilbertien muni de Ta norme associée a son produit scalaire, (z,y) — (2 [ y) € K est continue.
Si E est un espace vectoriel normé de dimension 3, le produit vectoriel (z,y) — = A y est continu.

3 Espaces vectoriels normés complets
(E,|[]]) est dit de Banach s’il est complet pour cette norme. Une algébre de Banach est une algébre normée compléte.

3.1 Exemples et contre-exemples

€°([0,1],K) muni de || |1 n’est pas complet ; muni de || ||, il est. Soit E, B’ deux espaces vectoriels normés ; si E’ est complet,
alors Lo (E, E) est de Banach. Si E est complet, alors Lo (F) est une algébre de Banach.

3.2 Séries dans les espaces vectoriels normés complets

n
(., un ev normé ; on dit que la série {u,} converge si n € N+— »_ uj admet une limite. On utilisera les mémes notations

E=0
que pour les séries réelles (cf. a6). Si {u,} converge alors u,, — 0. On dit que {u,} est absolument convergente si la série réelle
{llun||} converge. Si E n’est pas complet, une série absolument convergente peut éventuellement diverger. En revanche si E est
complet, alors toute série absolument convergente est convergente.

3.3 Exponentielle dans une algébre de Banach
n to .
Soit. A une algebre de Banach. Si u € A, {%},>0 est absolument convergente. On pose alors expu = ) %7, que 'on pourra

nl
k=0

encore noter abusivement e*. Comme ||14]| = 1, on a de plus [|e"|| < ellll,

[Compléments : On munit M, (K) d’une norme.

1. Si M € M, (K), e M = teM

2. Soit M € M, (K), P € GL,(K), e 'MP = p~lgMp

3. Si M est diagonalisable (resp. triangulaire supérieure), eM est diagonalisable (resp. triangulaire supérieure)
4

. Si M est scindée, det e = et*(M)

. (hp) Si A, B € M,,(K) commutent, alors e*F = ¢AcP
(hp) n(K) ,

S

Applications :
f si A€ M,(R), alors Vt € R, e € SO, (R)

P Soit E de dimension finie, v € L(E) scindé. Alors il existe §,v € L(E) tels que u = d + v, dv = v/, § diagonalisable et v
nilpotent

fo Soit un systéme différentiel X’ = AX avec X € 9, 1(K) vecteur inconnu fonction de ¢ vérifiant X(0) = X fixe, et
A € M, (K) constante. L’unique solution de ce systéme est ¢ — e X,

4 Espaces vectoriels normés de dimension finie

4.1 Equivalence des normes

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, deux normes quelconques sont équivalentes.

4.2 Théoréme de Borel-Lebesgue

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Une partie de F est compacte ssi elle est fermée bornée.

4.3 Compléments
1. Tout ev normé de dimension finie est complet

2. Soit E un ev normé, F sev de E de dimension finie, alors F' est fermé et complet.

4.4 Continuité des applications linéaires
Soit F un espace vectoriel normé de dimension finie, £’ un espace vectoriel normé, f € L(E, E’). Alors f est continue. On a

done Lo(E,E') = L(E, E’). De méme si f : H E; — E’ : si tous les F; sont de dimension finie, f est continue.
i=1

4.5 Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Soit E un espace métrique, A C E, z € E est un point d’accumulation de A ssi z € A\{z}. Cela équivaut a : Ve >0, IX/X #z
et X € AN(B(z,¢)); ou encore & :3(z,) € AN non stationnaire telle que x = limx,, ; ou enfin a : Ve > 0, B(z,&) () A est de
cardinal infini.

[Théoréme de Bolzano-Weierstrass : Si E est un ev normé de dimension finie et A C F de cardinal infini, alors A posséde au
moins un point d’accumulation.
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