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Épreuve : MATHÉMATIQUES I Filière MP 1 
Étant  donncv uiic suit(' ri.eIIc3 (a , )  , on :issocie ii tout coupl(. ~ I J , ~ , I J ~ ~  tIe iioiihres 
réels la suite réellr lutl)  ddinie  C i  partir c l c  ces deux vnlcurs initi:tlcs u,, e t  uI 
par  la relation ( X I  : 

u n + ,  = u,+a,, , oii n > i  

I 
( n +  Ilcn+21 

a,, = 

et  que la limite 1, t l c ~  121 suite ( U , I  wt noii nullr 

1.D.1) I 'rinivw cliw uk , uk rst 6cluivalc:nt B 
4 1 dt 

L I :  f' 

L 
n 

(SI ('II cliuluirc~ qui' /, 

1.113) 0 1 1  cli.litiit la suite i r , , ~ ,  rn pos:inl pour n z  I 
11, rhst 6qitivalent ii - . 

1. u,, 1, - i U r ] .  

1)iterininer (le ménie un équivalent de F,,  - F , ,  puis de P,, et en dklduire le dé- 
vr4ir~ipvmcnt l inrit l ;  ii I'orclw 2 de u,, par rapp)rt i - . I 

Z'wtir- li - &ide dcs sr&>( un)  de limite iiulle 

Ihns toute cette partie, on suppose les a, strictement positifs pour tout entier 
n:iturx*l n c a t  la &ri(. xaf1 convergente, Toute suite ( u n )  de premiers termes ulI 
i b t  (i l  i .1 ( I i ~ f i n i i ~  1xtr I:I tx.I;itioii 1 % )  es t  donc convtrrg:cvitc: . On not(. ~ , ( u l l , u l )  sa 
liinilih. 

1I.A - Montrrr que l'application 

1, : 0 1  + nt . I u,]. lil ) I -+ u,,, uI I 

est lini.:iire. 
Ikins foule la suite do r r t t r  partie. on supposera Ir, couple ( ulI. u I  1 distinct d u  

1I.B - On nolv il' le no,yiu (Ir l'application linéaire L . 
II.B.1) hloiltrer que s'il existe u n  indiet, m E N tel que un, = I I .  alors In limite 
Z , (u l l . u l~  tlc la suitr ( u , ~ )  est  non nulle. 
II.B.2) I)t;ti~rininc~i~ la clitnc~nsion du sous-espace N .  

1I.C - On dira ciut> l:i siiitc, i cill) est altwn6e si u,u,, , < 1) pour tout indice n .  

II .C.1)  h1oiiti.t.r que le couple de I 1s ( ulI. u i  ) est d:ins N si et seulcnirnt si la 
suit(. i ci,,) tlr preniivrs tvrnies uII  et u I  est alternée. 
II.C.2) 1,e ~.nppc!rt rl l  = u i  uII  dépend-t-il de I'ilément i uo. ( i l  choisi dans 
A!\ [ o. I l  1 Y 

couplc~ ( O .  O ) .  



MATHÉMATIQUES I 

I1.D - On suppose dans cette question que le couple (u,,. u , )  appartient a N ,  
donc que la suite ( u n )  est alternée. Pour tout entier n 2 0 ,  on pose 

" n +  I 

un 
r = - -, 

II.D.l) Prouver que, pour tout entier n 2 I , on a 
an- 1 

rfl 1 
r ,  = - 1  +- et O<r , ,<a , .  

II.D.2) En déduire que la suite ( r,) converge vers une limite que l'on précisera. 
II.D.3) Étudier enfin la convergence des séries Z r , ,  Zu, et Zlu,, . 

Partie III  - ADdication Ù la résolution d'une eauation différentielle 

On considère dans cette partie I'équation différentielle ( € 1  : 
( X  - I )y" + 2y' + y = O 

II1.A - Iléterminer les solutions de ( E )  développables en série entière pour 
1x1 < I , puis montrer que toutes les solutions de ( E )  sur 1 - 1 .  + i l  sont 
développables en série entière sur cet intervalle. 

1II.B - Montrer que, parmi ces solutions, il existe une droite vectorielle de 
solutions développables en série entière sur IR. 

1II.C - Soit f une solution de ( E )  développable en série entière sur 1- 1, + 1 ! , mais 
pas sur IR. En utilisant les résultats de I.D, montrer que f admet pour 
dévelc ppement asymptotique quand x tend vers 1 à gauche : 

L 
I - x  

f ( x )  = - + L  In(l - x ) + g ( x )  

où L est un réel non nul et g une fonction admettant une limite finie lorsque x 
tend vers 1 à gauche. 

Partie IV - Étude du no-Vau N de l ' a p d i c a t i u  

Dans toute cette partie, on suppose les a, strictement positifs pour tout indice 
n et la série Zan convergente. Pour tout entier naturel n , on considère les fonc- 
tions 

an f ,  : [ O .  +m[ + 10. + -1. x c, f , ( x ) =  - 
I + x  

Filière MP 

Par ailleurs rll est l'unique réel tel que, pour tout u I  non nul, le couple 
(-rl1uI~ u , )  est élément de N (cf. 1I.D). 

IV.A - Établir que f ,  et g, sont monotones, dérivables, et que, pour x 2 O ,  

\g , , ' (x) l  5 a,,a, . .a, ,  . 
En déduire que, pour tout n t 1 , (p,  - p, II s allal ... a, . 

IV.B - Établir que, pour tout entier n 2 1 , rll est compris entre pn , et p, .  En 
déduire que r0 est limite de la suite ( p , ) .  

1V.C - La suite (a , )  et un réel E > 0 étant donnés, écrire en français ou dans un 
langage de programmation un algorithme permettant d'obtenir une valeur 
approchée à moins de F près de rl, . 

IV.D - Déterminer le nombre rll à 10-5 près lorsque 
I a =  

( n +  l ) ( n + 2 )  

g, = f , , o f , o . .  . o f ,  

On pose p, = g n ( 0 ) .  
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