DEVOIR DE MATHEMATIQUES N°9

KEVIN POLISANO
MP*

Vendredi 11 novembre 2009

I.1) Soit x € R, la fonction f est C2, donc intégrable sur le segment [z — h,z + h].

1 z+h
Ainsi fj,(z) = o f_h f(t)dt a un sens, ceci étant valable pour tout z, f), est bien définie sur R.

En outre f, est bornée sur tout segment :

1 z+h 1 b+h
Vo ela,b], s—f tﬁg—f £)\dt
refatl 1h@I<o [ o< [l
2) Posons F(xz) = [, f(t)dt, on réécrit alors :

F(z+h) - F(z - h)

fu(x) = 57

Or la fonction F' est continue sur R, en effet :

VreR, |F(z+a)-F(z) - |f F(H)dt

< [®lt<a sw (7)) —0

te[z,x+a)

La continuité de F' entraine celle de fj,.

3) On écrit cette fois fj, sous la forme :

F(x+h)-F(x) +F(l‘—h)—F(ZL‘)
2h 2(-h)

fu(x) =

Puis on étudie la limite quand h — 0 de chacun de ces taux d’accroissement :

F(x+h)-F(x)
h

s = 2| [T @ = sanal <5 [0 - s

f admet une limite (finie) f(z*) a droite de x,i.e Ve >0,3In > 0,0 <t-x <n=|f(t)-f(z*)|<e.

La condition 0 <t —x <7 est satisfaite pour A < 7. On choisit donc A =7 pour un € > 0 fixé :

|F(x+h) - F(x) ~ )| <
h
Ceci étant valable pour tout ¢ > 0 il vient %iné Fos h})l - Flx) = f(zh).
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En procédant de maniére similaire pour le second taux d’accroissement on aboutit a :

i 1) = L)1)

4) D’apres la question précédente, si f est supposée réguliére on a f, - f quand h — 0.
Mais la convergence n’est pas toujours uniforme, considérons I’exemple suivant :
0siz<0
I % siz=0
1siz>0

qui est C?, et réguliére. Si les fj, convergeaient uniformément vers f, leur continuité entrainerait
celle de f, ce qui n’est pas le cas puisque f est discontinue a 'origine.

I1.1) Puisque ¢ est nulle en dehors de [-a,«] on a :

(o= @) = [ o=yt

De méme p(z —t) est éventuellement non nulle pour —a<r-t<a<r-a<t<r+a:

xT

(- tydt

-

(F+o)a@)= [

Ces deux intégrales ont bien un sens car les fonctions t — ¢(t) f(x—t) et t = f(t)p(x—1) sont
Cg, par produit de fonctions C2, et qu’on les intégre sur les segments [-a, a] et [z — a,z + a.

Par ailleurs en effectuant le changement de variable u =z —t on a clairement :
fro=pxf
Le produit de convolution est ainsi commutatif.

2) Si on choisit ¢p(y) = 57 pour tout y € [=h, h] et nulle en dehors on a :

VeeR, (f*pn)(z)=fu(x)

3) La fonction p, est continue positive car p I’est et nulle en dehors de [—%, %]

D’autre part en effectuant le changement de variable u = nt on a :

o [e3

f; pn(t)dt = /; np(nt)dt = f: p(u)du =1

Donc pour tout n, la fonction p,, vérifie (H).

4) Remarquons que :

< sup  |f(zo—t) = f(xo)]

te|-&,&
n

(oo D)= Fl=| [ F 0710 - fGau)y
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Et comme f est continue en xg, soit £ >0, 38 >0 tel que sup |f(zo—t)— f(x0)|<e.
tE[—B7ﬁ]

Puis il existe N € N tel que pour n > N on ait [—2 9] c [-5,B].

n’n

Ainsi Vn> N on a
|(pn * f)(ffo) - f(:EO)| <e

Ceci étant valable pour tout € > 0 on en conclut que :
Tim (p * f) (o) = (o)
remarque : En fait on « fabrique » un Dirac limite des fonctions p,,.

p (donc p,) est paire et z est un point de discontinuiteé.

0 a

(b N@) = [ oa®F@=t)dt+ [ pu(0)f 0=yt

On effectue le changement de variable u = -t et compte tenu de la parité :
(b * @) = [ puO(F (@ =)+ fla+ D))t

Et toujours par parité : [;* p,(£)(f(z*) + f(z7))dt = LELIE) oy

flm) + f(a7)

N [ 0l 1@l [ g0 - F

(pn * f)(2) -

Soit € >0, on a :
361> 0,0<t< = |f(r-t) - f(27)|<e
382> 0,0<t < fo = |f(w+1) - f(a¥)|<e

Posons 8 =min(f, f2), pour n> N = E(%) on a alors :

[e3

<25f05pn(t)=e
f@)+ f(z7)

On a donc montré que liIP (pn* [)(z) = —

(o + 1)) - LTI

1
4)a) Pour tout n on choisit simplement a,, = f}l(l - x2)"dx de sorte que f hn(x) = 1.
1

b) Sur chacun des segments [-1,-d] et [0,1] on a Vz, 0 < g,(z) < (1 -02)".

_ 52\n
) -0 € -2
f—l(]‘ _ :L,Q)nd$ n—+00

car 0<1-0%2< 1. Ce qui prouve que h,, converge uniformément vers 0 sur ces segments.
5)a) Prouvons que (h, * f) converge uniformément vers f. Soit € >0, on a :

e+ £)@) = @) =| [ G- = )t

3
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Fixons nous un (3 €]0,1] (qu’on définira plus tard) et découpons I'intégrale comme suit :

D@ < [ @@t [ 1@ @lha Ot [ 170
n 1 n ,6 n B n
Traitons tout d’abord les intégrales extrémes :

» Comme f est C° sur [-1,1] et nulle en dehors, elle est bornée |f| < M.

f1ﬁ|f(a:—t)—f(:c)|hn(t)dt+fﬁl|f(a:—t)—f(x)|hn(t)dt<2Mf1ﬁhn(t)dt+2Mf61hn(t)dt

Et comme d’aprés 4.b h,, converge uniformément vers 0 sur [-1,-/3] et [#,1] on a :

-3 1
2Mf hn(t)dt+2Mf ho(1)dt — 0
1 8

Il existe donc N € N tel que pour tout n > N :

-8 1
[, == F@hadt+ [ 11 = @)l <2
» On traite l'intégrale centrale d’une autre facon :

f est C° sur [-1,1] donc uniformément continue d’aprés le théoréme de Heine.

Il existe donc 8> 0 (c’est ici qu’on le fixe) tel que || <5 = |f(x—t) - f(z)| <e dou :

[:|f(x—t) — F(@)|hn(t)dt < f; ehn(t) < efll ha(t) = ¢

Finalement :
(b % f)(2) = f(@)] <€
ce qui termine la preuve de convergence uniforme sur R.

b) On remarque que :

11

e[ 22 Gena@ = e = [ e - ) (1)t

|z = 1] <1 donc hy(x —t) = =(1 - (2 - t)?)". On obtient en développant un polynome en z de
degré 2n dont on intégre les coefficients en t entre —% et %, d’ou le polynome P, recherché.

6) Posons f(z) =g ((b— a)t + %) de fagon a se ramener au segment [-1,1].

f est C° nulle en dehors de [-1,1] et on a vu qu’elle est limite uniforme de polynomes, donc g

également car I'image d’un polynéme par un changement de variable affine est un polynome.
On a donc démontrer le théoréme de Stone-Weierstrass.

ITII.A) f est Cg, nulle en dehors de [a,b] telle que Vn e N, fabf(t)t” =0.
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Soit € > 0, d’aprés la question 6. il existe P € R[X] tel que :

9
1f = Plloe € i
16 = alll flloe

D’aprés 'hypotheése, par linéarité de I'intégrale on a fab f(t)P(t)dt =0, et on écrit :
b b b
o< [Crwrar< [T ropmdr+ [T oG @ - P@)d

b b
o< [r@ra< [ - Pt <p-allfllellf - Pl <
b
Ceci étant valable pour tout € > 0 il vient f f(t)%dt=0.

Et comme f? est C°, et positive, il est bien connu qu’elle est nulle sauf éventuellement aux
points de discontinuité. Il en va alors de méme pour f. (dois-je le redémontrer auz ENS ?)

B.1.a) B,(f,)(t) = S C? (3) (1= )P4 avee n > m.
p=0 n
Fixons nous un a € [1,n]. En développant le tout, on s’apergoit que le coefficient de t¢ est :
>0 (L) creny
p=0 n
On simplifie les (n - p)! et on sort de la somme ce qui ne dépend pas de p :

n! Za: (_]-)aipp n!m! ( Z( l)a pcp )

n™(n-a)! 7= (a—p)'p! nm(n a)la!

Coup de chance, je connais l'astuce pour calculer cette derniére somme (exo de colle de sup) :

Prenons a > m. On considére la fonction g: x — (e* — 1), et on remarque que :
b

S (0)

Vm eN,
m!

1 & _
= S (e
. p:0
Donc la somme a calculer correspond au coefficient de ™ dans le développement de f en série

de Taylor :
2 3 @ xr 2 @
f(x)=(x+§+§+---) (1+5+§+ )
Ainsi la somme vaut 1 si a =m et 0 si a >m. Donc on a bien

B (fin)(t) = ™ + %Qm,n(t), AveC Uy, = nm(nn'— o _n(n - 1)7(17;_ (m-1))

et les coefficients des t* (a < m—1) dans @y, () sont :

($crcor)

nml (n a)la!
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b) On a alors clairement lim w,,,, =1 et comme dans Q,,, : a<m-1= (n_la)! < (n_(nll_l))!.

n—>+00

n! 1 & n!
— | =S (-D)*rCrpm | < Ama < Ama
n™n-a)llal pz:;]( ) aP nml(n-(m-1)) ™ ’

~

Am,a <t
2) D’aprés ce qui précéde on a sur [0,1] :

1 m—1

HBn(fm)_me Sum,n_l‘f‘ﬁ Z Am@ —> 0
a=1

n—+oo

Ce qui prouve que B,( f,,) converge uniformément vers f,,.

N N
Soit alors un polynome S : S(t) = > a;t' = a;f;(t). Par linéarité de B, :
i=1 i1

N N
|Ba(S) = SI =113 ai(Bu(fi) = fi)l < X lail| Balfi) = fil — 0
i=1 i=1
Par conséquent B,,(S) converge uniformément vers S.
3) En utilisant I'inégalité triangulaire on écrit :

|Bn(f)_f|<|Bn(f)_Bn(Pm)|+|Bn(Pm)_Pm|+|Pm_f|

ou la suite (P,,) converge uniformément vers f (cf. question 6).

Remarquons également que :

S ((2)- 0 (2)]cxa -y

p=0

n

<[f = Pl Y C(L -ty

p=0

|Bn(f) - Bn(Pm)| =

et par le bindbme de Newton :

|Bn(f) _Bn(Pm)| < Hf_PmHOO(l _t+t)n = “f_Pm“oo

Ainsion a :

|Bn(f) = flloo <20 = Pralloo + | Bu(Pn) = Pl o
D’aprés la question 6. | f — Py, [« — 0 et d’aprés la question précédente |B,,(P,) — Ppleo = 0 :

Balf) - flle — 0
On en conclut que B, (f) converge uniformément vers f sur [0,1].

remarque : on fait les choses « & l'envers », habituellement on montre que B,(f) converge
uniformément vers f pour apporter une preuve construtive du théoréme de Stone-Weierstrass.



