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PARTIE I : CAS PARTICULIERS
1. D’apres C, x(1) = x(1)? et x(1) # 0 sinon x identiquement nulle (x(a) = x(1)x(a)), x(1) = 1.
2. En itérant D, xy(a+kN) = x(a). Avec N=2,a=0eta=1:VkeZ, x(2k) =0et x(2k+1) = 1.
3. C donne x(9) = x(3)% et x(9) =x(1+2x4)=x(1)=1. D’on x(3) = 1.

4. On effectue une sommation par paquets, via ’application k — p(k) = 4k. Posons uy, = %

1 1
4k+1 4k +3

Vi = Ugl T Ugp+1 T Ugk+2 T Udk+3 =

vu la 4-périodicité de y. Et on a aprés changement de variable (et critére des séries alternées) :

2n+1 (_1)k
Sy = kz:;) il arctan(1) =

™

4

d’aprés le résultat énoncé dans le préambule. La série ) v, est donc convergente.
Or (ug) — 0 car les sous-suites (u4r), (Uag+1), (Uag+2), €t (uar+3) tendent vers 0.

Et enfin ¢(k + 1) — ¢(k) = 4 est une quantité bornée. Donc la série Y u,, converge.

PARTIE IT : CONVERGENCE DE LA SERIE ) {° x(n)

n

5. On a Hakza“’(N) Hk, donc :

keP keP

[Tak-T]k= ("™ -1)T]k

keP keP keP

Et Vke{l,...N -1}, ak = ¢ N +ry avec 0 <rp < N, ainsi

[T(@N +ri)-[[k=aN+]]r-]]k

keP keP keP keP

Par ailleurs Vk € P,r, € P. En effet sinon Yk € P,33; € N tel que r, = 8N, alors :
ak = (qx + Br)N = N divise ak

1
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absurde d’aprés le théoréeme de Gauss (a A N =k AN =1). De plus les r, sont 2 a 2 distincts :
Sirg =1 alors a(k-k') = (gx—qi )N = N divise k—k' (car aaN =1) d’ou k = K/ (car |k-k'| < N).

On en déduit que k — 74 est une bijection de P (*), et par suite :

[Ire=1]k

keP keP

Il s’en suit que (a¥®™) - 1) H k =aN et comme N ne divise pas H k on en conclut que :
keP keP

Nl|a#™ -1
6. D’apres 5. a®M) =1+ kN d’ou x(a)?™) = x(a*™) = x(1+kN) = x(1) = 1, ainsi :

Ix(a)| =1

7. Utilisé et démontré dans la question 5.

_ N-— N-1 N-
8. D’aprés ce qui précede : Z x(ak) = Z X(qeN +7y) L > x(rw) ; Z x (k).
k=1 k=1 k=1

N-1 N 1
9. D’apres 8. x(a) > x(k) = > x(k) et comme y(a) # 1 il vient :
k=1 k=1

gx<k>=@+§x<k>=o

=0 ———
=0

n+N-1
Montrons alors par récurrence que Vn € N, Z x(k)=0:
k=n
N-1
Initialisation : Effectuée, on vient de voir que Z x(k)=0 V.
k=0
n+N-1
Hérédité : Supposons Y x(k) =0, alors au rang suivant :
k=n

n+N n+N-1

sz“m_ Z:Xfoﬂn+N):«m
h\,_./ =0 (D)
=0 (hyp.)

ce qui achéve la récurrence.

10. « Sim < N -1 on a d’aprés I'inégalité triangulaire :

SIilx(k)l LS (k)| = p(I) car Yk € P Jy(k)| = 1

keP

L. pour k£ non premier avec N : x(k) =0.
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* Sim > N, on écrit m = gN +r et on découpe la somme de facon a avoir des sommes nulles :

gN+r N-1 N+N-1 (g-1)N+N-1 gN+r
> x(k) = x(k)+ x(k)++ > x(k)+ > x(k)
k=0 k=0 k=N k=(q-1)N k=gN

—_— —
=0 =0 20

Et par changement de variable dans la derniére somme on aboutit & :

Y x(k) = x(k) avec r < N -1
k=1 k=0

ix(k‘)

k=1

On applique alors la premiére = et on trouve de méme <p(N).

11. Le fait que cette somme partielle soit bornée nous invite a faire une transformation d’Abel :

Avec les notations du rappel on pose ay = x(k) et uy = % et on prend m =2 :

= x (k) ml (1 1 ) T
A - T, To|--—)+—=2
2o Tl L T o)

Puisque d’aprés 10. Vm e N, |T,,| < ¢(N) on a %’L — 0. De méme :

m—+oo
m—1 1 1

mlo 1 ol 1 1
Et —_— = 1d Ti| - ———] est AC.
;gzzjz(k—l k:) converge vers onckz::2 k(k k_l)es
k k
On en conclut que la série Z X(k; ) converge et donc la série Z X(k: ) converge.
k>2 k>1

PARTIE III : COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

12. nAm =1 ainsi (d[n et d'|m) = dd'|nm. pjnm = 3d|n et d'|m tel que p = dd’'. Donc :

fam =Y, x(p) = Y. x(dd') = dZ x(d)x(d") =Y x(d) Y x(d') = fufm

plnm dln dln d'lm
d'|m d'|m

13. p premier donc d|p* < 30 < k < o, d = p¥, par conséquent :

1-x(p)e+!

1) pour x(p) # 1

oo = 2 x(@0) = 2 x(p)* =
k=0 k=0
Distinguons alors les cas :
* Six(p) =1 alors fpe =a+1.

* Si x(p) =0 alors fpe = 1.
* Si x(p) = -1 alors 2 sous-cas : si o impair fye =0, si o pair fye =1.
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14. On décompose n en produit de facteurs premiers : n = [Ip;", de sorte que :

fu=T1A

d’aprés 12. car les p" sont premiers entre eux. D’aprés 13. les f,, > 0 donc f,, > 0.

Et il est clair que f, = >  x(d) <n étant donné que x(k) <1 pour tout k.
dln

Vnzl, 0<f,<n

15. On a f,2 =[] fgf‘i, les exposants étant pairs, d’aprés 13. Yn > 1, f,2 > 1.

N N
16. D’apres 14. 0< )" f,2" < ) na” et cette série est de Rev égal a un. (Régle de D’Alembert)
n=1 n=1

Donc R > 1. Mais pour |z| > 1, la suite (f,22"") diverge (|f,22™| > |z|**) vu 15.
Donc le rayon de convergence de la série entiére Y f,x" est R =1.

17. On a clairement

+00 , o
F(@)2 ) fea™ 2> 2"
n=1 n=1
Considérons la fonction ¢: ¢~ zt° continue et décroissante sur [1,+ool.
b

n<t<n+1l=g(n)>g(t)2g9(n+1)

On ne conserve que l'inégalité de gauche, et on intégre entre n et n+1 :

n+1
gz [ gt
Puis on somme de 1 & +c0 et on obtient :

f(z) > /;oo exp(t*In(z))dt

Effectuons le changement de variable u = t/=In(z) (car pour z € [$,1[,In(x) <0) :

1 too 2
f(SL’) 2 \/T(x) .[ln(m) e du

Et comme sur [3,1[,-In(z) <1n(2) on a finalement :

1 +oo 2
f(a:) 2 \/T(x) L@) e du



