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Partie I : 
as parti
uliers

1. D'après C, χ(1) = χ(1)2 et χ(1) ≠ 0 sinon χ identiquement nulle (χ(a) = χ(1)χ(a)), χ(1) = 1.
2. En itérant D, χ(a+kN) = χ(a). Ave
 N = 2, a = 0 et a = 1 : ∀k ∈ Z, χ(2k) = 0 et χ(2k+1) = 1.
3. C donne χ(9) = χ(3)2 et χ(9) = χ(1 + 2 × 4) = χ(1) = 1. D'où χ(3) = ±1.
4. On e�e
tue une sommation par paquets, via l'appli
ation k ↦ ϕ(k) = 4k. Posons uk = χ(k)

k
.

vk = u4k + u4k+1 + u4k+2 + u4k+3 = 1

4k + 1 −
1

4k + 3
vu la 4-périodi
ité de χ. Et on a après 
hangement de variable (et 
ritère des séries alternées) :

Sn = 2n+1∑
k=0

(−1)k
2k + 1 Ð→ arctan(1) = π

4

d'après le résultat énon
é dans le préambule. La série ∑vn est don
 
onvergente.

Or (uk)→ 0 
ar les sous-suites (u4k), (u4k+1), (u4k+2), et (u4k+3) tendent vers 0.
Et en�n ϕ(k + 1) − ϕ(k) = 4 est une quantité bornée. Don
 la série ∑un 
onverge.

Partie II : 
onvergen
e de la série ∑∞1 χ(n)
n

5. On a ∏
k∈P

ak = aϕ(N)∏
k∈P

k, don
 :

∏
k∈P

ak −∏
k∈P

k = (aϕ(N) − 1)∏
k∈P

k

Et ∀k ∈ {1, ...,N − 1}, ak = qkN + rk ave
 0 ⩽ rk < N , ainsi

∏
k∈P
(qkN + rk) − ∏

k∈P
k = αN +∏

k∈P
rk −∏

k∈P
k

Par ailleurs ∀k ∈ P, rk ∈ P . En e�et sinon ∀k ∈ P,∃βk ∈ N tel que rk = βkN , alors :

ak = (qk + βk)N ⇒N divise ak

1



Devoir de Mathématiques n°8 Kévin Polisano

absurde d'après le théorème de Gauss (a ∧N = k ∧N = 1). De plus les rk sont 2 à 2 distin
ts :

Si rk = rk′ alors a(k−k′) = (qk−qk′)N ⇒ N divise k−k′ (
ar a∧N = 1) d'où k = k′ (
ar ∣k−k′∣ < N).

On en déduit que k ↦ rk est une bije
tion de P (∗), et par suite :

∏
k∈P

rk = ∏
k∈P

k

Il s'en suit que (aϕ(N) − 1)∏
k∈P

k = αN et 
omme N ne divise pas ∏
k∈P

k on en 
on
lut que :

N ∣aϕ(N) − 1
6. D'après 5. aϕ(N) = 1 + kN d'où χ(a)ϕ(N) = χ(aϕ(N)) = χ(1 + kN) = χ(1) = 1, ainsi :

∣χ(a)∣ = 1
7. Utilisé et démontré dans la question 5.

8. D'après 
e qui pré
ède :

N−1∑
k=1

χ(ak) = N−1∑
k=1

χ(qkN + rk) D= N−1∑
k=1

χ(rk) (∗)= N−1∑
k=1

χ(k).
9. D'après 8. χ(a)N−1∑

k=1
χ(k) = N−1∑

k=1
χ(k) et 
omme χ(a) ≠ 1 il vient :

N−1∑
k=0

χ(k) = χ(0)±
=0

+N−1∑
k=1

χ(k)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

= 0

Montrons alors par ré
urren
e que ∀n ∈ N, n+N−1∑
k=n

χ(k) = 0 :

Initialisation : E�e
tuée, on vient de voir que

N−1∑
k=0

χ(k) = 0 ✓.
Hérédité : Supposons

n+N−1∑
k=n

χ(k) = 0, alors au rang suivant :

n+N∑
k=n+1

χ(k) = n+N−1∑
k=n

χ(k)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0 (hyp.)

+χ(n +N) −χ(n)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0 (D)


e qui a
hève la ré
urren
e.

10. ⋆ Si m ⩽ N − 1 on a d'après l'inégalité triangulaire :

∣ m∑
k=1

χ(k)∣ ⩽ m∑
k=1
∣χ(k)∣ 1= ∑

k∈P
∣χ(k)∣ = ϕ(N) 
ar ∀k ∈ P, ∣χ(k)∣ = 1

1
: pour k non premier ave
 N : χ(k) = 0.
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⋆ Si m ⩾ N , on é
rit m = qN + r et on dé
oupe la somme de façon à avoir des sommes nulles :

qN+r∑
k=0

χ(k) = N−1∑
k=0

χ(k)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

+N+N−1∑
k=N

χ(k)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

+⋯ + (q−1)N+N−1∑
k=(q−1)N

χ(k)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

+ qN+r∑
k=qN

χ(k)

Et par 
hangement de variable dans la dernière somme on aboutit à :

m∑
k=1

χ(k) = r∑
k=0

χ(k) ave
 r ⩽ N − 1

On applique alors la première ⋆ et on trouve de même ∣ m∑
k=1

χ(k)∣ ⩽ ϕ(N).
11. Le fait que 
ette somme partielle soit bornée nous invite à faire une transformation d'Abel :

Ave
 les notations du rappel on pose αk = χ(k) et uk = 1

k
et on prend m = 2 :

m∑
k=2

χ(k)
k
= −u1T0²

=0

+m−1∑
k=2

Tk (1
k
− 1

k − 1) +
Tm

m

Puisque d'après 10. ∀m ∈ N, ∣Tm∣ ⩽ ϕ(N) on a

Tm

m
Ð→

m→+∞
0. De même :

∣m−1∑
k=2

Tk (1
k
− 1

k − 1)∣ ⩽ ϕ(N)
m−1∑
k=2
( 1

k − 1 −
1

k
)

Et

m−1∑
k=2
( 1

k − 1 −
1

k
) 
onverge vers 1 don


m−1∑
k=2

Tk (1
k
− 1

k − 1) est AC.
On en 
on
lut que la série ∑

k⩾2

χ(k)
k


onverge et don
 la série ∑
k⩾1

χ(k)
k


onverge.

Partie III : 
omportement asymptotique

12. n ∧m = 1 ainsi (d∣n et d′∣m)⇒ dd′∣nm. p∣nm⇒ ∃d∣n et d′∣m tel que p = dd′. Don
 :

fnm = ∑
p∣nm

χ(p) = ∑
d∣n
d′∣m

χ(dd′) = ∑
d∣n
d′∣m

χ(d)χ(d′) = ∑
d∣n

χ(d) ∑
d′ ∣m

χ(d′) = fnfm

13. p premier don
 d∣pα⇔ ∃0 ⩽ k ⩽ α,d = pk, par 
onséquent :
fpα = α∑

k=0
χ(pk) = α∑

k=0
χ(p)k = 1 − χ(p)α+1

1 −χ(p) pour χ(p) ≠ 1
Distinguons alors les 
as :

⋆ Si χ(p) = 1 alors fpα = α + 1.⋆ Si χ(p) = 0 alors fpα = 1.⋆ Si χ(p) = −1 alors 2 sous-
as : si α impair fpα = 0, si α pair fpα = 1.
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14. On dé
ompose n en produit de fa
teurs premiers : n = ∏pαi

i , de sorte que :

fn =∏fαi

pi

d'après 12. 
ar les pαi

i sont premiers entre eux. D'après 13. les fpi ⩾ 0 don
 fn ⩾ 0.
Et il est 
lair que fn =∑

d∣n
χ(d) ⩽ n étant donné que χ(k) ⩽ 1 pour tout k.

∀n ⩾ 1, 0 ⩽ fn ⩽ n
15. On a fn2 = ∏ f 2αi

pi , les exposants étant pairs, d'après 13. ∀n ⩾ 1, fn2 ⩾ 1.
16. D'après 14. 0 ⩽ N∑

n=1
fnx

n ⩽ N∑
n=1

nxn
et 
ette série est de R
v égal à un. (Règle de D'Alembert)

Don
 R ⩾ 1. Mais pour ∣x∣ > 1, la suite (fn2xn2) diverge (∣fn2xn2 ∣ ⩾ ∣x∣n2

) vu 15.

Don
 le rayon de 
onvergen
e de la série entière ∑fnxn
est R = 1.

17. On a 
lairement

f(x) ⩾ +∞∑
n=1

fn2xn2 ⩾ +∞∑
n=1

xn2

Considérons la fon
tion g ∶ t↦ xt2

ontinue et dé
roissante sur [1,+∞[.

n ⩽ t ⩽ n + 1⇒ g(n) ⩾ g(t) ⩾ g(n + 1)
On ne 
onserve que l'inégalité de gau
he, et on intègre entre n et n + 1 :

g(n) ⩾ ∫ n+1

n
g(t)dt

Puis on somme de 1 à +∞ et on obtient :

f(x) ⩾ ∫ +∞

1

exp(t2 ln(x))dt
E�e
tuons le 
hangement de variable u = t√− ln(x) (
ar pour x ∈ [1

2
,1[, ln(x) < 0) :

f(x) ⩾ 1√− ln(x) ∫
+∞
√
− ln(x)

e−u
2

du

Et 
omme sur [1
2
,1[,− ln(x) ⩽ ln(2) on a �nalement :

f(x) ⩾ 1√− ln(x) ∫
+∞

ln(2)
e−u

2

du
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