DEVOIR DE MATHEMATIQUES N°7

KEVIN POLISANO
MP*

Vendredi 27 novembre 2009

PARTIE I - ETUDE DE LA CONVERGENCE DE LA SUITE (u,)

A.1 On montre tout d’abord que pour n>1,u, >0 :

Initialisation : u; > 0 et ug = uy + agug > 0 car ug >0 et ag = 0.

Hérédité : Supposons u,,_1,u, > 0, alors clairement u,,1 = u, + ap_1U,_1 >0 car a,_; > 0.
Ainsi Up41 — Up = Gp_qUp-1 2 0 done (uy,),s1 est croissante.

A.2 On utilise le développement en série entiére de ’exponentielle :
+00 ak L
Upexp(a,_1) = un];) Z!

2 un(l + a'n—l) = Up + Ap-1Up 2 Up + Ap-1Up-1 = Ups1

par croissante de la suite (ty,)ns1-

A.3 (u,) est croissante strictement positive donc converge vers £ > 0, et :

Up+1 — Unp

14

Ap—1 ™~
Et puisque (u,) converge, la série Y t, 2 — u,;1 converge donc la série Y a,, également.
B.1 Montrons par récurrence double que Vn € N, |u,| < v, :
Initialisation : |ug| < vy et |u1| < vy par définition.
Hérédité : Supposons |u,_1| < v,-1 et |u,| < vy, par I'inégalité triangulaire :

[tni1| = [tn + @no1tn 1| < un] + |an-1]|tn-1] € v + |@n-1|Un-1 = Unit
ce qui achéve la récurrence.
B.2 On a I'inégalité :
0 < Jtps1 = | = [@n-1|[tin-1| < [@n-1|Vn-1 = Vpa1 = vy

On applique les résultats du paragraphe A. aux suites (v,) et (Ja,|) :
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Par hypothése Y |a,| converge donc d’aprés A.2 la suite (v,) converge aussi.

Par conséquent la série positive Y. v,,1 — v, converge et par encadrement Y 1,1 — u, est AC.
C. Simplement w1 — up = ap_1up_1 ~ La,_;. Nous allons utiliser le théoréme suivant :

Si deux suites positives sont équivalentes alors les restes de leur série sont équivalents.

Le reste de la série Y a,_1 est :

1-an a”

+00 +00 n—1 1
Rn=2ak—1=zak—1—zak-1=1 -3 =
k=n k=1 k=1 - —a

a

l1-a

puisque (a, ) est une suite géométrique de raison 0 <a < 1. D’ou :

L n
L—u, ~ a4
1-a
R+t It 1 1 1
D.1 On calcule I'intégrale : f — = [——] =—- = = ap_1 ainsi :
& TR Y A A T D
k+1 dt
Ups1 — U = -1 U1 ~ Lag_ 1—Lf
De méme en utilisant le théoréme précédent on obtient :
©di
~ L f -z
n
D.2 4y 1tn1 = Upsr = Un = (L= 755 +n1) = (L= £ +65) = (Ens1 — €0) + 5y SOiE
1 L L

n+l —&n = Up- n1— L)~ - ==
Enet = En = n-(tn- = 1) n(n+1)xn—1 (n-Dn(n+1)

La suite (g,) tend a fortiori vers 0 donc d’aprés le théoréme :

Z “(k-1) k(k+1)

On décompose facilement la fraction rationnelle en éléments simples :

11
LZ(2(k—1 E+2(k+1))

On obtient une somme télescopique, et il nous reste :

el 111 L1 1 L
,;1(2(15—1) _E+2(k+1)):§(m_ﬁ): 2n(n-1)

L
2n?2
Et on en déduit le développement asymptotique de u,, a 'ordre 2 :

L—£+i+0(1)

n  2n? n?

Ainsi :

En ™
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PARTIE II - ETUDE DES SUITES (u,) DE LIMITE NULLE
A. Soit A e R et (ug,u1), (vo,v1) € R? les valeurs initiales associées a u,, et v, vérifiant (R).
Et soit (wg,w1) = AM(ug,u1) + (vo,v1) associé a la suite w, vérifiant (R).
Vérifions par récurrence que w,, = A\u,, + v, :
Initialisation : vraie par définition des valeurs initiales de w,,.
Hérédité : Supposons w,_1 = AMi,_1 + v,-1 et w, = \u,, + v,, alors :
Wnt1 = WA 1Wn-1 = (AUp+0p)+0n-1 (A1 +0,-1) = A(Up+ap_1Up-1)+(Vp+0_1U5-1P) = Mipp1+0n41
Par passage a la limite on a donc :

L( A (ug,u1) + (vo,v1)) = AL(ug, uy) + L(vg,v1)

ce qui montre que Papplication (ug,u;) — L(ug,u;) est linéaire.

B.1 Supposons qu’il existe m € N tel que u,, = 0. Déja on remarque qu’on a a fortiori u,_1 # 0
sinon de proche en proche on aboutirait a ug = u; = 0 ce qui est exclu.

En outre w41 = Gp1Upm-1 # 0 €t U0 = Upqq # 0 sont de méme signe que uy,_1.

Donc les termes de rang supérieur & m + 1 sont strictements positifs et de méme signe.

A partir de ce rang la suite est strictement positive et croissante (resp. négative et décroissante).

Et par conséquent la limite de (u,) ne peut étre nulle.

B.2 L’application L est une forme linéaire, donc son noyau est un hyperplan de R? d’ou
dim(N) =1

C.1 Montrons que (ug,u1) € N <> (u,) alternée :

Par contraposée, si (u,) n’est pas alternée elle a 2 termes successifs de méme signe.

Et on vient de voir que cela empéche & la limite d’étre nulle.

On a u, 1u, <0 soit en passant & la limite L(ug,u1)? <0 = L(ug,u;) =0.

C.2 dim(/NV) =1 donc engendré par un couple (vg,v), ainsi :

Uo kUO Vo
(onul) eN = (U07U1) = k(U07U1) = Tug,ur = _u_1 = _k_vl = _0_1 = Tyo,0

Donc le rapport 79 ne dépend pas du choix de (ug,u;) € N.
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D.1 La premiére égalité provient directement de la relation de récurrence :

Ap-1

_ Un+1 _ Up + Up-1Up-1 -1 Ap-1
Tp =— = - =-1-—
Up Unp

=-1+

Up—1 T'n-1

Puisque (uy,) alternée, t,,1u, <0 donc r, = === > 0 pour tout n € N et :
n

Ap-1 —Tp-1
Tn:7>0:>rn—1<a'n—1
Tn-1

d’ou l'inégalité 0 < 7, < a,.
D.2 On passe a la limite dans cette derniére égalité, d’aprés le théoréme des gendarmes :

lim r,=0

n—>+00

car lim a, =0 (condition nécessaire pour que la série Y a, converge).

n—+oo
D.2 Le méme encadrement montre que la série ) r, converge absolument.

|Un+1‘

| 0 d’aprés la régle de d’Alembert Y wu,, est absolument convergente.

Et comme |r,| =

PARTIE III - APPLICATION A LA RESOLUTION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
o0
A. Cherchons des solutions sous la forme y(z) = ) u,z" ol u, est & déterminer.

n=0

On dérive 2 fois la série entiére et on injecte dans ’équation différentielle :
(x=1) > n(n-1)upa" 2 +2 > nu,a™ ' + Y upa™ =0
n=2 n=1 n=0

On effectue des changements d’indices de sorte que 'on puisse factoriser par x™ :

Y on(n+ Dupsa™ = Y (n+1)(n+2)tpeox” +2 Y (n+ D)uppiz” + Y u,z” =0
n=1 n=0 n=0 n=0

soit :

Z[(n +2)(n+ Dty — (n+ 1) (n+ 2)upyn + up 2™ = 2ug + 2uq + up =0
n=1

Par unicité du développement en série entiére, on a par identification a la fonction nulle :

N S
(n+2)(n+1)

Up+2 = Up+1 t+ Un,

Donc (u,) vérifie (R) avec la suite (a,) définie a la question I.D.
B. On choisit (ug,u;) € N, ainsi d’aprés II.D.2 r,, - 0 donc d’aprés d’Alembert R, = co.
C. On utilise le développement limité a I'ordre de (u,) déterminé en 1.D.2 :

L, 1 (i):unx":Lx"—L—+—+o(—)

4
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On somme ensuite de 0 & oo :

"= S n_ °°;L'_n S L i n
f(z) = nX:Ounx —LnZ:O:E L,;)n +,;[2n2+0(n2)]x

> 1
Notons g(z) = )" [— + o( 2)]x" On a alors puisque |z <1 :
n=0 n

fx) =

i Lin(1-2z)+g(x)
Et le terme général de g(x) est équivalent a 5 donc g(x) est NC sur [-1,1].

Alinsi g est continue en 1 donc y admet une limite finie a4 gauche.

PARTIE IV - ETUDE DU NOYAU N DE L’APPLICATION L
A. f, est strictement décroissante et C'*. Par composée g, est strictement monotone et C°.
NB : si n est pair (resp. impair) g, est strictement décroissante (resp. strictement croissante).
Montrons par récurrence que pour tout x > 0 : |g/ ()| < apai--a,.
Initialisation : go(z) = fo(z) = 1%, |95(2)| = 7%= < ao-

Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n, alors au rang n+1 :

!

Gns1 = Gn © [t = Gna1 = fraa X 9 (fas1) = g5, (2)] = ( 1)2 ——519,(fas1(2))] < @par--anan

In() = gn1 (fu(2)) = gna (ﬁ_ngg)a Pn = 9n(0) = gn-1(ay,), d’ou :
[Pn = Pr-1l = gn-1(an) = gn-1(0)] < (an = 0)|g; 1 (2)]
d’aprés I'inégalité des accroissements finis, et en utilisant la majoration précédente :

|Pn = Pr-1] € apay---an_1ay,

B. D’aprés ILD.1 1, = =1+ 2= <y g = 82 oy = f ().

Et 0 <r, < a, d’ou par stricte décroissance de f,_; :

fn—l(an) <7Tp-1< fn—l(o) <~ (fn—l o fn)(o) <Tp-1< fn—l(o)

Réitérons le procédé en appliquant f,,_» a 'inégalité précédente, il vient :

(fa2 0 fu-1)(0) <72 < (fa2© fu-1 0 f1)(0)

De proche en proche ry est bien compris entre p,_; et p,, précisons ’ordre :

On remarque qu’a gauche le nombre de composée est toujours pair, et & droite impair.
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Sin =2k (resp. n=2k+1) il y a un nombre impair (resp. pair) de composées dans g, d’ot :
P2k+1 <To < P2k

Montrons que la suite (ps,) est strictement décroissante :

9an+2 = Gon © (f2ns1 © fons2) et m = (fans1 © fons2)(0) = 77222 > 0 car Vn €N, q, > 0.

Et g9, est strictement décroissante donc m >0 = go,(m) < g2,(0) d’out :

Pon+2 = 92n+2(0) = gzn(m) < 92n(0) = P2n

On montre de méme que la suite (pg,,1) est strictement croissante.
Par ailleurs vu que |pan.1 — pon| € agas---asni1 et que a, — 0 (¥ a,, converge) :

Pon+1 — Pon — 0

On en conclut que les suites (pa,) et (p2n+1) sont adjacentes donc tendent vers (.
Et en passant a la limite dans pa,.1 < g < pa, on trouve £ = rq.

Par suite (p,) tend aussi vers 7.

C. Sachant que rg € [p,_1,pn], il suffit de calculer les p,, jusqu’a avoir |p, — p,_1| < €.

D. Avec une boucle Maple je trouve rg ~ 0.43313 a 107 prés.



