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Partie I

1.a. Par une ré
urren
e immédiate n ⩾ 5, Fn ⩾ n, d'où lim
n→+∞

Fn = +∞.

b. F 2
n −Fn−1Fn+1 = F 2

n − F 2

n−1 −Fn−1Fn = Fn(Fn − Fn−1) − F 2

n−1 = FnFn−2 − F 2

n−1, soit en itérant :

F 2

n −Fn−1Fn+1 = (−1)n−2(F 2

2
−F1F3) = (−1)n−1


. On réduit au même dénominateur et on utilise b. :

un = Fn+1
Fn

− Fn

Fn−1
= Fn+1Fn−1 −F 2

n

FnFn−1
= (−1)

n

FnFn−1

La série {un} est 
onvergente en vertu du 
ritère de séries alternées.

2.a ω(Fnω + Fn−1) −Fn+1ω −Fn = (1 + ω)Fn + ωFn−1 − ωFn+1 − Fn = ω(Fn +Fn−1 − Fn+1) = 0.

b. Posons (sn) = (Fn+1

Fn

)
n∈N∗, (un) = (s2n+1) et (vn) = (s2n).

un+1 − un = F2n+4

F2n+3
− F2n+2

F2n+1

= F2n+4F2n+1−F2n+3F2n+2

F2n+1F2n+3

= (F2n+3+F2n+2)F2n+1−F2n+3(F2n+1+F2n)
F2n+1F2n+3

= F2n+2F2n+1−F2n+3F2n

F2n+1F2n+3

= (F2n+1+F2n)F2n+1−(F2n+2+F2n+1)F2n

F2n+1F2n+3

= F 2

2n+1
−F2nF2n+2

F2n+1F2n+3

= 1

F2n+1F2n+3
⩾ 0

Ainsi (un) est 
roissante. Et un = F2n+2
F2n+1

= 1 + F2n

F2n+1
= 1 + 1

vn
(∗), don
 (vn) dé
roissante.

D'autre part :

un − vn = F2n+2
F2n+1

− F2n+1
F2n

= F2nF2n+2 − F 2

2n+1
F2nF2n+1

= − 1

F2nF2n+1
(∗∗)
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On a don
 un − vn → 0, ave
 (un) 
roissante et (vn) dé
roissante d'où (un) et (vn) adja
ente.
∀n ∈ N∗, un ⩽ ℓ ⩽ vn

d'après le théorème des suites adja
entes (où ℓ est la limite 
ommune aux deux suites).

En passant à la limite dans (∗) il vient ℓ = 1 + 1

ℓ
⇒ ℓ = ω 
ar (un) positive.

Finalement on a :

∀n ∈ N∗, un < ω < vn et 0 < ω − un < vn − un = 1

F2n+1F2n

d'après (∗∗)

les inégalités étant stri
tes par irrationalité de ω, soit :

∀n ∈ N∗, F2n+2
F2n+1

< ω < F2n+1
F2n

et 0 < ω − F2n+2
F2n+1

< 1

F2n+1F2n

Les suites (s2n+1) et (s2n) 
onvergent vers ω don
 (sn) 
onverge également vers ω.

Partie II

1. L'équation 
ara
téristique fournit ω et ω 
omme solutions, d'où :

Fn = αωn + βωn

On détermine α et β grâ
e à F1 et F2, et on trouve :

Fn = 1√
5
(ωn − ωn)

2. On pro
ède par ré
urren
e � double � : pour k = 1 on a ω + ω = 1 ∈ Z.

Supposons la propriété vraie au rang k et k + 1, alors au rang k + 2 :

ωk+2 + ωk+2 = ωk(1 + ω) + ωk(1 + ω) = (ωk+1 + ωk+1) + (ωk + ωk) ∈ Z
3. Posons m = nq, ainsi :

Fm = 1√
5
(ωm + ωm) = 1√

5
[(ωn)q − (ωn)q]

Et d'après l'identité aq − bq = (a− b)(aq−1 +aq−2b+⋯+abq−2 + bq−1) on a (ave
 a = ωn
et b = ωn

) :

Fm = Fn(aq−1 + aq−2b +⋯+ abq−2 + bq−1)
Remarquons que la somme des termes symétriques de la parenthèse est entière :

Sa
hant que a + b = ωn + ωn = N ∈ Z on a aq−ibi−1 + bq−iai−1 = aq−i(N − a)i−1 + bq−i(N − b)i−1.
On développe à l'aide du bin�me de Newton :

aq−i
i−1∑
k=0

(−1)kN i−1−k(i − 1
k
)ak+bq−i i−1∑

k=0

(−1)kN i−1−k(i − 1
k
)bk = i−1∑

k=0

(−1)kN i−1−k(i − 1
k
)[

∈Z³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
aq−i+k + bq−i+k]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
entier
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remarque : si q est impair on a un terme 
entral (ab)(q−1)/2 = (ωω)n(q−1)/2 = (−1)n(q−1)/2 ∈ Z.
La parenthèse est don
 entière et par suite Fn divise Fm.

Partie III

1.a En 
ombinant les inégalités de 1.2.b on a :

F2n

F2n−1
< ω < F2n

F2n−1
+ 1

F2n−1F2n−2
< F2n + 1

F2n−1
⇒ F2n ⩽ F2n−1ω < F2n + 1⇒ E(F2n−1ω) = F2n

b. Cal
ulons F2nω :

F2nω = 1√
5
(ω2n+1 − ω2nω) = 1√

5
(ω2n+1 − ω2n(1 − ω)) = 1√

5
(ω2n+1 − ω2n+1) + 1√

5
(2ω2n+1 − ω2n)

et

1√
5
ω2n(2ω − 1) = −ω2n

dont la partie entière vaut -1 d'où :

E(F2nω) = F2n+1 − 1 et E(F2nω2) = F2n +E(F2nω) = F2n+2 − 1.

2. Soit B1 = {(p, q) ∈ N∗2∣q = E((p − q)ω)}, montrons que B = B1 par double in
lusion :

Posons p = E(nω2) = n +E(nω) = n + q, p − q = n d'où q = E(nω) = E((p − q)ω) ⇒ B ⊂ B1.

Ré
iproquement soit (p, q) ∈ B1, notons p − q = n, q = E(nω) et p = q + n = E(nω2) ⇒ B1 ⊂ B.

3. Par dé�nition de la partie entière :

q = E((p−q)ω)⇔ q ⩽ (p−q)ω < q+1⇔ 0 ⩽ pω−q(1+ω) < 1⇔ 0 ⩽ pω−qω2 < 1⇔ 0 ⩽ p−qw < 1

ω

remarque : p − qω ≠ 0 sinon ω = p

q
serait rationnel, absurde, d'où l'inégalité stri
te.

4.a Toujours par dé�nition :

nω − 1 < E(nω) ⩽ nω⇔ 1

nω
⩽ 1

E(nω) <
1

nω − 1 ⇔
1

ω
⩽ n

E(nω) <
n

nω − 1

D'après le théorème des gendarmes lim
n→+∞

n

E(nω) =
1

ω
.

Et

E(nω2)
E(nω) =

n

E(nω) + 1 d'où :

lim
n→+∞

E(nω2)
E(nω) = 1 +

1

ω
= ω

Prenons p = E(nω2) et q = E(nω). (a b

c d
) ∈ I don
 (P,Q) ∈ B.

Don
 de même il existe N tel que P = E(Nω2) et Q = E(Nω), ave

E(Nω2) = P = ap + bq = aE(nω2) + bE(nω)
E(Nω) = Q = cp + dq = cE(nω2) + dE(nω)
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D'où en prenant le quotient 2 expressions et en fa
toriant par E(nω) :
E(Nω2)
E(Nω) =

a
E(nω2)
E(nω) + b

c
E(nω2)
E(nω) + d

Il est 
lair que si n→ +∞ alors N → +∞, ainsi en passant à la limite :

ω = aω + b
cω + d

b. En e�e
tuant le produit, P = ap+bq et Q = bp+(a−b)q, P −Qω = p(a−bω)+q(b+(b−a)ω) :
P −Qω

a − bω = p + q
b(1 + ω) − aω

a − bω = p + q bω
2 − aω

a − bω = p − qω

Le sup S vaut

1

ω
, on peut le voir en prenant p = E(F2nω2) et q = E(F2nω) :

p − qω = F2n+2 −F2n+1ω´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
→0

+ 1
ω

d'après la deuxième inégalité de la partie I.

Supposons que a − bω > 1 et (p, q) ∈ B donné, alors on peut 
onstruire :

Pn −Qnω = (a − bω)n(p − qω)
où (Pn,Qn) ∈ B 
ar (a b

b a − b) ∈ I.
En faisant tendre n→ +∞ on aurait un sup in�ni, 
ontradi
tion.

Don
 0 < a − bω < 1 (les 
as d'égalité sont ex
lus par irrationalité de ω).


. Ré
iproquement si 0 < a − bω < 1 on a :

∀(p, q) ∈ B,0 < P −Qω = (a − bω)(p − qω) < p − qω < 1

ω
⇒ (P,Q) ∈ B

d'après 3, don
 (a b

b a − b) ∈ I.

Partie IV

1.a D'après III.4.b, P −Qω = (2 − ω)(p − qω) < 2−ω
ω
= 1

2ω+1 .

b. Inversement : 0 < p − qω = P−Qω

2−ω < 1

(2−ω)(2ω+1) = 1

w
d'où (p, q) ∈ B.

2.a On a déjà (Fn+1, Fn) ∈ B pour n pair 
ar E(F2n−1ω) = F2n et E(F2n−1ω2) = F2n+1 (
f. III.1.a)

Pour n impair (Fn+1, Fn) ∉ B 
ar sinon on aurait :

0 < Fn+1 − Fnω < 1

ω
⇔ 0 < ω(Fn+1 − Fn) − Fn < 1⇔ 0 < Fn−1⇔ −Fn < 1⇒ Fn

Fn−1
< ω
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e qui est faux pour n impair d'après I.2.b. Reste à véri�er que ∀k ∈ N∗, ϕ(F2k+1, F2k) = 1.
F 2

2k+1 − F2kF2k+1 −F 2

2k = (F2k + F2k−1)2 −F2kF2k−1 − 2F 2

2k = −(F 2

2k − F2k−1F2k −F 2

2k−1)
En réitétant une nouvelle fois on remarque que ϕ(F2k+1, F2k) = ϕ(F2(k−1)+1, F2(k−1)).
De pro
he en pro
he on obtient : ϕ(F2k+1, F2k) = ϕ(F3, F2) = 1.
Finalement pour tout n pair non nul on a (Fn+1, Fn) ∈ C.

b. Soit (p, q) ∈ C, montrons que p − qω < 1√
5q

(on a bien sûr p − qω > 0 
ar (p, q) ∈ B).

Etudions le signe de A = 1 −√5q(p − qω) = 1 − pq√5 + q2ω√5.
Comme (p, q) ∈ C on a p2−pq−q2 = 1 d'où A = p2−(1+√5)pq−q2(1−ω√5) soit en simpli�ant :

A = p2 − 2ωpq + ω2q2 = (p − qω)2 > 0

e qui prouve l'inégalité voulue.

1√
5q
< 1

2ω + 1 ⇔
√
5q > 2ω + 1⇔√5(q − 1) > 2

vraie pour q ⩾ 2, don
 0 < p − qω < 1

2ω+1 sauf pour q = 1.

Montrons maintenant que tout élément de C est de la forme (F2n+1, F2n).
J'ai du passer autant de temps sur 
ette question que sur son 
omplémentaire...

Choisissons un élément (p, q) ∈ C ave
 q > 1. On a alors 0 < p − qω < 1

2ω+1 .

D'après 1.b le 
ouple (p′, q′) dé�ni par M−1(p
q
) = ( p−q

2q−p) appartient à B.

En outre on remarque en 
al
ulant que ϕ(p′, q′) = ϕ(p, q) = 1. Ainsi (p′, q′) ∈ C.

On peut don
 dire que C est � stable � par M−1
.

Or 0 < p − qω⇔ −p < −qω d'où q′ < q(2 − ω) < q , et p′ = p − q < p.

Le nouveau 
ouple obtenu possède des 
omposantes stri
tement inférieures à 
elui d'origine.

En itérant on pro
ède à une � des
ente in�nie �, et on �nit par tomber sur q = 1 et don
 p = 2.

De 
ette façon, pour n'importe quel 
ouple initialement 
hoisi dans C on aboutit en appli-

quant l'algorithme au 
ouple (2,1). Graphiquement on par
ourt les points entiers (dont les


oordonnées sont dans B) de la 
ourbe impli
ite x2 −xy − y2 = 1 ave
 une abs
isse et ordonnée

dé
roissante jusqu'à atteindre le point (2,1). Don
 tous les points de C sont reliés à (2,1) par
un mor
eau de 
ette 
ourbe.

Inversement on atteint tout point de C en partant du 
ouple (2,1) et en appliquant M !
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Montrons alors par ré
urren
e que 
es points ont pour 
oordonnées (F2n+1, F2n).
Initialisation : (F3, F2) = (2,1) ∈ C.

Hérédité : Supposons que Mn(2
1
) = (F2n+1

F2n
)
, alors au rang suivant :

Mn+1(2
1
) =M(F2n+1

F2n

) = (2F2n+1 + F2n

F2n+1 + F2n

) = (F2(n+1)+1
F2(n+1)

)
Ce qui a
hève la ré
urren
e et la démonstration. (ouf !)

3.a La première inégalité est une 
onséquen
e de 
e qui pré
ède, si on avait 0 < p − qω < 1

2ω+1
on pourrait 
onstruire un nouveau 
ouple (p′, q′) ∈ B tel que ϕ(p′, q′) = ϕ(p, q) = a et q′ < q 
e

qui serait 
ontradi
toire ave
 l'hypothèse de minimalité, don
 p− qω > 1

2ω+1 (le 
as d'égalité est

ex
lu par irrationalité de ω).

En adaptant la preuve de 2.b ave
 a à la pla
e de 1 on trouve p − qω < a

q
√
5
. D'où

1

2ω + 1 <
a

q
√
5
⇔ q < (1 + 2√

5
)a

b. Dans la pratique on va 
her
her pour 1 ⩽ a ⩽ 10 �xé un 
ouple (p, q) véri�ant :
0 < p − qω < 1

ω
, q < (1 + 2√

5
)a, ϕ(p, q) = a

On peut par exemple ave
 Maple 
réer une bou
le qui va tester pour q variant de 1 à E [(1 + 2√
5
)a]

si l'équation du se
ond degré p2 − pq − q2 = a admet une solution entière positive pour p, puis

véri�er que 0 < p − qω < 1

ω
. On trouve alors 
omme valeurs possibles de a : 1,4,5,9 ave
 
omme


ouples respe
tifs (q minimal) (2,1), (10,6), (7,4), (15,9).

Partie V

1. Supposons qu'il existe (p, q) ∈ N∗2,E(pω) = E(qω2) = N , on a alors :

N < pω < N + 1
N < qω2 < N + 1 ⇔

N
ω
< p < N+1

ω
N
ω2 < q < N+1

ω2

les inégalités étant stri
tes par irrationnalité de ω, soit en sommant on obtient :

N < p + q < N + 1


e qui est absurde.

2. Soit E(F2n+1ω) = F2n+2, F2n+2 ∈ A′n et F2n+2 ∉ A′′n.

On a E(F2nω2) = F2n+2 − 1 qui est le plus grand entier de A′′n pré
édent F2n+2.
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Or les appli
ations p→ E(pω) et p→ E(pω2) (ave
 p entier) sont inje
tives :

E(pω) = E(p′ω) = N ⇒ N
ω
⩽ p < N

ω
+ 1

ω
N
ω
⩽ p < N

ω
+ 1

ω

⇒ p = p′


ar p et p′ sont 
ompris dans un intervalle de longueur

1

ω
< 1.

Par 
onséquent l'intervalle ⟦1, F2n+2⟧ 
ontient F2n + F2n+1 = F2n+2 éléments de A′n et A′′n (
ar

disjoint d'après 1.).

On en déduit que la réunion A′n ∪A′′n forme une partition de ⟦1, F2n+2⟧.
En 
hoisissant n arbitrairement grand A et A′ forme don
 une partition de N∗.

3. Supposons qu'il existe un réel θ > 1 tel que (B′,B′′) soit une partition de N∗ :

B′ = {E(pθ), p ∈ N∗} , B′′ = {E(qθ2), q ∈ N∗}
Considérons un intervalle Nn = ⟦1, n⟧, il y a E(n

θ
) entiers dans Nn qui sont dans B′ et E( n

θ2
)

dans B′′. Mais puisque l'on a une partition on peut é
rire :

E (n
θ
) +E ( n

θ2
) = n⇔ 1

n
E (n

θ
) + 1

n
E ( n

θ2
) = 1

Comme 
e
i est valable pour tout n ∈ N∗ passons à la limite :

n

θ
− 1 < E (n

θ
) ⩽ n

θ
⇔

1

θ
− 1

n
< 1

n
E (n

θ
) ⩽ 1

θ

Par le théorème des gendarmes lim
n→+∞

1

n
E (n

θ
) = 1

θ
, de même lim

n→+∞
1

n
E ( n

θ2
) = 1

θ2
d'où :

1

θ
+ 1

θ2
= 1⇔ θ2 = 1 + θ⇒ θ = ω 
ar θ > 1


e qui prouve l'uni
ité.
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