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Partie I

1. f(xε) = f(x)f(ε) ⇒ f(ε) = 1 en prenant l'inverse à gau
he de f(x).

f(ei) = f(ei)2 ⇒ f(ei) = 1 ou f(ei) = 0

Si tous les f(ei) = 0 alors f = 0. Sinon ∃i, f(ei) = 1, or j ≠ i⇒ eiej = 0 d'où :

0 = f(eiej) = f(ei)f(ej) = f(ej) ⇒ f(x) = xif(ei) = xi⇒ f = ci

2.1 f morphisme d'algèbre don
 ∀(x, y) ∈ E2, f(xy) = f(x)f(y), d'où 
omme ϕ multipli
ative :

ϕ ○ f(xy) = ϕ(f(x)f(y)) = ϕ ○ f(x)ϕ ○ f(y)

Ainsi ϕ ○ f est également une forme multipli
ative.

2.2 D'après la question 1. on a alors ∀j ∈ ⟦1, n⟧,∃k ∈ ⟦1, n⟧, cj ○ f = ck.

f(ei) =
n

∑
m=1

xmem, d'où d'après la remarque qui pré
ède :

cj ○ f(ei) = xj = ck(ei) = δi,k

En balayant j de 1 à n on obtient pour 
haque indi
e un ck 
orrespondant di�érent. En e�et

si cj ○ f = cj′ ○ f ⇒ cj = cj′ par bije
tivité de f . Ainsi 
omme il y a n forme k-alternée on les

atteint toutes une fois et une seule fois seulement. Don
 pour un 
ertain j0 on aura :

cj0 ○ f(ei) = xj0 = ci(ei) = 1 et xj = 0 pour j ≠ j0 ⇒ f(ei) = ej0

Par 
onséquent f envoie 
haque élément de la base sur un autre (uniquement déterminé 
ar

f bije
tive), don
 f induit une permutation de la base. Ré
iproquement toute permutation

de la base est un automorphisme de E. Les automorphismes de E sont don
 exa
tement les

permutations de la base, et sont don
 au nombre de n!.

3. a = (a1, ..., an) ∈ E. ma ∶ x ↦ ax est représenté dans la base B0 par la matri
e :

MB0
(ma) = Diag(a1, a2, ..., an)

Don
 son polyn�me 
ara
téristique est χma
(X) = (−1)n

n

∏
i=1

(X − ai).
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On sait que le polyn�me minimal µa divise le polyn�me 
ara
téristique χma
.

Comme K[a] 
ontient a et K (tout 
omme E) il vient K[a] ⊂ E et on sait aussi que :

dim(K[a]) = deg(µa)
Si deg(µa) = n = dim(E) i.e tous les ai distin
ts alors on a l'égalité K[a] = E.

Ré
iproquement si K[a] = E 
'est que deg(µa) = n et don
 né
essairement les ai sont distin
ts.

4.1 Les di sont toutes non nulles 
ar ε ∈ A (
ar A sous-algèbre de E).

4.2 Pour i, j ∈ {1, ..., k} di ≠ dj don
 ∃x ∈ A tel que di(x) = xi ≠ xj = dj(x).
Don
 au moins un des 2 est non nul, si xi = 0 alors x−1j x 
onvient, sinon :

x = (x1, ..., xi, ..., xj , ..., xn)⇒ x−1j x = (..., x−1j xi, ...,1, ...)⇒ x−1j x − 1 = (..., x−1j xi − 1, ...,0)
On multiplie ensuite par l'inverse de x−1j xi − 1 qui est non nul et on obtient ui,j.

4.3 Notons pour j ⩽ i :

zi,j = (0, ...,
j

↓

1, ...,

i

↓

0,∗)
Nous voulons en fait 
onstruire zk,j pour tout 1 ⩽ j ⩽ k.

On pro
ède par ré
urren
e forte :

Initialisation : les z2,j sont déjà 
onstruits d'après la question pré
édente.

Hérédité : supposons les zi,j 
onstruits pour tout 1 ⩽ j ⩽ i.

Construisons tout d'abord zi+1,i+1 :

zi+1,i+1 = (1 − i

∑
k=1

zi,k) × [ci+1 (1 − i

∑
k=1

zi,k)]
−1

On 
onstruit ensuite les zi+1,j pour 1 ⩽ j ⩽ i de la manière suivante :

zi+1,j = zi,j − zi+1,i+1 × [ci+1(zi,i)]−1
Ce qui a
hève la ré
urren
e.

remarque : si le i + 1-ème 
oe�
ient est déjà nul on passe dire
tement au rang suivant.

4.4 Considérons la l-ème 
omposante des wi (l > k). Il existe j ⩽ k tel que dl = dj.

Ainsi dl(wi) = dj(wi) = δi,j. Don
 la l-ème 
omposante de la somme des wi est :

n

∑
i=1

δi,j = 1
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En 
onséquen
e on a

n

∑
i=1

wi = ε.

Les ve
teurs wi engendrent le sous-espa
e ve
toriel A de E. Ve
t(wi) = A.
5. Une sous-algèbre de dimension k est engendrée par k ve
teurs wi tels que

k

∑
i=1

wi = ε. Plus

généralement qu'en 4. les ve
teurs wi ne possèdent que des 0 et des 1 pla
és n'importe où

sa
hant que si le ve
teur w1 possède un 1 en première 
omposante, les autres wi ont un 0

pour que la somme soit égale à ε. Autrement dit les "paquets" de 1 de 
haque wi forment une

"partition" de ε, don
 a�n dénombrer le nombre de sous-algèbre de dimension k on 
ompte le

nombre de partitions de ⟦1, n⟧ en k ensembles.

● Pour k = 2 on 
her
he don
 toutes les partitions possibles en 2 ensembles : on peut 
hoisir un

singleton ave
 les n − 1 éléments restants 
e qui fait
(n
1
)

hoix pour le singleton, ou bien une

paire ave
 les n−2 éléments restants 
e qui donne
(n
2
)

hoix pour la paire, et ainsi de suite. En

pro
édant de 
ette façon on 
ompte en fait 2 fois 
haque disposition, puisque quand on 
hoisit

une paire donnée, les n− 2 éléments restants forment le deuxième ensemble, mais quand on va


hoisir ensuite 
et ensemble on va retrouver la paire, don
 �nalement le nombre de sous-algèbre

de dimension 2 est :

1

2

n−1

∑
k=1

(n
k
) = 1

2
( n

∑
k=0

(n
k
) − 2) = 1

2
(2n − 2) = 2n−1 − 1

● Pour k = n − 1 on 
her
he les partitions en n − 1 ensembles. On est don
 for
é de former

une paire et n − 2 singletons, notre 
hoix porte don
 sur 
elui de la paire, d'où le nombre de

sous-algèbre de dimension n − 1 :

(n
2
) = n(n − 1)

2

6.1 Supposons que µa ait un zéro multiple disons a1 : µa(X) = (X − a1)2∏(X − ai).
On 
onstruit le polyn�me Q ∈ E[X] tel que Q(X) = (X − a1ε)∏(X − aiε) ainsi :

[Q(a)]2 = 0
Ce qui impliquerait que Q(a) = 0 
ar 0 est le seul élément nilpotent.

Absurde 
ar Q(a) ≠ 0 (le polyn�me minimal de a est µa).

6.2 D'après le 
ours puisque µa est séparablement s
indé alors ma est diagonalisable.

Partie II

1. D'après la question I.3 on trouve don
 τ(a) = n

∑
i=1

ai.

2. Puisque f est bije
tive elle envoie une base sur une base, don
 f(B) est une base, et de plus
f(vk) = f(vivj) = f(vi)f(vj) 
ar morphisme d'algèbre, don
 f(B) est une m-base.

3. Permuter les 
olonnes de M(B) revient à 
hanger la pla
e des éléments dans la famille B


e qui 
onserve la stabilité de la base par le produit interne. Quant aux lignes, la permutation
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revient à multiplier par une matri
e de permutation Mp à gau
he de M(B). Or 
omme nous

avons B =M(B)B0 
ela donne :

(MpB) = (MpM(B))B0

MpB est une m-base (permutation de B). Ainsi MpM(B) (déduite de M(B) par permutation

de lignes) est aussi une matri
e de passage vers une m-base.

4. ϕ(vivj) = ϕ(vk) = 1 et ϕ(vi)ϕ(vj) = 1.1 = 1 don
 ϕ(vivj) = ϕ(vi)ϕ(vj) forme multipli
ative.

5. Notons ϕ = cj ainsi ∀1 ⩽ 1 ⩽ n, cj(vi) = 1 don
 la j-ième ligne ne possède que des 1.

Il ne peut y en avoir qu'une seule 
ar sinon rg(M(B)) ⩽ n − 1 et M(B) non inversible.

On en déduit les 4 m-bases de K2
:

(0 1

1 1
) (−1 1

1 1
)

les 2 autres étant obtenues par permutation des lignes.

6. Prenons a = v1 et quitte à réordonner la base supposons que les puissan
es de a prennent

la valeur des vi dans l'ordre 
roissant. Si v2
1
= v1 
'est gagné, sinon v2

1
= v2. On re
ommen
e,

si v3
1
= v2v1 = v1 
'est gagné. Si v3

1
= v2v1 = v2 = v2

1
alors v2

1
= v1 (on multiplie par v où

ci(v) = (ci(v1))−1 si ci(v1) ≠ 0 et 0 sinon). Sinon 
'est que v3
1
= v3.

Plus généralement vi
1
= vi. Si v

i+1
1
= viv1 = v1 
'est gagné, si vi+1

1
= vk ave
 k ⩽ i 
'est que

vi+1
1
= vk

1
⇒ v

i+1−(k−1)
1

= v1 en pro
édant 
omme 
i-dessus, et sinon vi+1
1
= vi+1.

Mais 
omme il n'y a que n ve
teurs on tombera bien à un moment donné sur v1.

Ainsi p(a) existe et on a p(a) ⩽ n.
6.2 Les 
oe�
ients de a sont ra
ines de Xp(a)+1 −X qui en possède au plus p(a) + 1. Comme

p(a) ⩽ n, il y a au plus n + 1 valeurs possibles pour 
haque 
oe�
ient, et 
omme il y en a n,

on a au plus (n + 1)n 
andidats pour a. Reste à 
hoisir n ve
teurs parmi 
eux-
i, 
e qui nous

donne au plus
((n+1)n

n
)
m-bases. (majoration très grossière, notamment 
ar on ne prend pas en


ompte le 
ara
tère stable de la base).

6.3 Les 
oe�
ients de a sont ra
ines de Xp(a)+1 −X =X(Xp(a) − 1), dans K = R ils ne peuvent

valoir que 0, 1 ou −1, qui sont tous trois ra
ines de X3−X , don
 dans 
e 
as parti
ulier p(a) = 2.
On améliore la majoration trouvée par

(3n
n
)
.

7. a ∈ B, la matri
e de ma représentée dans la base B possède un seul 1 par 
olonne et des 0

partout ailleurs, 
ar par stabilité ma(vi) = avi = vj . Don
 puisqu'il n'y a que des 0 et/ou des 1

sur la diagonale, la tra
e τ(a) de ma est un entier 
ompris entre 0 (que des 0 sur la diagonale)

et n (que des 1 sur la diagonale). τ(a) = n⇔ a = ε. En e�et, il existe toujours un ve
teur vk
tel que sa 
omposante j soit non nulle (
ar B génératri
e de E) on a alors ajxj = xj ⇒ aj = 1,
don
 aj = 1 pour tout j.
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8. La matri
e M(B) possède déjà une ligne de 1 d'après 5., il nous reste à pla
er n − 1 
oe�-


ients dans n − 1 lignes. Il est 
lair qu'on est for
é d'en pla
er exa
tement un à 
haque ligne,

sinon on aurait une ligne de 0 et le déterminant serait nul. Comme il y a n 
olonnes, il y en

aura une qui sera un ve
teur ei. Par ailleurs vu les restri
tions pré
édentes on a C2

i = Ci don


les 2n−1 
oe�
ients sont tous des 1. On traduit une 
ombinaison linéaire des 
olonnes par un

système très simple qui 
on�rme que 
ette famille est libre don
 que M(B) est inversible et B
est une base. De plus pour i ≠ j on a CiCj = C0 la 
olonne 
orrespondant au ve
teur ei sus-
ité.

Don
 B ainsi 
onstruite est bien une m-base.

On peut les dénombrer : on a n 
hoix pour la ligne de 1, n 
hoix pour la 
olonne C0 et (n−1)!

hoix pour pla
er les 1 restants, soit au total n2(n − 1)! m-bases répondants aux hypothèses.

Partie III

1. ap(a)+1 = a on multiplie par l'inverse : ap(a) = ε soit en
ore :

a × ap(a)−1 = ap(a)−1 × a = ε (∗)
Comme ap(a)−1 ∈ B par stabilité il vient que ε ∈ B.

2. En utilisant de nouveau la matri
e de ma dans la base B : on a pour tout i, avi ≠ vi sinon
on aurait a = ε en multipliant par l'inverse de vi. Don
 que des zéros sur la diagonale⇒ τ(a) = 0.
3. Par linéarité de la tra
e (et sa
hant que τ(vi) = 0 si vi ≠ ε et τ(ε) = n) :

τ(s) = n + 0 +⋯+ 0 = n
L'appli
ation x ↦ xvi laisse stable B 
ar 
'est une m-base, mais en outre 
omme vi est inversible

elle induit une permutation de B (
ar si xvi = yvi alors x = y). Par 
onséquent svi = s. On

distribue alors :

s2 = (v1 + v2 +⋯+ vn)s = v1s + v2 +⋯+ vns = s + s +⋯ + s = ns
En divisant par n2

il vient
( s
n
)2 = s

n
don
 les 
oe�
ients sont ra
ines de X2 −X = X(X − 1)

don
 valent 0 ou 1. Mais τ ( s
n
) = 1 
ar τ(s) = n don
 un et un seul 
oe�
ient vaut 1, les autres

0. D'où :

s

n
∈ B0

4. En e�e
tuant le produit lignes par 
olonnes (au sens du produit interne) on trouve 
omme


oe�
ients de

tMM : ai,j = τ(vivj). Les 
omposantes de vi sont ra
ines de X(Xp(a) − 1) don

sont des ra
ines p(a)-ième de l'unité (0 ex
lu 
ar les vi inversibles) don
 de la forme e2ikπ/n.

Don
 les 
omposantes de vi sont e−2ikπ/n, ainsi vi est l'inverse de vi qui appartient à B d'après(∗). Par 
onséquent pour tout j il existe k (unique 
ar inversibilité) tel que vivj = vk. Puisque
τ(vk) = 0 si vk ≠ ε et τ(ε) = n on a exa
tement un n par 
olonne et des 0 ailleurs. On permute

les 
olonnes de

tMM de façon à avoir (au signe près, mais on prendra le module) le déterminant

de nIn soit nn
. En�n 
omme det(tMM) = ∣det(M)∣2 on obtient :

∣det(M)∣ =√nn

5.1 Le neutre est ε, l'existen
e de l'inverse est garantie par (∗), en�n l'asso
iativité du produit

interne dé
oule de 
elle du produit externe dans K = R qui est 
ommutatif. (Ce
i ne serait pas
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vrai dans le 
orps des quaternions par exemple).

5.2 D'après II.6.3 a3 = a et 
omme B est une m-base inversible : a2 = ε.

On 
onstruit la loi externe de Z/2Z sur B en posant :

∀a ∈ B,0a = 0 et 1a = a

On véri�e les axiomes d'espa
e ve
toriel :

1(u+v) = u+v = 1u+1v et 0(u+v) = 0 = 0u+0v don
 distributive à gau
he. (0×1)u = 0u = 0(1u),(1 × 0)u = 0u = 1(u0), (1 × 1)u = 1u = 1(1u), (0 × 0)u = 0u = 0(0u), d'où l'asso
iativité.(0 + 1)u = 1u = 0u + 1u, (1 + 0)u = 1u = 1u + 0u, (1 + 1)u = 0u = 0 et 1u + 1u = u + u = 0 don
(1 + 1)u = 1u + 1u ainsi on obtient le dernier axiome de distributivité à droite.

B est don
 un Z/2Z-espa
e ve
toriel. Comme B est �ni, l'espa
e ve
toriel que l'on vient de


onstruire est de dimension d don
 est isomorphe à (Z/2Z)d. On en déduit que le 
ardinal de

B est 2d don
 une 
ondition né
essaire pour avoir une m-base inversible est que n soit une

puissan
e de 2.

remarque : on utilise la même méthode pour démontrer que le 
ardinal d'un 
orps �ni est de

la forme pd où p est sa 
ara
téristique.

6. On va prendre simplement pour ve
teurs de

∼

B les ve
teurs 
olonnes de

∼

M .

Véri�ons que

∼

B est bien une m-base inversible de R2n
:

● J'utilise le résultat suivant vu l'an passé (A,B,C,C ∈Mn(R)) :
N = (A B

C D
) A inversible et AC = CA⇒ det(N) = det(AD −CB)

démo : On passe au déterminant (en utilisant les matri
es triangulaires par blo
s)

( In 0

−A−1C In
)(A B

C D
) = (A B

0 −A−1CB +D
)

Dans notre 
as

∼

M véri�e 
es hypothèses et don
 det( ∼M) = −(detM)2 < 0.
Don


∼

M est inversible et

∼

B est bien une base.

● Chaque ve
teur de base est inversible 
ar
( Vi

±Vi
)
a pour inverse

( V −1i

±V −1
i

)
.

● Dernier point en�n : la stabilité de la base

∼

B.

En utilisant la stabilité des vi on obtient par produit de 
olonnes :(i, j) ∈ ⟦1, n⟧2, ViVj = Vk où k ∈ ⟦1, n⟧.(i, j) ∈ ⟦n + 1,2n⟧2, ViVj = Vk où k ∈ ⟦1, n⟧.(i, j) ∈ ⟦1, n⟧ × ⟦n + 1,2n⟧ViVj = Vk où k ∈ ⟦n + 1,2n⟧.
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Don
 la base

∼

B est bien stable. Ce qui 
los la démonstration.

7. v1 = (11), v2 = (−11 ) ∈ R2
sont inversibles (leur propre inverse) et la matri
e :

M(B) = (1 −1
1 1

)
est inversible (det(M(B)) = 2 par exemple) don
 B = (v1, v2) est une base, stable de sur
roît.
Don
 B est une m-base inversible de R2

.

On a vu en 5. que pour qu'il existe une m-base inversible de Rn
il faut que n soit une puissan
e

de 2. Mais 
ette 
ondition est aussi su�sante 
ar on a exhibé une telle base pour n = 21 et on
sait d'après 6. 
onstruire à partir de 
elle-
i une m-base inversible pour R2n

don
 �nalement

pour toutes les puissan
es de 2. On en 
on
lut que pour toute valeur de n qui est une puissan
e

de 2 il existe des m-bases inversibles.
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