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Première partie

1. a) J(α) non vide 
ar α algébrique. Sg additif 
ar ∀(P,Q) ∈ J(α)2 ⇒ (P −Q)(α) = 0.

∀(P,Q) ∈ K[X ]× J(α), (PQ)(α) = P (α)Q(α) = 0 = Q(α)P (α) = (QP )(α) 
ar Q(α) = 0

J(α) est un idéal. K[X ] est prin
ipal don
 ses idéaux sont prin
ipaux : J(α) = MαK[X ].

Mα est for
ément de degré minimal parmi les polyn�mes de J(α). On peut le 
hoisir unitaire

quitte à diviser par le 
oe�
ient dominant. Il est unique 
ar s'il en existait un autre ils se

diviseraient mutuellement et étant unitaires ils sont égaux. Irrédu
tible 
ar si Mα = PQ alors

Mα(α) = 0 = P (α)Q(α), par intégrité l'un des fa
teurs est nul, absurde par minimalité de Mα.

b) Le sens dire
t est trivial 
ar Mα(α) = 0. Pour l'autre sens :

P (α) = 0 ⇒ P ∈ J(α) ⇒ P = QMα ⇒ Q = 1 
ar P irrédu
tible

2) i/ ⇒ ii/ : α ∈ K, P (X) = X − α = Mα(X) 
onvient. Ré
iproquement si Mα(X) = X − k
ave
 k ∈ K alors α = k ∈ K. i/ ⇒ iii/ : α ∈ K[α] = K. i/ ⇒ iii/ : α ∈ K don
 K[α] ⊂ K, et

x ∈ K s'é
rit x = 1.x ∈ K[α] d'où K = K[α].

3. a) Mα(X) = X2 + aX + b d'où α2 = −aα − b ⇒ (1, α) génératri
e de K[α].

Libre 
ar x0 + x1α = 0 ⇒ x0 = x1 = 0 par minimalité de Mα.

Tout élément de K[α] s'é
rit don
 x = x0 + x1α = R(α), deg(R) = 1.

Comme Mα est irrédu
tible, ils sont premiers entre eux don
 il existe U, V tq :

VMα + UR = 1, et en évaluant en α : U(α)R(α) = 1 ⇒ x inversible.

b) α2 + aα + b = 0 don
 α est une des ra
ines :

−a±
√
a2 − 4b

2
.

Posons k = a2 − 4b, x0 = a et x1 = 2. Comme K est un 
orps k, x0, x1 ∈ K et alors :

α =

√
k − x0

x1
⇐⇒

√
k = x0 + x1α
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Ainsi

√
k ∈ K[α] et K ⊂ K[α] don
 K[

√
k] ⊂ K[α].

Ré
iproquement on a α ∈ K[
√
k] et K ∈ K[

√
k] d'où K[α] ⊂ K[

√
k].

On a don
 bien trouvé un k ∈ K tel que K[α] = K[
√
k].

4. a) x ∈ K[α], il existe P tel que x = P (α). P = MαQ+R ave
 degR < n.

Don
 x = R(α). R unique 
ar si x = R′(α) alors (R−R′)(α) = 0 absurde 
ar deg(R−R′) < n.

Ainsi (1, α, ..., αn−1) est une base de K[α] don
 dim(K[α]) = n.

b) Mα est irrédu
tible et deg(R) < deg(Mα) don
 Mα ∧R = 1.

On applique alors le théorème de Bézout : V (X)Mα(X) + U(X)R(X) = 1 ⇒ U(α)R(α) = 1.


) L'inverse de x = R(α) est don
 x−1 = U(α) ⇒ K[α] est un 
orps.

d) K[α] 
ontient α 
ar engendré par 
et élément, et K 
ar tout élément de K s'é
rit x = 1.x ∈
K[α]. Par ailleurs si un autre 
orps K ′

les 
ontient, alors par propriétés des 
orps (stabilité par

+ et ×) il 
ontient les 
ombinaisons

∑q

p=0 xpα
p
et don
 K[α]. En parti
ulier R 
ontient K[α]


ar K sous-
orps de R.

5. a) Par ré
urren
es dire
tes on trouve deg(Pn) = n, an = 2n et a0 = (−1)n (pour n > 3).

P2(x) = 4x2 + 2x− 1 ; P3(x) = 8x3 + 4x2 − 4x− 1 ; P4(x) = 16x4 + 8x3 − 12x2 − 4x+ 1.

Qn+2(x) = Pn+2

(x

2

)

= xPn+1

(x

2

)

− Pn

(x

2

)

= xQn+1(x)−Qn(x)

Initialisation Q0(x) = 1 et Q1(x) = x+ 1.

Hérédité : on suppose Qn, Qn+1 ∈ Z[X ] et par la relation pré
édente on a bien Qn+2 ∈ Z[X ].

b) r = p

q
, (p, q) ∈ Z×N ave
 p∧ q = 1. CN : p|a0 = (−1)n et q|an = 2n × 1

2n
= 1 don
 r = ±1.

Qn+3(x)+xQn(x) = xQn+2(x)−Qn+1(x)+xQn(x) = x(xQn+1(x)−Qn(x))−Qn+1(x)+xQn(x)

Qn+3(x) + xQn(x) = (x2 − 1)Qn+1(x). Ainsi x = ±1 est ra
ine de Qn+3 ssi il est ra
ine de Qn.

Or x = ±1 n'est pas ra
ine de Q0 et Q2. Seuls les Q3k+1 et P3k+1 ont des ra
ines rationnelles.

6. a) Eq. 
ara
t. : r2 − 2 cos(θ)r + 1 = 0, dis
riminant ∆ = 4(cos2(θ)− 1) = −4 sin2(θ) < 0.

Les ra
ines 
omplexes 
onjuguées sont don
 e±iθ
d'où : un = λ cos(nθ) + µ sin(nθ).

Ave
 n = 0 et n = 1 on détermine u0 = λ et µ = u1−u0 cos(θ)
sin(θ)

.

b) Pn+2(cos(θ)) = 2 cos(θ)Pn+1(cos(θ))− Pn(cos(θ)) ⇒ vn+2 = 2 cos(θ)vn+1 − vn.
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D'où 
omme v0 = 1 et v1 = 2 cos(θ) + 1 :

Pn(cos(θ)) = cos(nθ) +

(

1 + cos(θ)

sin(θ)

)

sin(θ) = cos(nθ) +
sin(nθ)

tan( θ
2
)

Pn(cos(θ)) = 0 ⇔ tan(nθ) = tan

(

−θ

2

)

⇔ nθ = −θ

2
+ kπ ⇔ θ =

2kπ

2n + 1

Les ra
ines de Pn sont don
 les xk,n = cos
(

2kπ
2n+1

)

pour 1 6 k 6 n.


) Les nombres cos
(

2π
5

)

, cos
(

2π
7

)

et cos
(

2π
9

)

sont respe
tivement ra
ines de P2, P3 et P4 ap-

partenant à Q[X ], don
 ils sont algébriques.

On a vu que P2 et P3 n'ont pas de ra
ines rationnelles don
 sont irrédu
tible sur Q.

Ainsi 
e sont les polyn�mes minimaux des 2 premiers nombres.

On sait que Q4 admet ±1 
omme ra
ines don
 P4 ±1
2
. On a 
omme seule ra
ine −1

2
, on peut

don
 le fa
toriser 
omme suit :

P4(x) = (2x+ 1)(8x3 − 6x+ 1)

−1
2
n'est pas ra
ine de x3 − 3

4
x+ 1

8
don
 
'est le polyn�me minimal de cos

(

2π
9

)

.

7. a) Le polyn�me minimal de α est de degré 3 don
 dim(Q[α]) = 3 et (1, α, α2) en est une

base. En utilisant la formule cos(2x) = 2 cos2(x) − 1 et le fait que α3 = 3
4
α + 1

8
on trouve

cos
(

4π
9

)

= 2α2 − 1 et cos
(

8π
9

)

= −2α2 − α + 1.

b) On a f(1) = f(1)2 don
 soit f(1) = 1 soit f(1) = 0. Par ailleurs on a aussi f(αk) = (f(α))k

d'où par linéarité f(α)3 − 3
4
f(α) + 1

8
f(1) = 0. Si f(1) = 0 alors f(α)(f(α)2 − 3

4
) = 0 et don


f(α) = 0 
ar

√
3
2

/∈ Q[α]. Et f(α2) = (f(α))2 = 0 don
 f est l'endomorphisme nul. On é
arte


e 
as et on 
hoisit don
 f(1) = 1. Ainsi f(α) est ra
ine de la même équation que α. On a

don
 les trois possibilités suivantes :

f1(α) = α f2(α) = cos

(

4π

9

)

= 2α2 − 1 f3(α) = cos

(

8π

9

)

= −2α2 − α + 1

On 
al
ule et simpli�e les fi(α
2) = (fi(α))

2
et on obtient les matri
es :

M1 = I3 M2 =





1 −1 1
0 0 −1

2

0 2 −1



 M3 =





1 1 1
2

0 −1 1
2

0 −2 0





Et on véri�e que M2M3 = M3M2 = I3 = M1 (le neutre du groupe à trois éléments).

8. a) S(X) = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a1X + a0. On a don
 :

|S(r)| = |anpn + qan−1p
n−1 + · · ·+ qn−1a1p+ qna0| ×

1

qn

Le terme en valeur absolue est non nul (
ar S irrédu
tible) et entier don
 > 1.
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On peut don
 
hoisir CS = 1 et pour tout rationnel r, |S(r)| > 1
qn
.

b) On utilise la minoration pré
édente :

|S(r)| = |r − α||P (r)| > 1

qn
⇒ |α− r| > 1

|P (r)|qn >
K

qn

ave
 K l'inverse du max de |P (r)| sur [α− 1, α+ 1].


) ∀k ∈ N, 1
10k!

6
1

10k
d'où en sommant :

tn 6
1− ( 1

10
)n

1− 1
10

6
10

9

Ainsi (tn) est bornée, et 
lairement 
roissante, don
 
onvergente.

t− tn =

+∞
∑

k=n+1

10−k! = 10−(n+1)! + 10−(n+1)!
+∞
∑

k=n+1

10−kk!

Et

+∞
∑

k=n+1

10−kk! <

+∞
∑

k=n+1

(
1

10
)k =

10

9
(1− (1− (

1

10
)n+1)) =

10

9
(
1

10
)n+1 < 1.

Par 
onséquent |t− tn| 6 2× 10−(n+1)!
.

Supposons t algébrique et prenons r = tk don
 q = 10k!, il vient :

|t− tk| >
K

10nk!

Mais via l'inégalité pré
édente on tire :

K 6 2× 10−k!(k+1−n) → 0 quand k → +∞

On aurait alors K 6 0, absurde puisque K > 0. Don
 t est trans
endant.

Se
onde partie

1. • Soit A1(x1, y1) et A2(x2, y2) dans K. La droite les joignants : y = ax+ b.

y1 = ax1 + b, y2 = ax2 + b, et par soustra
tion

y1 − y2 = a(x1 − x2) ⇒ a = (y1 − y2)(x1 − x2)
−1 ∈ K, b = y1 − ax1 ∈ K

Pour le 
er
le 
entré en A de rayon AB : (x− x1)
2 + (y − y1)

2 = d2 = (x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2
.

• Interse
tion a1x+ b1 = a2x+ b2 ⇒ x = (b2 − b1)(a1 − a2)
−1 ∈ K.

• (x − x1)
2 + (a1x + b − y1)

2 = d2 ⇒ équation du se
ond degré en x. Si
√
∆ ∈ K alors 
'est

un point de K sinon les 
oordonnées de 
e point sont dans K[
√
∆] extension quadratique de K.
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• Même 
hose pour le 
er
le.

2. a) On tra
e les 
er
les C(A,BC) et C(C,AB), D est à une des interse
tions.

Pour tra
er la parallèle à ∆ passant par A on 
hoisit 2 points B et C de ∆ et on 
onstruit le

point D 
omme 
i-dessus. La droite re
her
hée passe par les points A et D.

b) • J = C(O,OI = 1) ∩ D(O, I). Pour K on 
onstruit au préalable les points A et B in-

terse
tions de C(J, JI) et C(I, JI). K est l'interse
tion de la droite (AB) et du 
er
le unité

(d'ordonnée positive).

• Par abus je 
onfondrai le point A(α, 0) ave
 son abs
isse. Supposons α > β alors α + β
s'obtient en interse
tant le 
er
le C(α, β) ave
 l'axe (Ox).

On pla
e maintenant β sur (Oy). On tra
e la droite (βα) et la droite qui lui est parallèle passant
par K, elle 
oupe (Ox) en z. Par le théorème de Thalès il vient

z
α
= 1

β
⇒ z = α

β
.

On 
onstruit à partir de 
e qui pré
ède γ = 1
β
puis

α
γ
= αβ.

• On tra
e 
omme suggéré le 
er
le C de diamètre Jα. On sait 
onstruire α − 1, on appelle

T l'interse
tion de C et du 
er
le de 
entre J et de rayon α − 1. Le triangle JTA est ins-


rit dans un demi-
er
le don
 est re
tangle. D'après le théorème de Pythagore on a don


AT 2 = JA2 − JT 2 = (α + 1)2 − (α − 1)2 = 4α d'où AT = 2
√
α que l'on sait déterminer le

milieu. Don


√
α est 
onstru
tible.

3. a) M 
onstruit à partir de O, I,M1, ...,Mn−1. M1 
onstruit à partir de O et I via les 4

opérations élémentaires sur Q = K0. Si M2 est 
onstruit aussi via la 
ombinaison de 
es 4 opé-

rations à partir de O, I et M1, ses 
oordonnées restent dans le 
orps K0. Mais si maintenant la


onstru
tion de M2 fait intervenir une ra
ine
√
α où α 6= k2

est dans K0, alors les 
oordonnées

de M2 sont dans l'extension quadratique K0[
√
α] = K1, et ainsi de suite jusqu'à l'obtention du

point M .

b) Initialisation : (a, b) ∈ K2
0 , M(a, b) 
onstru
tible 
ar a et b le sont via l'opération

α
β
.

Hérédité : (xp, yp) ∈ Kn, les points M(xp, yp) sont 
onstru
tibles par hypothèses.

Kn+1 = Kn[
√
α] =

{

x =

q
∑

p=0

xp(
√
α)p

}

Comme

√
α et les xp sont 
onstru
tibles, par produits et sommes, les x ∈ Kn+1 sont 
onstru
-

tibles. Ce qui a
hève la ré
urren
e.

4. a) Dans G vu 
omme F -ev, tout élément s'é
rit x = f1g1 + · · ·+ fqgq. H 
omme G− ev :

x = λ1h1+· · ·+λrhr = (f1,1g1+· · ·+f1,qgq)h1+(f2,1g1+· · ·+f2,qgq)h2+· · ·+(fr,1g1+· · ·+fr,qgq)hr

Les higj forment une base de H vu 
omme F -ev, qui sont au nombre de rq.

dimF (H) = rq

5
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b) D'après la question pré
édente, en itérant il vient dimQ(Kn) = 2n.


) Si α est 
onstru
tible il appartient à un 
ertain Kn. Q[α] est le plus petit 
orps 
ontenant

Q et α don
 :

Q ⊂ Q[α] ⊂ Kn

Toujours d'après a) on a

dimQ(Kn) = dimQ[α](Kn)× dimQ(Q[α])

On a dimQ(Kn) = 2n et dimQ(Q[α]) = d(α,Q) est don
 une puissan
e de 2.

Pour la ra
ine 
ubique de 2, son polyn�me minimal est X3 − 2 qui est de degré 3, don
 non


onstru
tible.

5. Si cos
(

2π
n

)

est 
onstru
tible alors les cos
(

2kπ
n

)

aussi par les formules de trigo.

n = 3 : oui 
ar cos
(

2π
3

)

= −1
2
.

n = 4 : oui 
ar cos
(

2π
4

)

= 0.
n = 5 : oui 
ar polyn�me minimal P2 de degré 2.

n = 6 : oui 
ar cos
(

π
3

)

= 1
2
.

n = 7 : non 
ar polyn�me minimal P3 de degré 3.

n = 8 : oui 
ar cos
(

π
4

)

=
√
2
2
.

n = 9 : non 
ar polyn�me minimal de degré 3.

n = 10 : oui 
ar cos
(

π
5

)

=
cos( 2π

5 )−1

2
.

Les polyn�mes réguliers à 7 et 9 
�tés ne sont don
 pas 
onstru
tibles.
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