DEVOIR DE MATHEMATIQUES N°2
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Jeudi 17 septembre 2009

PREMIERE PARTIE
1. a) J(a) non vide car a algébrique. Sg additif car ¥(P, Q) € J(a)?> = (P — Q)(a) = 0.
V(P,Q) € K[X] x J(a), (PQ)(e) = P(a)Q(a) = 0 = Q(a) P(a) = (QP)() car Qa) =0
J(a) est un idéal. K[X] est principal donc ses idéaux sont principaux : J(a) = M, K[X].

M, est forcément de degré minimal parmi les polynomes de J(a). On peut le choisir unitaire
quitte a diviser par le coefficient dominant. Il est unique car s’il en existait un autre ils se
diviseraient mutuellement et étant unitaires ils sont égaux. Irréductible car si M, = P(Q) alors
M,(a) =0 = P(a)Q(«), par intégrité I'un des facteurs est nul, absurde par minimalité de M,.

b) Le sens direct est trivial car M, («) = 0. Pour lautre sens :
Pla)=0=Pe J(a)=P=QM, = Q =1 car P irréductible
2)i/ =i/ :a€ K, P(X) =X —a= M,(X) convient. Réciproquement si M, (X) =X —k
avec k € Kalorsa=ke K.i/ =iii/ : a € Kla] = K. i/ =i/ : « € K donc K[a] C K, et
r e K s'écrit v = l.x € K|a] dou K = K|a].
3.a) Mo(X)=X?*+aX +bdou a? =—ax — b= (1,a) génératrice de K|a].
Libre car x¢ + 210 = 0 = 9 = x1 = 0 par minimalité de M,,.
Tout élément de K[a] s’écrit donc x = zo + 2100 = R(«), deg(R) = 1.

Comme M, est irréductible, ils sont premiers entre eux donc il existe U,V tq :

VM, +UR =1, et en évaluant en o : U(a)R(a) = 1 = x inversible.

—a++va? —4b
5 )

b) a? + aa + b = 0 donc « est une des racines :

Posons k = a? — 4b, 2y = a et 1 = 2. Comme K est un corps k,zo, z; € K et alors :

T —
Q:M<:>\/E:xo+x1a
T
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Ainsi vk € Ko et K C K[a] donc K[VE] C K[a].

Réciproquement on a o € K[Vk] et K € K[Vk] d'oit K[a] C K[Vk].

On a donc bien trouvé un k € K tel que K[a] = K[VE].

4. a) x € K[a], il existe P tel que z = P(«a). P = M,Q + R avec degR < n.

Donc z = R(«). R unique car si x = R/(«) alors (R— R')(a) = 0 absurde car deg(R— R') < n.

Ainsi (1, a, ...,a™ ) est une base de K[a] donc dim(K[a]) = n.

b) M, est irréductible et deg(R) < deg(M,) donc M, A R = 1.

On applique alors le théoréme de Bézout : V(X )M, (X) + U(X)R(X) =1= U(a)R(a) = 1.

¢) L’inverse de x = R(«) est donc 27! = U(a) = KJa] est un corps.

d) K[a| contient o car engendré par cet élément, et K car tout élément de K s’écrit © = 1.z €

K[a]. Par ailleurs si un autre corps K’ les contient, alors par propriétés des corps (stabilité par

+ et x) il contient les combinaisons )’ z,a” et donc K[a]. En particulier R contient Ka]

car K sous-corps de R.

5. a) Par récurrences directes on trouve deg(FP,) = n, a, = 2" et ap = (—1)" (pour n > 3).

Py(x) = 42® + 2x — 1; Py(x) = 82° + 42 — 4w — 1; Py(z) = 162" + 82> — 1222 — 4z + 1.
Qn+2(x) = Poya (;) = xPp (;) - P, (g) = 2Qn+1(7) — Qn(@)

Initialisation Qy(z) =1 et Q1(x) =z + 1.

Hérédité : on suppose @, Q.1 € Z[X]| et par la relation précédente on a bien Q42 € Z[X].

b) r=2(p,q) € ZxNavec pAq=1. CN:plag=(—1)" et gla, = 2" x 5 = 1 donc r = +1.
Qn (1) +2Qn(2) = 2Qn12(7) = Qnia (2) +2Qn (1) = 2(2Qn11(2) = Qn (7)) = Qnia () +2Qn(2)
Qnis() + 2Qu(2) = (2% — 1)Qpy1(2). Ainsi x = %1 est racine de Q,,, 3 ssi il est racine de Q,,.
Or x = &1 n’est pas racine de @)y et (J2. Seuls les Q3;11 et P31 ont des racines rationnelles.
6. a) Eq. caract. : 2 — 2cos(f)r + 1 = 0, discriminant A = 4(cos?(#) — 1) = —4sin*(f) < 0.

Les racines complexes conjuguées sont donc e d’oit : u,, = \cos(nf) + psin(nd).

u1—ug cos(6)

Avec n =0 et n =1 on détermine ug = X et u = (@)

b) P,ia(cos(0)) = 2cos(0)Py,11(cos(0)) — Po(cos(0)) = vpio = 2c08(0)v,41 — vy
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D’ou comme vy = 1 et vy = 2cos(f) + 1 :

P8 = st + {55 ) sn0) = o)+ 508
P,(cos(0)) = 0 < tan(nf) = tan (—g) & nf = —g + kr <0 = 25]27:1

2km

Les racines de P, sont donc les xy, = cos ( ) pour 1 < k < n.

¢) Les nombres cos (%’r), cos (27”) et cos (25) sont respectivement racines de P, P3; et P, ap-

partenant & Q[X], donc ils sont algébriques.
On a vu que P, et P3 n’ont pas de racines rationnelles donc sont irréductible sur Q.
Alinsi ce sont les polynémes minimaux des 2 premiers nombres.

On sait que ()4 admet +1 comme racines donc Py j:%. On a comme seule racine —%, on peut
donc le factoriser comme suit :

Py(z) = (2z + 1)(82" — 62 + 1)

_l ) o 3 . § l ) A . . 2_7!'
5 n’est pas racine de z° — $x + ¢ donc c’est le polynome minimal de cos ( 5 )
%) en est une

7. a) Le polynome minimal de « est de degré 3 donc dim(Q[a]) = 3 et (1,
ad = on trouve

base. En utilisant la formule cos(2x) = 2cos?(z) — 1 et le fait que «

cos(‘gr) =202 —1et 005(89”) = —20° —a+1.

, Y
_|_

u>|co
e

b) On a f(1) = f(1)? donc soit f(1) = 1 soit f(1) = 0. Par ailleurs on a aussi f(a¥) = (f(a))*
d’ou par linéarité fla)® = 3f(a) + 4 f(1) =0.Si f(1) =0 alors f(a)(f(a)*—32) =0 et donc
fla) =0 car %2 ¢ Q[a]. Bt f(a®) = (f(a))? = 0 donc f est I'endomorphisme nul. On écarte
ce cas et on ch01s1t donc f(1) = 1. Ainsi f(«) est racine de la méme équation que a. On a
donc les trois possibilités suivantes :

fila) =a fa(a) = cos (%T) =2a* -1 f3(a) = cos (%T) =2 —a+1

On calcule et simplifie les fi(a?) = (fi(«))? et on obtient les matrices :

1 -1 1 I
My=1I; My=|0 0 —3]| My=|0 -1 3
0 2 -1 0 -2 0

Et on vérifie que MyMz = M3My = I3 = M; (le neutre du groupe a trois éléments).
8. a) S(X)=a, X"+ a, 1 X" '+ +a X +ag. On a donc :
n n—1 n—1 n 1
1S(r)] = lanp™ + qan_1p"" + -+ q¢" a1p + q"ao| x 7

Le terme en valeur absolue est non nul (car S irréductible) et entier donc > 1.
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On peut donc choisir Cs = 1 et pour tout rationnel r, |S(r)| > qin.

b) On utilise la minoration précédente :

1
S =lr=allPr)l 2 -2 = la =7l > Pulg

avec K l'inverse du max de |P(r)| sur [a — 1, v + 1].

c) Vk e N

, mkl < 1ok d’ol en sommant :

1—(L)"
G 1

ty < 5

L
10

Ainsi (t,) est bornée, et clairement croissante, donc convergente.

+00 1o
t—1n = Z 107" = 10~ +D 4 10 (! Z 10—kk!

k=n+1 k=n+1
1 1 10 1
Et 107 < k_ 1—1——”+1 m <.
Z Z 0 1= ()" N =55
k=n-+1 k=n-+1
Par conséquent, [t — ¢,| < 2 x 10~(+D",

Supposons t algébrique et prenons r = ¢, donc ¢ = 10*, il vient :

Mais via l'inégalité précédente on tire :
K <2 x107#®+1=7) 0 quand k — +o0

On aurait alors K < 0, absurde puisque K > 0. Donc t est transcendant.

SECONDE PARTIE

1. @ Soit Aj(x1,y1) et Ay(xo,y9) dans K. La droite les joignants : y = ax + b.

Y1 = axy + b, ys = axs + b, et par soustraction

yl—yzza(xl—xg):>a:(y1—y2)(x1—x2)_1EK, b=y —ar; € K

Pour le cercle centré en A de rayon AB : (x —21)* + (y —y1)? = d*> = (2 — 21)? + (y2 — 11)°.

e Intersection a1z + by = asx + by = . = (bz - bl)<a1 - a2)71 € K.

o (x—x1)%+ (e + b —yy)? = d> = équation du second degré en z. Si VA € K alors c'est
un point de /C sinon les coordonnées de ce point sont dans K [\/Z] extension quadratique de K.
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e Méme chose pour le cercle.
2. a) On trace les cercles C(A, BC) et C(C, AB), D est a une des intersections.

Pour tracer la paralléle & A passant par A on choisit 2 points B et C' de A et on construit le
point D comme ci-dessus. La droite recherchée passe par les points A et D.

b) e J = C(O,0I = 1)ND(O,I). Pour K on construit au préalable les points A et B in-
tersections de C(J, JI) et C(I,JI). K est I'intersection de la droite (AB) et du cercle unité
(d’ordonnée positive).

e Par abus je confondrai le point A(c,0) avec son abscisse. Supposons o > 3 alors a + 3
s’obtient en intersectant le cercle C(«, ) avec I'axe (O,).

On place maintenant /3 sur (O,). On trace la droite (S«) et la droite qui lui est parallele passant

par K, elle coupe (O,) en z. Par le théoréme de Thalés il vient 2 = % =z = %

On construit a partir de ce qui précéde v = % puis % = af.

e On trace comme suggéré le cercle C de diamétre Ja. On sait construire @ — 1, on appelle
T Tintersection de C et du cercle de centre J et de rayon o — 1. Le triangle JTA est ins-
crit dans un demi-cercle donc est rectangle. D’aprés le théoréme de Pythagore on a donc
AT? = JA?2 — JT? = (a+1)? — (a — 1)? = 4a d’on AT = 2v/a que l'on sait déterminer le
milieu. Donc y/« est constructible.

3. a) M construit a partir de O, I, My, ..., M, 1. M; construit a partir de O et I via les 4
opérations élémentaires sur QQ = Kj. Si M5 est construit aussi via la combinaison de ces 4 opé-
rations a partir de O, I et M, ses coordonnées restent dans le corps Ky. Mais si maintenant la
construction de M, fait intervenir une racine y/a ot a # k? est dans K, alors les coordonnées
de Ms sont dans I'extension quadratique Ky[\/a] = K, et ainsi de suite jusqu’a 'obtention du
point M.

o

b) Initialisation : (a,b) € K2, M(a,b) constructible car a et b le sont via Popération 3

Hérédité : (z,,y,) € K,, les points M(z,,y,) sont constructibles par hypothéses.
q
o = 1514 - {1 =3 |
p=0

Comme +/« et les x, sont constructibles, par produits et sommes, les x € K, sont construc-
tibles. Ce qui achéve la récurrence.

4. a) Dans G vu comme F-ev, tout élément s’écrit © = fig1 + - - + f,9,- H comme G — ev :

T = )‘1h1+' . '+)‘7"h7’ = (fl,lgl+' : '+f17ng)h1+(f2,1gl+' . '+f2,ng)h2+' . '+(.fr,1gl+' . '+.fr,ng)hr
Les h;g; forment une base de H vu comme F-ev, qui sont au nombre de rg.

dimp(H) = rq
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b) D’aprés la question précédente, en itérant il vient dimg(K,) = 2™.

¢) Si « est constructible il appartient a un certain K,. Q[a] est le plus petit corps contenant
Q et « donc :

QCc Qo] C K,

Toujours d’aprés a) on a

On a dimg(K,) = 2" et dimg(Q[a]) = d(«, Q) est donc une puissance de 2.

dimg(K,,) = dimgia) (K,) % dimg(Qa])

Pour la racine cubique de 2, son polynome minimal est X3 — 2 qui est de degré 3, donc non
constructible.

5. Si cos (2”) est constructible alors les cos (

n=3:
n=4:
n=>5:
n==0:
n=="7:
n=28:
n=9:
n =10

Les polyndmes réguliers & 7 et 9 cotés ne sont donc pas constructibles.

: oul car cos (

2k

n n

[N

oui car cos %” = —=.
oui car cos E%; =0.

oui car polynéome minimal P, de degré 2.
oui car cos (g) = %

non car polynéme minimal P; de degré 3.
oui car cos (%) = ?

non car polynéme minimal de degré 3.

E) _ cos(%)fl‘

5 2

) aussi par les formules de trigo.



