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Partie I : 
onvexité

1.a On veut montrer que le min est atteint, et F est 
ontinue, 
e qui nous suggère d'utiliser le

théorème de Heine, mais pour l'appliquer on doit au préalable se ramener à un 
ompa
t.

Comme F (u) → +∞ quand ∥u∥ → +∞ il existe α > 0 tel que ∥u∥ > α ⇒ F (u) > F (0). On
va alors 
onsidérer l'ensemble C = {v ∈ Rn, F (v) ⩽ F (0)} qui est un fermé de Rn

(
ar image

ré
iproque par F 
ontinue du fermé ] − ∞, F (0)] de R) et C ⊂ B′(0, α) don
 C est un fermé

borné de Rn
, d'après le théorème de Borel-Lesbegue C est un 
ompa
t de Rn

.

F est 
ontinue don
 d'après le théorème de Heine ∃u ∈ C,F (u) =min
v∈C

F (v).

En�n si v n'appartient pas à C alors F (v) > F (0) ⩾ F (u). Con
lusion : F (u) = min
v∈X

F (v) .

1.b Le minimum n'est en général pas unique, 
onsidérons par exemple la fon
tion F ∶ Rn → R

dé�nie par F (x, y) = (x2 + y2 − 5)2. F est bien 
ontinue, véri�e F (u) → +∞ si ∥u∥ → +∞ et

atteint son min 0 sur le 
er
le d'équation x2 + y2 = 5 dans le plan (Oxy).
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Si F est supposée de plus stri
tement 
onvexe alors le min est unique. En e�et suppo-

sons que le min m soit atteint en 2 points distin
ts u1 ≠ u2, m = F (u1) = F (u2), alors
F (tu1 + (1 − t)u2) < tF (u1) + (1 − t)F (u2) = tm + (1 − t)m = m 
e qui est absurde par dé-

�nition du min.

2.a F di�érentiable sur Rn
, don
 F ((1− t)u+vt) = F (u+ t(v−u)) = F (u)+ t(dF )u(v−u)+o(t)

F ((1 − t)u + vt) − F (u)

t
= (dF )u(v − u) + o(1)

Don
 lim
t→0

F ((1 − t)u + tv) − F (u)

t
= (dF )u(v − u). Par ailleurs F étant 
onvexe on a :

F ((1 − t)u + tv) −F (u) ⩽ (1 − t)F (u) + tF (v) −F (u) = t(F (v) −F (u))

D'où :

F ((1 − t)u + tv) −F (u)

t
⩽ F (v) − F (u)

Puis en passant à la limite quand t→ 0 il vient :

(dF )u(v − u) =< ∇F (v), v − u >⩽ F (v) −F (u)⇔ F (v) ⩾ F (u)+ < ∇F (u), v − u > (1)

2.b Appliquons l'inégalité (1) aux 
ouples (w,u) et (w,v) :

F (u) ⩾ F (w)+ < ∇F (w), u −w >
F (v) ⩾ F (w)+ < ∇F (w), v −w >

Ave
 w = (1 − t)u + tv on a u −w = t(u − v) et v −w = (1 − t)(v − u) don
 on a :

F (u) ⩾ F (w) + t < ∇F (w), u − v >
F (v) ⩾ F (w) − (1 − t) < ∇F (w), u − v >

Multiplions la première inégalité par (1 − t) et la se
onde par t, puis sommons les :

(1 − t)F (u) + tF (v) ⩾ F (w) = F ((1 − t)u + tv)

Ainsi F est 
onvexe.

3. Le sens ⇐ est immédiat, on applique 2.b ave
 l'inégalité stri
te.

Le sens ⇒ est plus déli
at, on ne peut pas appliquer tel quel la même méthode qu'en 2.a 
ar

par passage à la limite dans :

F ((1 − t)u + tv) −F (u)

t
< F (v) − F (u)

l'inégalité deviendrait large. Pour pallier 
e problème on prend t′ ∈]0, t] et on véri�e que :

F ((1 − t′)u + t′v) −F (u)

t′
⩽
F ((1 − t)u + tv) − F (u)

t

En e�et la fon
tion G ∶ x ↦ F ((1 − x)u + xv) est stri
tement 
onvexe de R dans R :

G(tx+(1−t)y) = F ((1−tx−(1−t)y)u+(tx+(1−t)y)v) = F (t[(1−x)u+xv]+(1−t)[(1−y)u+yv])
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Puis par stri
te 
onvexité de F :

G(tx + (1 − t)y) < tF ((1 − x)u + xv) + (1 − t)F ((1 − y)u + yv) = tG(x) + (1 − t)G(y)
Don
 elle véri�e le lemme des 3 
ordes, en parti
ulier :

G(t′) −G(0)
t′ − 0

⩽
G(t) −G(0)

t − 0


e que l'on voulait. Il ne reste plus qu'à faire tendre t′ → 0 ave
 t �xé :

(dF )u(v − u) ⩽ F ((1 − t)u + tv) −F (u)
t

< F (v) − F (u)
4.a La 
ondition ∇F (u) = 0 n'est en général pas su�sante pour que u soit un minimum de F ,

en e�et reprenons notre exemple pré
édent F ∶ (x, y)↦ (x2 + y2 − 5)2 qui est bien 
ontinue, et

véri�e F (u)→ +∞ si ∥u∥→ +∞. Le gradient de F est :

∇F (x, y) = ( 4x3 + 4x2 − 8x

4x2y + 4y3 − 8y
)

Don
 (0,0) est un point 
ritique, mais F (0,0) = 25 tandis que le min de F est 0.

4.b En revan
he si F est de plus supposée 
onvexe alors la 
ondition devient su�sante puisque

d'après (1) :
∀v ∈X,F (v) ⩾ F (u)+ < ∇F (u)´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

, v − u >= F (u)
Ainsi u est un point de minimum de F .
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5.a F est 
onvexe, don
 on applique de nouveau (1) aux 
ouples (u, v) et (v, u) :
F (v) ⩾ F (u)+ < ∇F (u), v − u >
F (u) ⩾ F (v)+ < ∇F (u), u − v >

Puis on somme les deux inégalités et on obtient :

∀u, v ∈ Rn, < ∇F (u) −∇F (v), u − v > ⩾ 0
5.b Soit la fon
tion de R dans R dé�nie par φ(t) = (1 − t)F (u) + tF (v) − F ((1 − t)u + tv).
On note f ∶ R→ Rn

dé�nie par f(t) = (1 − t)u + tv et G = F ○ f de R dans R.

Di�érentions G : (dG)t(h) = (dF )f(t) ○ (df)t(h).
On a dire
tement (df)t(h) = h(v − u) et 
omme G est réelle (dG)t(h) = G′(t)h (de même(dG)t(h) = G′(t)h) d'où : G′(t) = (dF )f(t)(v − u) =< ∇F (f(t)), v − u > et par 
onséquent :

φ′(t) = F (v) −F (u)− < ∇F ((1 − t)u + tv), v − u >
φ est 
ontinue sur [0,1] et φ(0) = φ(1) = 0 don
 d'après le théorème de Rolle :

∃t0 ∈ [0,1], φ′(t0) = 0⇔< ∇F ((1 − t0)u + t0v), v − u >= F (v) −F (u)
Par hypothèse on a ∀u, v ∈ Rn,< ∇F (u)−∇F (v), u− v >⩾ 0, appliqué à (1− t)u+ tv et u on a :

< ∇F ((1− t)+ tv)−∇F (u), (1− t)u+ tv −u >⩾ 0⇔< ∇F ((1− t)u+ tv), v −u >⩾< ∇F (u), v −u >
En pati
ulier pour t = t0 il vient :

F (v) − F (u) ⩾< ∇F (u), v − u >
Ce
i étant valable pour tout (u, v) ∈ Rn

on sait d'après 2.b que F et 
onvexe.

6. On va 
omme en 3. se ramener au 
as réel ave
 G ∶ t↦ F ((1 − t)u + tv) = F (f(t)). Vu 5.b :

G′(t) = (dF )f(t)(v − u) =< ∇F (f(t)), v − u >= n

∑
i=1

∂F

∂xi

(f(t)) × (vi − ui)
Cal
ulons la dérivée se
onde de G, 
omme v − u ne dépend pas de t on a :

G′′(t) = n

∑
i=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∂F

∂xi°
=H

(f(t))
⎞⎟⎟⎟⎟⎠

′

× (vi − ui)

Or 
omme en 5.b : (H(f(t)))′ = (dH)f(t)(v − u) =< ∇H(f(t)), v − u >=< ∇ [ ∂F∂xi

] (f(t)), v − u >
G(t) = n

∑
i=1

< ∇ [∂F
∂xi

] (f(t)), v − u > ×(vi − ui)
D'où :

G′′(t) = n

∑
i=1

( n

∑
j=1

∂2F

∂xj∂xi

(f(t)) × (vj − uj)) × (vi − ui) = n

∑
i=1

(∇2F (f(t))(v − u))
i
× (vi − ui)
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Soit �nalement :

G′′(t) =< ∇2F (f(t))(v − u), v − u >=< ∇2F (u + t(v − u))(v − u), v − u >
⇒ F est 
onvexe, on a alors vu en 3. que Gu,w(t) = F (u + tw) est 
onvexe ∀u,w don
 :

∀u,w,∀t,G′′u,w(t) =< ∇2F (u + tw)w,w >⩾ 0
Don
 si F 
onvexe on a bien ∀u, v ∈ Rn,< ∇2F (u)v, v >⩾ 0.
⇐ Ré
iproquement si ∀u, v ∈ Rn,< ∇2F (u)v, v >⩾ 0 alors :

∀u, v ∈ Rn,G′′u,v(t) ⩾ 0 ∀t
Don
 ∀u, v ∈ Rn Gu,v est 
onvexe, reste à montrer qu'alors F est 
onvexe, en e�et :

F ((1 − t)u + tv) = F (u + t(v − u)) = Gu,w(t) ⩽ (1 − t)Gu,w(0) + tGu,w(1) = (1 − t)F (u) + tF (v)
Si F est C2 on a don
 démontré l'équivalen
e suivante :

F 
onvexe ⇔ ∀u, v ∈ Rn, < ∇2F (u)v, v > ⩾ 0
Partie II : Régularisation quadratique

1. Soit l'appli
ation Fλ ∶ Rn → R dé�nie par Fλ(u) = ∥f − u∥2 + λ∥Au∥2.
F est C2


ar ∥.∥ se présente 
omme une somme de 
arré des 
omposantes (don
 un polyn�me).

Fλ(u+h) =< f−u−h, f−u−h > +λ < Au+Ah,Au+Ah >= Fλ(u)+∥h∥2−2(< f−u,h > +λ < Au,Ah >)+∥Ah∥2
h ↦ Ah est linéaire, don
 
ontinue 
ar Rn

de dimension �nie, don
 il existe k tel que ∥Ah∥ ⩽
k∥h∥, par 
onséquent ∥Ah∥2 est un o(h) (même o(h2)). Et h ↦ 2(λ < Au,Ah > − < f − u,h >)
étant linéaire il s'agit don
 de la di�érentielle de Fλ en u :

(dFλ)u(h) = 2(λ < Au,Ah > − < f − u,h >) = 2(< λA∗Au + u − f,h >)
Il s'en suit que :

∇Fλ(u) = 2(λA∗Au + u − f)
La di�érentielle de Fλ est l'appli
ation dFλ ∶ u↦ (dFλ)u. Di�érentions-là à son tour :

dFλ(u + k) = (dFλ)u+k = (dFλ)u + g(k) où g(k) ∶ h↦ 2 < λA∗Ak + k,h >

g est 
lairement linéaire don
 (d2Fλ)u(k) = g(k) ave
 g(k)(h) = 2 < λA∗Ak + k,h >. Or :
(d2Fλ)u(k)(h) = ∑

1⩽i,j⩽n

∂2Fλ

∂xj∂xi

(u)hikj =< ∇2Fλk,h >

Ce
i étant valable pour tout h on en tire ∀k,∇2Fλ(u)k = 2(λA∗A + In)k et par suite :

∇2Fλ(u) = 2(λA∗A + In)
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2. Cal
ulons la quantité suivante :

< ∇2Fλ(u)v, v >= 2 < (λA∗A + In)v, v >= 2λ < A∗Av, v > +2 < v, v >= 2λ∥Av∥2 + 2∥v∥2 > 0
Ce
i étant valable pour tous u, v ∈ Rn

on en déduit que Fλ est stri
tement 
onvexe.

3. On véri�e que Fλ satisfait les 
onditions de la questions I.1 : elle est 
ontinue puisque C2,
Fλ(u) → +∞ quand ∥u∥ → +∞ et est stri
tement 
onvexe, don
 la sous-question 1.b assure

l'existen
e et l'uni
ité de uλ ∈ Rn
tel que Fλ(uλ) =min

v∈Rn

Fλ(v).
Et d'après I.4.b la 
ondition ∇F (u) = 0 est une CNS de minimalité pour F en u don
 :

Fλ(uλ) = min
v∈Rn

Fλ(v)⇔ ∇F (uλ) = 0⇔ uλ − f + λA
∗Auλ = 0

4.a On a montré que ∀v ∈ Rn,< (λA∗A + In)v, v > > 0 don
 λA∗A + In est symétrique dé�nie

positive, don
 son spe
tre est in
lus dans R+∗ et il s'en suit que λA∗A + In est inversible, on

peut don
 isoler uλ :

uλ = (λA∗A + In)−1f
Par 
ontinuité de l'inverse, en faisant tendre λ→ 0 il vient :

lim
λ→0

uλ = f

4.b Comme Fλ(uλ) est le minimum de F on a en parti
ulier Fλ(uλ) ⩽ Fλ(0) = ∥f∥2 d'où :

0 ⩽ ∥Auλ∥2 = Fλ(uλ) − ∥f − u∥2
λ

⩽
Fλ

λ
⩽
∥f∥2
λ

Par en
adrement il vient en passant à la limite :

lim
λ→+∞

Auλ = 0

5. D'après 3. on a la 
ara
térisation des ui
λ :

u1

λ − f1 + λA
∗Au1

λ = 0
u2

λ − f2 + λA
∗Au2

λ = 0

Par soustra
tion on a :

(In + λA∗A)(u1

λ − u
2

λ) = f1 − f2⇔ u1

λ − u
2

λ = (In + λA∗A)−1(f1 − f2)
Par ailleurs en développant le produit s
alaire :

∥(In + λA∗A)v∥2 = ∥v∥2 + λ2∥A∗Av∥2 + 2∥Av∥2 ⩾ ∥v∥2 ⇒ ∥v∥ ⩽ ∥(In + λA∗A)v∥
Puis en faisant v ← (In + λA∗A)−1v on obtient :

∥(In + λA∗A)−1v∥ ⩽ ∥v∥
D'où la majoration suivante :

∥u1

λ − u
2

λ∥ ⩽ ∥f1 − f2∥
Partie III : Régularisation à 
roissan
e linéaire
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1. Notons H(u) =< e,Aε(u) >.
H(u+h) = n

∑
i=1

(Aε(u+h))i = n

∑
i=1

√
ε2 + ((Au)i + (Ah)i)2 = n

∑
i=1

√
ε2 + (Au)2i + 2(Au)i(Ah)i + (Ah)1i

H(u+h) = n

∑
i=1

√
ε2 + (Au)2i [1 + 2(Au)i(Ah)i + (Ah)2iε2 + (Au)2i ]

1

2

=
n

∑
i=1

√
ε2 + (Au)2i [1 + (Au)i(Ah)iε2 + (Au)2i + o(h

2)]

H(u + h) =H(u) + n

∑
i=1

(Au)i(Ah)i(Aε(u))i + o(h) = H(u)+ < B(u),Ah > +o(h)
Don
 (dH)u(h) =< B(u),Ah >=< A∗B(u), h > qui est bien linéaire. Ainsi :

(dG)u(h) =< u − f +A∗B(u), h >⇒ ∇G(u) = u − f +A∗B(u)
2. En prenant des inégalités stri
tes dans la preuve de I.5.a et I.5.b on a :

G stri
tement 
onvexe ⇔ ∀u ≠ v ∈ Rn,< ∇G(u) −∇G(v), u − v > > 0

< ∇G(u)−∇G(v), u−v >=< u−v+A∗(B(u)−B(v)), u−v >= ∥u−v∥2+ < A∗(B(u)−B(v)), u−v >

α =< B(u) −B(v),Au −Av >=< B(u),Au > + < B(v),Av > − < B(u),Av > − < B(v),Au >

α =
n

∑
i=1

( (Au)2i(Aε(u))i +
(Av)2i(Aε(v))i −

(Au)i(Av)i(Aε(u))i −
(Av)i(Au)i(Aε(v))i )

Posons xi = (Au)i et yi = (Av)i, les termes de la somme sont ainsi :

x2

i√
ε2 + x2

i

+
y2i√
ε2 + y2i

−
xiyi√
ε2 + x2

i

−
xiyi√
ε2 + y2i

= (xi − yi)
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

xi√
ε2 + x2

i

−
yi√

ε2 + y2i

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Comme 
ette expression est symétrique en x, y on peut supposer xi > yi.

La fon
tion fε ∶ x↦
x√

ε2 + x2

a pour dérivée :

f ′ε(x) = ε2(x2 + y2)3/2 > 0
Don
 fε est 
roissante, don


(xi − yi)
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

xi√
ε2 + x2

i

−
yi√

ε2 + y2i

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ⩾ 0
Finalement :

∀u ≠ v ∈ Rn,< ∇G(u) −∇G(v), u − v >= ∥u − v∥2 + < B(u) −B(v),A(u − v) >´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
⩾0

⩾ ∥u − v∥2 > 0

7



Devoir de Mathématiques n°13 Kévin Polisano

Don
 G est stri
tement 
onvexe, est 
ontinue et véri�e bien G(u)→ +∞ quand ∥u∥→ +∞.

D'après I.1 il existe un unique u ∈ Rn
tel que G(u) = min

v∈Rn

G(v).
D'après I.4 u est 
ara
térisé par

∇F (u) = 0⇔ u − f +A∗B(u) = 0
3. Gn(u) = τG(u) + 1

2
∥u − un∥2. Le gradient du deuxième terme est un − u, ainsi :

∇Gn(u) = τ(u − f +A∗B(u)) + un − u

Gn reste stri
tement 
onvexe (
ar on ajoute à τG (τ > 0) une fon
tion stri
tement 
onvexe),

véri�e en
ore Gn(u) → +∞ quand ∥u∥ → +∞ (
ar la fon
tion ajoutée est positive), don
 on

applique de nouveau les résultats du I.1 et I.4 : il existe un unique un+1
tel que Gn(un+1) =

min
v∈Rn

Gn(v) 
ara
térisé par :

∇Gn(un+1) = 0⇔ τ(un+1−f +A∗B(un+1))+un−un+1 = 0⇔
un+1 − un

τ
= −un+1 + f −A∗B(un+1)

4. Montrons que les sommes partielles asso
iées à 
ette série sont majorées :

Gn(un+1) = τG(un+1) + 1

2
∥un+1 − un∥2⇔ ∥un+1 − un∥2 = 2(Gn(un+1) − τG(un+1))

Par dé�nition du minimum on a Gn(un+1) ⩽ Gn(un) = τG(un) d'où :

∥un+1 − un∥2 ⩽ 2τ(G(un) −G(un+1))
On a don
 une somme téles
opique :

N

∑
n=0

∥un+1 − un∥2 ⩽ 2τ(G(u0) −G(uN+1)) ⩽ 2τG(u0)

ompte tenu du fait que G est positive.

On en 
on
lut que la série ∑ ∥un − un+1∥2 est 
onvergente.
5. Vu la 
ara
térisation de un+1

à la question 3. on é
rit :

un+1 = f −A∗B(un+1) − un+1 − un

τ

Par l'inégalité triangulaire on a :

∥un+1∥ ⩽ ∥f∥ + ∥A∗B(un+1)∥ + 1

τ
∥un+1 − un∥

Or il est 
lair que pour tout u ∈ Rn
les 
omposantes de B(u) sont majorées par 1, don
∥B(u)∥ ⩽ N . Et 
omme A∗ est linéaire don
 
ontinue 
ar en dimension �nie, il existe k tel que∥A∗X∥ ⩽ k∥X∥ et en parti
ulier ∥A∗B(un+1)∥ ⩽ k∥B(un+1)∥ ⩽ kN .
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En�n d'après 4. la série ∑ ∥un+1−un∥2 est 
onvergente, don
 né
essairement un+1−un
tend vers

0 quand n→ +∞ don
 est bornée par M > 0. Finalement :

∥un+1∥ ⩽ ∥f∥ + kN + M

τ

Ainsi la suite (un) est bornée.
6. Comme (un) est bornée disons par M ′

, tous ses termes appartiennent à la boule fermée

B = B′(0,M ′). B est fermée bornée de Rn
don
 
ompa
te, ainsi (un) admet au moins une

valeur d'adhéren
e dans B, notons là v, et φ l'extra
tri
e telle que uϕ(n) → v quand n → +∞.

Etant donné la relation de ré
urren
e obtenue en 3. :

uϕ(n)+1 − uϕ(n)

τ
= −uϕ(n)+1 + f −A∗B(uϕ(n)+1)

B n'est pas linéaire mais a le bon goût d'être 
ontinu (
ar A l'est) don
 par passage à la limite

on obtient :

0 = −v + f −A∗B(v)
v véri�e la même relation que u, qui est 
ara
térisé de façon unique don
 v = u. Par 
onséquent(un) ne possède qu'une seule valeur d'adhéren
e u ∈ B don
 
onverge vers 
elle-
i 
ar B est


ompa
te.

7. Pour ε = 0 on a < e,Aε(u) >= ∑N
i=1 ∣(Au)i∣. On imagine bien que 
'est la non dérivabilité de

la valeur absolue en 0 qui va poser problème. Don
 on se ramène au 
as réel en 
onsidérant la

fon
tion δ ∶ t↦< e,A0(tu) >. Par linéarité on a δ ∶ t↦ ∣t∣ < e,A0(u) >.
Si G était di�érentiable alors u ↦< e,A0(u) > le serait (
ar 1

2
∥f − u∥2) et don
 δ le serait, or δ

n'est pas dérivable en 0, 
ontradi
tion. Pour ε = 0, G n'est pas di�érentiable sur Rn
.

Partie IV : Méthode de type quasi-Newton

1. (Av)i = n

∑
j=1

Ai,jvj , (C(u)v)i = n

∑
j=1

Ai,j(Aε(u))ivj =
1

(Aε(u))i
n

∑
j=1

Ai,jvj =
1

(Aε(u))i (Av)i d'où :

< Av,C(u)v >= n

∑
i=1

(Av)i(C(u)v)i = n

∑
i=1

(Av)2i(Aε(u))i ⩾ 0
2. Pour montrer que la relation G(un+1, un) =min

v
G(v, un) dé�nit une suite (un) unique il su�t

de montrer qu'à un
�xé (don
 supposé préalablement 
onstruit), le minimum de la fon
tion

v ↦ G(v, un) est atteint en un unique élément qui sera le terme suivant un+1
. On 
onstruit ainsi

par ré
urren
e la suite (un) à partir d'un u0
donné. Le problème revient don
 à montrer que

la fon
tion v ↦ G(v, un) véri�e les hypothèses du I.1 :

D'après la question pré
édente on a :

1

2
< v − u,A(u)(v − u) >= 1

2
∥v − u∥2 + 1

2
< v − u,A∗C(v − u) >
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

⩾0

⩾
1

2
∥v − u∥2

9



Devoir de Mathématiques n°13 Kévin Polisano

Par Cau
hy-S
hwartz :

∣<v−u,∇G(u)>∣
∥v−u∥2 ⩽ ∥∇G(u)∥∥v−u∥ → 0 quand ∥v∥→ +∞.

Le terme < v − u,∇G(u) > étant négligeable par rapport à 1

2
∥v − u∥2 quand ∥v∥→ +∞ on a :

G(v, u)→ +∞ quand ∥v∥→ +∞
Montrons alors que H ∶ v ↦ G(v, u) est stri
tement 
onvexe, 
al
ulons son gradient en v :

H(v) = G(u)− < u,∇G(u) > +1

2
< u,A(u)(u) >

+ < v,∇G(u) > +1

2
(< v,A(u)v > − < v,A(u)u > −< u,A(u)v >´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=<A(u)∗u,v>

)

O

upons nous du terme < v,A(u)v > :
< v + h,A(u)(v + h) >=< v,A(u)v > + < h,A(u)v +A(u)∗v > + < h,A(u)h >

ave
 par Cau
hy-S
hwartz : < h,A(u)h >⩽ ∥h∥∥A(u)h∥ ⩽ ∣∥A(u)∣∥∥h∥2 = o(h).
En passant au gradient il vient :

∇H(v) = ∇G(u)+ 1
2
(A(u)v +A(u)∗v)− 1

2
A(u)u− 1

2
A(u)∗u = ∇G(u)+ 1

2
(A(u)+A(u)∗)(v −u)

Et A(u) +A(u)∗ = 2In +A∗C(u) + (A∗C(u))∗. Notons (γi,j) = A∗C(u), par produit :
γi,j =

n

∑
k=1

Ak,i

Ak,j(Aε(u))k
On a alors que γi,j = γj,i, don
 A∗C(u) est symétrique :

∇H(v) = ∇G(u) + v − u +A∗C(u)(v − u)
Et on a montré à la question III.1 que ∇G(u) = u − f +A∗B(u) don
 :

∇H(v) = v − f +A∗B(u) −A∗C(u)u +A∗C(u)v
On remarque en�n que A∗B(u) = A∗C(u)u d'où :

∇H(v) = v − f +A∗C(u)v
Comme 
'est une appli
ation linéaire on a de façon immédiate :

∇2H(v) = In +A∗C(u)
Il s'en suit :

∀v ∈ Rn − {0} ,< ∇2H(v)v, v >=< v, v > + < A∗C(u)v, v >= ∥v∥2 + < Av,C(u)v >´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
⩾0

⩾ ∥v∥2 > 0

et H est bien stri
tement 
onvexe.
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Par 
onséquent H ∶ v ↦ G(v, un) atteint son min en un unique élément un+1

ara
térisé par

∇H(un+1) = 0⇔ un+1 − f +A∗C(un)un+1 = 0

3.a On re
onnait une simple identité remarquable :

ai − bi +
1

2

b2i − a
2

i

ai
=

1

2ai
(a2i − 2aibi + b2i ) = (ai − bi)2

2ai
⩾ 0

3.b Montrons que la quantité suivante est positive :

G(v, u) −G(v) = 1

2
∥f − u∥2 +∑n

i=1(Aε(u))i+ < v − u,∇G(u) >
+1

2
∥v − u∥2 + 1

2
< v − u,A∗C(u)(v − u) > −1

2
∥f − v∥2 − n

∑
i=1

(Aε(v))i
Comme l'énon
é suggère d'utiliser la question pré
édente, on va se ramener aux 
omposantes

des ve
teurs. En développant les produits s
alaires on a :

1

2
(∥f − u∥2 + ∥v − u∥2 − ∥f − v∥2) = ∥u∥2+ < f, v > − < v, u > − < f, u >

D'autre part 
omme ∇G(u) = u − f +A∗B(u) on a :

< v − u,∇G(u) >=< v, u > + < u, f > −∥u∥2− < v, f > + < v − u,A∗B(u) >
Don
 la somme de 
es deux termes vaut < v − u,A∗B(u) >= n

∑
i=1

(A(v − u))i(Au)i(Aε(u))i .

En�n d'après la question 1. < v−u,A∗C(u)(v−u) >=< A(v−u),C(u)(v−u) >= n

∑
i=1

(A(v − u))2i(Aε(u))i .

D'où en sommant le tout :

G(v, u) −G(v) = n

∑
i=1

[(Aε(u))i − (Aε(v))i + (A(v − u))i(Au)i(Aε(u))i +
(A(v − u))2i(Aε(u))i ]

=
n

∑
i=1

[(Aε(u))i − (Aε(v))i + 1
2

(Av)2i − (Au)2i(Aε(u))i ]

=
n

∑
i=1

[(Aε(u))i − (Aε(v))i + 1
2

(Aεv)2i − (Aεu)2i(Aε(u))i ]
On 
on
lut d'après 3.a que les termes de la somme sont tous positifs et don
 :

G(v) ⩽ G(v, u)
Partie V : Régularisation non différentiable

1.a Pour v ∈ Rn
tel que ∥v∥∞ ⩽ 1 on a :

< v,Au >=
n

∑
i=1

vi(Au)i ⩽ ∥v∥∞ n

∑
i=1

∣(Au)i∣ ⩽ ∥Au∥1
11
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l'égalité ayant lieu pour des vi = sgn((Au)i).1, d'où :

sup
∥v∥∞⩽1

L(u, v) =H(u)
1.b Partons de l'expression donnée :

1

2
(∥f − u −Av∥2 − ∥f −Av∥2 + ∥f∥2) = 1

2
(∥f −Av∥2 − 2 < f, u > +2 < Av,u > +∥u∥2 − ∥f −Av∥2 + ∥f∥2)

= 1

2
(∥f∥2 − 2 < f, u > +∥u∥2 + 2 < v,Au >)

= 1

2
(∥f − u∥2 + 2 < v,Au >)

= L(u, v)
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