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Partie I

A.1) Si N∞(A) = 0 alors toutes les sommes (positives) sont nulles et les 
oe�
ients également

d'où A = 0. L'homogénéité est dire
te, et la sous-additivité résulte de l'inégalité triangulaire∣aij + bij ∣ ⩽ ∣aij ∣ + ∣bij ∣. Ce qui prouve que N∞ est une norme surMn(C).
A.2)a) La i-ème 
omposante du ve
teur A(z) est n∑

j=1

aijzj et on a :

∣ n∑
j=1

aijzj∣ ⩽ n∑
j=1

∣aij ∣∣zj ∣ ⩽ ∥z∥∞ n∑
j=1

∣aij ∣ ⩽ ∥z∥∞N∞(A)
On en déduit ∥A(z)∥∞ ⩽ N∞(A)∥z∥∞.
b) On a la majoration

∥A(z)∥∞
∥z∥∞

⩽ N∞(A). Reste à montrer que la borne N∞(A) est atteinte

pour un 
ertain z ∈ C donné. Notons i0 la ligne de A telle que N∞(A) = n∑
j=1

∣ai0j ∣. Comme

(A(z))i = n∑
j=1

aijzj on remarque qu'il su�t de poser zj = ∣ai0j ∣ai0j
(et zj = 1 si ai0j est nul) pour

avoir l'égalité ∥A(z)∥∞ = N∞(A) (on a ∥z∥∞ = 1).

) Immédiat d'après a) : ∥A(z)∥∞ = ∥λz∥∞ = ∣λ∣∥z∥∞ ⩽ N∞(A)∥z∥∞ ⇒ ρ(A) ⩽ N∞(A).
A.3) Le 
oe�
ient (AB)ij est n∑

k=1

aikbkj . On a alors :

∣ n∑
j=1

( n∑
k=1

aikbkj)∣ ⩽ ∑
j

∑
k

∣aik∣∣bkj ∣ = ∑
k

(∣aik∣∑
j

∣bkj ∣) ⩽ N∞(B)∑
k

∣aik∣ ⩽ N∞(B)N∞(A)
D'où en passant au max N∞(AB) ⩽ N∞(A)N∞(B).
remarque : on pouvait aussi dire que N∞ est subordonnée à ∥.∥∞ don
 sous-multipli
ative.

A.4)a) NQ(A) = 0⇒ N∞(Q−1AQ) = 0⇒ Q−1AQ = 0⇒ A = 0 
ar Q inversible.

NQ(A+B) = N∞(Q−1(A+B)Q) = N∞(Q−1AQ+Q−1BQ) ⩽ N∞(Q−1AQ)+N(Q−1BQ) = NQ(A)+NQ(B)
et NQ(λA) = N∞(Q−1λAQ) = ∣λ∣N∞(Q−1AQ) = ∣λ∣NQ(A). Don
 NQ est une norme.
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NQ(AB) = N∞(Q−1ABQ) = N∞((Q−1AQ)(Q−1BQ)) ⩽ N∞(Q−1AQ)N∞(Q−1BQ) = NQ(A)NQ(B).
b) NQ(A) = N∞(Q−1AQ) ⩽ N∞(Q−1)N∞(Q)N∞(A). Et par ailleurs

N∞(A) = N∞(Q(Q−1AQ)Q−1) ⩽ N∞(Q)N∞(Q−1)N∞(Q−1AQ) = N∞(Q)N∞(Q−1)NQ(A)
D'où l'inégalité en prenant CQ = N∞(Q)N∞(Q−1).
B. Soit tij les 
oe�
ients de la matri
e triangulaire supérieure T . En e�e
tuant le produit

D−1S TDS on obtient une matri
e triangulaire supérieure de 
oe�
ients tijsi+j−2 (ave
 j > i don

i + j − 2 > 0). Ainsi NDS

(T ) est le max des quantités ∣tii∣ + Pi(s) ave
 Pi un polyn�me en s de

degré ⩽ n − 1 qui s'annule en 0.

Soit i0 l'indi
e pour lequel le max est atteint, en 
hoisissant s su�samment petit on peut don


é
rire NDS
(t) = ∣ti0i0 ∣ + Pi0(s) < ∣ti0i0 ∣ + ε. Et 
omme ∣ti0i0 ∣ ⩽ ρ(T ) on obtient l'inégalité voulue.

Pour A ∈ Mn(C), A est s
indée 
ar C est algébriquement 
los, don
 il existe T une matri
e

triangulaire supérieure et P ∈ GLn(C) telles que A = PTP −1⇔ T = P −1AP . D'où :

NDS
(T ) = N∞(D−1S TDS) = N∞((PDS)−1A(PDS) = NPDS

(A)
On se ramène ainsi à la question pré
édente puisque NDS

(T ) = NPDS
(A) et ρ(T ) = ρ(A).

C. Sens fa
ile (⇒) : soit ∣λ∣ = ρ(A) et z un ve
teur propre asso
ié, on a :

∥Ak(z)∥∞ = ∣λ∣k∥z∥∞ ⩽ N∞(Ak)∥z∥∞ ⇒ 0 ⩽ ∣λ∣k ⩽ N∞(Ak)
En passant à la limite lim

k→+∞
∣λ∣k = 0 don
 ∣λ∣ = ρ(A)<1.

⇐ On 
hoisit ε tel que ρ(A) + ε < 1. Vu B. on a :

0 ⩽ Nε(Ak) ⩽ Nε(A)k < (ρ(A) + ε)k
En passant à la limite on en déduit N(Ak)Ð→ 0 et par séparation lim

k→+∞
Ak = 0.

Partie II

A.1)On note A1,A2,A3,A4 les points d'a�xes respe
tives 4+3i,−1+i,5+6i,−5−5i, et C(Ai,Ri)
le disque de 
entre Ai et de rayon Ri. On a alors :

GL(A) = C(A1,4) ∪C(A2,1) ∪C(A3,3 +√2) ∪C(A4,5)
GC(A) = C(A1,2 +√2) ∪C(A2,4) ∪C(A3,4) ∪C(A4,3)
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Un dessin valant mieux qu'un long dis
ours :

A1

A2

A3

A4

A.2.a) Soit Z = (z1, ..., zn) tel que MZ = 0 
'est-à-dire :

∀i ∈ ⟦1, n⟧, n∑
j=1

mijzj = 0⇔ ∀i ∈ ⟦1, n⟧,miizi +∑
j≠i

mijzj = 0
Choisissons i0 tel que ∀j ∈ ⟦1, n⟧, ∣zi0 ∣ ⩾ ∣zj ∣. Ainsi :

∣mi0i0zi0 ∣ = ∣∑
j≠i0

mijzj∣ ⩽ ∣zi0 ∣ ∑
j≠i0

∣mij ∣⇒ ∣mi0i0 ∣ ⩽ ∑
j≠i0

∣mi0j ∣ = Li0

b) Soit λ ∈ σA et Z un ve
teur propre asso
ié, AZ = λZ⇔ (A − λI)Z = 0.
M = A − λI. D'après a) ∃p ∈ ⟦1, n⟧ tel ∣mpp∣ ⩽ Lp(M) et 
omme Lp(M) = Lp(A) :

∣λ − app∣ ⩽ Lp(A)⇒ λ ∈ GL(A)

)

tA et A ont le même spe
tre (χtA = χA) et 
omme les 
olonnes de A sont les lignes de

tA :

σA = σtA ⊂ GL(tA) = GC(A)
A.3.a) Vu la démonstration de 2.a) ave
 zi0 ← ∣xk∣ = ∥x∥∞ on a montré que ∣akk − λ∣ ⩽ Lk et


omme λ est sur le bord de GL(A) par dé�nition ∣akk − λ∣ ⩾ Lk d'où l'égalité, λ ∈ Ck(A).
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b) On é
rit la k-ième ligne de Ax = µx :

n∑
j=1

akjxj = µxk que l'on réé
rit :

(µ − akk)xk = ∑
j≠k

akjxj ⇒ Lk ⩽ ∑
j≠k

∣akj ∣ ∣xj ∣∣xk∣

ar ∣µ − akk∣ = Lk. Or on a aussi Lk = ∑j≠k ∣akj ∣ d'où ∀j, ∣xj ∣ = ∣xk∣.
Par 
onséquent d'après a)

λ ∈ n⋂
j=1

Cj

A.4.a) Notons P = D−1AD, en e�e
tuant le produit on trouve pij = aij pjpi d'où :

Li(P ) = 1

pi
∑
j≠i

pj ∣aij ∣
Soit λ ∈ σA tel que ∣λ∣ = ρ(A), 
omme A et P sont semblables λ ∈ σP .

On applique la question 2) à P :

∃i, ∣λ − aii∣ ⩽ Li(P ) = 1

pi
∑
j≠i

pj ∣aij ∣

D'où ∀p > 0, ∣λ∣ ⩽ ∣aii∣ +Li(P ) = 1

pi

n∑
j=1

pj ∣aij ∣ ⩽ max
i

1

pi

n∑
j=1

pj ∣aij ∣.

ρ(A) ⩽ inf
p>0
(max

i

1

pi

n∑
j=1

pj ∣aij ∣)
b) Je ne 
omprends pas bien l'intérêt de la question 
ar en 
al
ulant le polyn�me 
ara
téris-

tique je trouve χA(X) = (X + 9)2(27 −X) don
 selon moi on a dire
tement ρ(A) = 27...
B.1.a) C'est la 
ontraposée de A.2.a) (ou en
ore le théorème d'Hadamard vu en TD l'an passé).

b) aii < 0 réel don
 se situe sur ] −∞,0[ dans le plan 
omplexe. Par ailleurs :

∣λ − aii∣ ⩽ Li < ∣aii∣
Don
 λ appartient au disque 
entré en aii de rayon stri
tement inférieur à ∣aii∣ don
 appartient
stri
tement au demi-plan d'abs
isses négatives, d'où R(λ) < 0.

) On sait que A symétrique réelle dé�nie positive⇔ σA ⊂ R+∗.
Si A sym. réelle SDD et ∀i, aii > 0, en appliquant b) à −A on a λ > 0 don
 A de�nie positive.

Ré
iproquement si A symétrique réelle SDD dé�nie positive, λ ∈ R+∗, si aii était négatif, λ
serait extérieur au disque de 
entre aii et de rayon ∣aii∣ don
 ∀i, aii > 0.
CNS pour qu'une matri
e réelle symétrique SDD soit dé�nie positive : ∀i, aii > 0.
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B.2) Comme B est donnée diagonalisable, il est naturel de se pla
er dans une base où 
elle-
i

est diagonale, don
 ∃P ∈ GLn(C) tel que B = PDP −1 ave
 D diagonale. On exprime E dans


ette nouvelle base E = PE′P −1. Ainsi B +E = P (D +E′)P −1 don
 B +E et D +E′ ont même

spe
tre. Pour une valeur propre λ̂ de 
e spe
tre, d'après A.2 il existe i tel que

∣λ̂ − (e′ii + λi)∣ ⩽ Li(D +E′)
Or 
omme D diagonale Li(D +E′) = Li(E′), on a don
 :

∣λ̂ − λi∣ ⩽ ∣e′ii∣ +Li(E′) = n∑
j=1

∣e′ij ∣ ⩽ N∞(E′)
En�n N∞(E′) = N∞(P −1EP ) = NP (E) ⩽ CPN∞(E) d'où l'inégalité ave
 k∞(B) = CP .

Partie III

A.1) Soit λt ∈ Zt, on a Pt(λt) = 0⇔ λn
t = −

n∑
j=1

cj(t)λn−j
t .

Supposons ∣λt∣ > 1 alors en divisant par λn−1
t et en passant au module il vient :

∣λt∣ ⩽ n∑
j=1

∣cj(t)∣ ⩽M

ar les cj sont 
ontinues sur le segment [0,1] don
 bornées.
Il su�t alors de prendre pour R le max de 1 (pour ∣λt∣ ⩽ 1) et M (pour ∣λt∣ > 1).
B.1) Prenons pour la première ligne (0,1) et notons (α,β) la se
onde, 
her
hons α et β de

sorte que les valeurs propres A soient à l'extérieur du disque D1(A) = D(O,1). Le polyn�me


ara
téristique est χA(X) =X2 − βX − α dont les ra
ines sont :

1

2
(β2 +√β2 + 4α) et

1

2
(β2 −√β2 + 4α)

Prenons par exemple β = 6 et α = −8 on a don
 
omme valeurs propres

9

2
et 3 de module

stri
tement plus grand que 1. La matri
e suivante 
onvient don
 :

A = ( 0 1−8 6
)

B.2.a) Le rayon des disques Di(A(t)) : Li(A(t)) = tLi(A) ⩽ Li(A) 
ar t ∈ [0,1]. Les éléments

diagonaux (
'est-à-dire les 
entres des disques) étant les mêmes, on a 
lairement Di(A(t)) ⊂
Di(A) et par suite GL(A(t)) ⊂ GL(A).
b) i) On a 0 ∈ E 
ar A(0) =D diagonale don
 a11 est une valeur propre de A(0) et est le 
entre
du disque D1(A) don
 a11 appartient à l'interse
tion αA(0) ∩D1(A).
ii) Soit t0 ∈ E, alors il existe λt0 ∈ σA(t0) ∩D1(A). Prenons pour Pt le polyn�me 
ara
téristique

de A(t) qui est de la forme 
omme en III.A. On a ainsi ave
 les mêmes notations Zt = σA(t). On

applique alors A.2 ave
 X0 = λt0 ∈ Zt0 : soit ε > 0,∃η > 0,∀t, ∣t − t0∣ < η,∃Xt ∈ Zt, ∣Xt −X0∣ < ε,
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autrement dit ∀t ∈]t0 − η, t0 + η[,∃Xt ∈ D(X0, ε). On a déjà Xt ∈ GL(A) (vu B.2.a) et on veut

que Xt appartienne à D1(A) don
 il su�t de 
hoisir ε tel que D(X0, ε)∩Dj(A) = ∅ pour tout

j ∈ ⟦2, n⟧ (
ar par hypothèse on a D1(A) ∩Dj(A) = ∅ pour tout j). Ainsi Xt ∈ σA(t) ∩D1(A)
don
 t ∈ E. Ce
i étant valable pour tout t0 ∈ E on a bien ∀t ∈ E,∃η > 0, ]t − η, t + η[∩[0,1] ⊂ E,

Ce qui signi�e que E est un ouvert de [0,1].
iii) Soit (tk) ∈ EN

qui 
onverge vers a ∈ [0,1]. ∀k, tk ∈ E don
 ∃λk ∈ D1(A). Comme D1(A)
est 
ompa
t (fermé borné), il existe une extra
tri
e ϕ telle que λϕ(k) → b ∈ D1(A). Et 
omme

Ptϕ(k)(λϕ(k)) = 0 en passant à la limite on a don
 Pa(b) = 0 d'où b ∈ σA(a) ∩D1(A)⇒ a ∈ E.

On en déduit que E est un fermé de [0,1].
iv) Vu ii) et iii), E est ouvert et fermé de [0,1] don
 E = [0,1]. En parti
ulier 1 ∈ E don


puisque A(1) = A, ∃λ ∈ σA ∩D1(A) 
e qui prouve que D1(A) 
ontient une valeur propre de A.

B.3) D'après II.A.1 on voit sur le dessin que D2 et D4 ont une interse
tion vide ave
 les autres

disques, don
 d'après 
e qui a été vu ils 
ontiennent 
ha
un une valeur propre de A.

Partie IV

A.1) N2 est la norme dérivée du produit s
alaire < . >. Montrons qu'elle est matri
ielle :

N2(AB)2 = ∑
i,j

∣ n∑
k=1

aikbkj∣
2

!⩽∑
i,j

( n∑
k=1

∣aik∣2)( n∑
k=1

∣bkj ∣2) =∑
i,k

∣aik∣2∑
j,k

∣bkj ∣2 = N2(A)2N2(B)2
! : d'après l'inégalité de Cau
hy-S
hwartz.

A.2.a) Véri�
ations immédiates.

b) Tout aussi immédiat : (ADx)ij = xjaij don
 (ADt
xB)ij = ∑n

k=1 xkaikbjk,

et (ADt
xB)ii = ∑n

k=1 xkaikbik. Par ailleurs ((A ×H B)x)i = ∑n
j=1 aijbijxj d'où l'égalité.


) On é
rit y = Dye ainsi d'après a) il vient :

y∗(A ×H B)x =t eD∗yA ×H Bx =t e ((D∗yA) ×H (B))x
vu que e =t (1, ...,1) on a en utilisant b) :

y∗(A ×H B)x = n∑
i=1

[(D∗A) ×H B)x]i = n∑
i=1

(D∗yADt
xB)i,i = Tr((D∗yADt

xB)
d) En prenant y = x on a dire
tement x∗(A ×H B)x =<D∗xADx,B >.
B.1) S symétrique réelle don
 d'après le théorème spe
tral il existe B une BON telle que

S =tPDλP . Et 
omme les λi ⩾ 0 (S positive) on peut poser µi = √λi et é
rire S =tPD2
µP soit

en posant T =tP on a bien S =t TT . Si de plus S est dé�nie alors T est inversible puisque

0 < det(S) = det(T )2
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remarque : on aurait pu dans 
e 
as prendre T triangulaire (dé
omposition de Choleski).

B.2) A ×H B est 
lairement symétrique puisque A et B le sont. Montrons la positivité :

x∗(A ×H B)x = Tr(DxADxB) = Tr(Dt
xTTD

t
xV V ) = Tr((V Dt

xT )t(V Dt
xT )) = N2(V Dt

xT )2 ⩾ 0
A,B ∈ S++n , x∗(A ×H B)x = N2(V Dt

xT )2 = 0⇒ V Dt
xT = 0⇒Dx = 0⇒ x = 0 
ar V,T ∈ GLn(R).

B.3.a) B−λmin(B)In reste symétrique, et positive puisque ses valeurs propres sont λi−λmin ⩾ 0
et d'après 2) on a alors

A ×H (B − λmin(B)In) ∈ S+n(R)
b) On a 
lairement

tx(A ×H B − λ(A ×H B)In)x = 0. Et d'après a) :
tx(A ×H (B − λmin(B)In))x ≥ 0⇒t x(A ×H B)x ≥ λmin(B)

tx(A ×H In)x
tx(A ×H B)x = λ(A ×H B) ⩾ λmin(B)

tx(A ×H In)x = λmin(B)∑n
i=1 ai,ix

2

i ≥ λmin(B)(mini ai,i).

) A − λmin(A)In symétrique positive d'après a) don
 d'après 1) ∃T,A − λmin(A)In =tTT .
aii − λmin est don
 une somme de 
arrés don
 est positif : aii ⩾ λmin(A).
D'après b) on obtient tout de suite λ(A ×H B) ⩾ λmin(B)(mini ai,i) ⩾ λmin(B)λmin(A).
d) Idem en 
onsidérant λmaxIn −B on obtient λ(A ×H B) ⩽ λmax(A)λmax(B).
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