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Partie I - Cas d'un hyperplan de L(E)
I.A.1) Soit B = (e1, ..., en) une base orthonormée de E. MB(a) = (ai,j).

a(ei) = n∑
k=1

ak,iek ⇒ (ei∣a(ei)) = n∑
k=1

ak,i(ei∣ek) = ai,i

Don


n∑
i=1
(ei∣a(ei)) = n∑

i=1
ai,i = Tr(a).

I.A.2) (a, b) ↦< a, b >= Tr(a∗b) est bilinéaire (par linéarité de la tra
e), symétrique :

< b, a >= Tr(b∗a) = Tr((a∗b)∗) = Tr(a∗b)

ar dans une BON B : MB(a∗) =t MB(a), positif 
ar d'après 1.

< a, a >= Tr(a∗a) = n∑
i=1
(ei∣a∗a(ei)) = n∑

i=1
(a(ei)∣a(ei)) = n∑

i=1
∥ai∥2

I.A.3) On dé
ompose a de la façon suivante : a = 1

2
(a + a∗) + 1

2
(a − a∗) d'où :

L(E) = S(E) +A(E)
Soit s ∈ S(E) et a ∈ A(E) on a < s, a >= Tr(s∗a) = Tr(sa) et < a, s >= Tr(a∗s) = −Tr(as) :

2 < s, a >=< s, a > + < a, s >= Tr(sa) −Tr(as) = 0⇒ S(E) = A(E)⊥
I.B.1) a) Si x ∈ Ker(a), a(x) = 0⇒ a∗a(x) = 0 don
 x ∈ Ker(a∗a).
Si x ∈ Ker(a∗a), 0 = (a∗a(x)∣x) = (a(x)∣a(x)) = ∥a(x)∥2 d'où a(x) = 0 soit x ∈ Ker(a).
Ainsi Ker(a∗a) = Ker(a) et par le théorème du rang rg(a∗a) = rg(a).
b) a∗a est symétrique don
 il existe une base B orthonormée telle que MB(a∗a) soit diago-
nale (les 
oe�
ients étant les valeurs propres). Si toutes les valeurs propres étaient nulles a∗a
serait l'endomorphisme nul, 
e qui est 
ontradi
toire ave
 l'hypothèse du rang r ⩾ 1. Don
 a∗a
possède au moins une valeur propre non nulle.


) On a 
lairement Im(a∗a) ⊂ Im(a∗) et 
es espa
es ont même dimension vu a) don
 sont égaux.
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a∗a étant diagonalisable on a :

E =⊕E(λi) = s⊕
i=1

E(λi)⊕Ker(a∗a)

Don
 d'après le théorème du rang dim(Im(a∗a)) = dim( s⊕
i=1

E(λi)).
Soit en�n x ∈ E(λi), a∗a(x) = λix⇔ x = a∗a( 1

λi

x) d'où x ∈ Im(a∗a).
On en déduit que :

Im(a∗) = Im(a∗a) = s⊕
i=1

E(λi)
d) On 
hoisit B BON telle que MB(a∗a) = diag(λ1, ..., λs,0, ...,0) (théorème spe
tral).

Comme (a∗a(x)∣x) = ∥a(x)∥2 ⩾ 0, a∗a ∈ S+(E) don
 Sp(a∗a) ⊂ R+.
Puisque les λi ⩾ 0 on pose µi = √λi et ils 
onviennent 
ar a∗a(ei) = λiei = µ2

i ei.

En�n les 
olonnes étant linéairement indépendantes, pour i > r les µi sont nuls.

e) Posons ∀i ∈ ⟦1, r⟧, fi = 1

µi

a(ei) et montrons que la famille (fi) est ON :

(fi∣fj) = 1

µiµj

(a(ei)∣a(ej)) = 1

µiµj

(ei∣a∗a(ej)) = 1

µiµj

(ei∣µ2

i ej) = µi

µj

δi,j

Par ailleurs 
omme (fi) est ON, elle est libre don
 on la 
omplète en une base de E.

I.B.2) Soit l'automorphisme orthogonal u qui envoie (f) sur (e).
Ainsi ua(ei) = u(µifi) = µiu(fi) = µiei don
 M(e)(u) = diag(µ1, ..., µr,0, ...,0).
Par 
onséquent ua ∈ S(E) et 
omme ses valeurs propres µi = √λi ⩾ 0 alors ua ∈ S+(E).
Et on a vu en b) qu'au moins une valeur propre est stri
tement positive don
 Tr(ua) > 0.
I.C.1) On a ha(ei) = h(µifi) = µih(fi), 
omme les ei sont orthogonaux entre eux il su�t de

prendre h(fi) = ei+1 (et h(fn) = e1) ou plus généralement n'importe quel dérangement de la

base (e) 
onvient.
I.C.2) Montrons que l'adjoint h∗ de h est orthogonal à a. En e�et d'après 
e qui pré
ède :

< h∗, a >= Tr(ha) = n∑
i=1
(ei∣ha(ei)) = 0

Comme a ∈ H⊥ et h∗ ∈ Ve
t(a)⊥ il vient h∗ ∈H .

Or h∗ = h−1 est un automorphisme orthogonal, qed.
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Partie II - Cas où dim(E) = 3
II.A.1) Complétons le ve
teur k en une base orthonormée B = (e1, e2, k = e3).

< a, pk >= Tr(a∗pk) = 3∑
i=1
(ei∣a∗pk(ei)) = 3∑

i=1
(a(ei)∣pk(ei)) = (a(k)∣k)


ar pk projette orthogonalement sur Ve
t(k).
II.A.2) Donnons dans la base B l'expression matri
ielle de 
es endomorphismes :

MB(pk) = ⎛⎜⎝
0 0 0

0 0 0

0 0 1

⎞⎟⎠ ; MB(wk) = ⎛⎜⎝
0 −1 0

1 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠ ; MB(rθ,k) = ⎛⎜⎝
cos(θ) − sin(θ) 0

sin(θ) cos(θ) 0

0 0 1

⎞⎟⎠
On remarque alors que :

MB(rθ,k) = cos(θ)I+(1−cos(θ))MB(pk)+sin(θ)MB(wk)⇔ rθ,k = cos(θ)Id+(1−cos(θ))pk+sin(θ)wk

D'où : < a, rθ,k > = cos(θ) < a, I > +(1 − cos(θ)) < a, pk > + sin(θ) < a,wk >
= cos(θ)Tr(a) + (1 − cos(θ))(k∣ak) + sin(θ) < a,wk >

II.A.3) Si a ∈ S(E) son adjoint a∗ ∈ S(E) s'exprime dans la base B par une matri
e :

MB(a∗) = ⎛⎜⎝
a′ b c

b d e

c e f

⎞⎟⎠

Ainsi MB(a∗)MB(wk) = ⎛⎜⎝
b −a′ 0

d −b 0

e −f 0

⎞⎟⎠ d'où :

< a,wk >= Tr(a∗wk) = 0⇒< a, rθ,k >= cos(θ)Tr(a) + (1 − cos(θ))(k∣a(k))
Si a ∈ A(E) on a dire
tement Tr(a) = 0 et (k∣a(k)) = 0 d'où :

< a, rθ,k >= sin(θ) < a,wk >
II.B.1) Les endomorphismes s et v sont linéairements indépendants, en e�et soit :

λs + µv = 0⇒ λTr(s) + µTr(v) = 0⇒ λ = 0⇒ µv = 0⇒ µ = 0

ar v est non nul. Don
 Ve
t(s, v) est de dimension 2, et puisque L(E) = Ve
t(s, v) ⊥⊕V :

dim(V ) = dim(L(E)) − dim(Ve
t(s, v)) = 9 − 2 = 7
II.B.2) Je ne rédige pas tout 
'est assez 
al
ulatoire, on somme ∑i,j εiεj(ei∣s(ej)) sur tous les
ε ∈ {−1,1}3 possibles, pour i = j on obtient

1

3
∑ε∈{−1,1}3 Tr(s) = 8

3
, quant au reste les termes se


ompensent 
ar parmi les 23 triplets (ε1, ε2, ε3), 4 produits εiεj valent 1 et les 4 autres −1.
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II.B.3)a) Soit v symétrique, il est don
 diagonalisable dans une base de ve
teurs propres d'où :

(xε∣s(xε)) =∑
i,j

εiεj(ei∣s(ej)) =∑
i,j

εiεjλj(ei∣ej) =∑
i

λi = Tr(v) = 0
b) Dans l'identité de B.2, si tous les produits s
alaires (xε∣s(xε)) étaient stri
tement supé-

rieurs à

1

3
alors la somme serait stri
tement supérieure à 8 × 1

3
= 8

3
, absurde, don
 l'un des(xε0 ∣s(xε0)) ⩽ 1

3
. On prend alors k = xε0 et vu a) on a aussi (k∣v(k)) = 0.


) On veut alors prouver qu'il existe θ ∈ [π
2
, π[ tel que rθ,k ∈ V don
 qu'il soit orthogonal à

la fois à s et v. Pour v 
'est dire
t étant donné que Tr(v) = 0 et (k∣v(k)) = 0 : < v, rθ,k >=
cos(θ)Tr(v) + (1 − cos(θ))(k∣v(k)) = 0. Quant à s, é
rivons de même :

< s, rθ,k >= cos(θ) + (1 − cos(θ))(k∣s(k))
A�n que 
ette quantité soit nulle on prend don
 cos(θ) = (k∣s(k))

(k∣s(k))−1 (le dénominateur est non

nul 
ar 0 ⩽ (k∣s(k)) ⩽ 1

3
), et une petite étude de fon
tion (x↦ x

x−1) montre que θ ∈ [π
2
, π[.

II.B.4)a) On veut se pla
er dans une base orthonormée de ve
teurs propres, don
 on aura

besoin des valeurs propres lors du produit s
alaire < . >. Comme s est supposé de rang ⩽ 2,
il n'est pas inversible, don
 det(s) = ∏λi = 0 et une des valeurs propres est nulle. Et sa tra
e

égale 1 don
 les valeurs propres sont : λ, 1−λ et 0. E�e
tuons maintenant le produit s
alaire :

< s, rπ,k2 >= −1+2(k2∣s(k2)) = −1+2(a2e1+b2e2+c2e3∣λa2e1+(1−λ)b2e2) = −1+2(λa22+(1−λ)b22)
Puisque l'on veut l'orthogonalité il faut que la quantité entre parenthèse soit égale à

1

2
, don


prenons ∣a2∣ = ∣b2∣ = 1√
2
, et 
omme on veut k2 unitaire on pose c2 = 0. Puis on a�e
te à a2 et b2

le signe de a1 et b1.

b) On véri�e rapidement que les radi
andes sont bien positifs sur les 2 intervalles 
onsidérés,


e qui su�t pour prouver l'existen
e de t ↦ k(t). Quant à t ↦ θ(t) il faut étudier l'argument

de l'ar

os, pour 
ela formons le produit s
alaire, et après développement on obtient

(k(t)∣s(k(t)) = (1 − 2t)(k1∣s(k1)) + 2t(k2∣s(k2))
qui est don
 
ompris entre (k1∣s(k1)) ⩾ 0 et (k2∣s(k2)) = 1

2
, et l'étude de fon
tion pré
édente

montre que l'image est in
luse dans [−1,0] et l'ar

osinus est bien dé�nie sur 
et intervalle, 
e

qui assure l'existen
e de t↦ θ(t).


) On 
al
ule dire
tement a(t)2+b(t)2+c(t)2 = 2t(a2
2
+b+

2
c2
2
)+(1−2t)(a2

1
+b2

1
+c2

1
) = 2t−(1−2t) = 1

et < s, ρ(t) >= cos(θ(t)) + (1 − cos(θ(t)))(k(t)∣s(k(t))) = 0 vu la dé�nition de cos(θ(t)).

d) Tout d'abord on remarque que k et θ sont 
ontinues (et petit 
al
ul de limite montre la


ontinuité en t = 1

2
).

< ρ(t), v >= (1 − cos(θ(t)))(k(t)∣s(k(t))) + sin(θ(t)) < a,wk(t) >
En outre les produits s
alaire et ve
toriel sont 
ontinus, don
 t ↦< ρ(t), v > est 
ontinue.
On remarque k(0) = k(1) = k1 et < ρ(0), v >= sin(θ(0)) < a,wk1 >, < ρ(1), v >= sin(θ(1)) <
a,wk1 >, et sa
hant que 0 ⩽ (k1∣s(k1)) ⩽ 1

3
on en déduit un en
adrement de θ(0) et θ(1) et on

s'aperçoit que sin(θ(0)) et sin(θ(1)) sont de signe 
ontraire.

En�n par 
ontinuité de t↦< ρ(t), v > il existe t0 tel que < ρ(t0), v >= 0 soit ρ(t0) ∈ V .
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