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PARTIE I - GENERALITE ALGEBRIQUES

A. On calcule les premiers AF(P) :
A*(P)=(P(X+2)—P(X+1)—(P(X+1)-P(X))=P(X +2) - 2P(X +1) + P(X)

A3(P)=P(X +3)—3P(X +2)+3P(X +1) - P(X)
AYP)=P(X +4) —4P(X +5) + 6P(X +2) —4P(X + 1) + P(X)

On remarque que les coefficients des P(X + k) sont ceux du triangle de Pascal.

On conjecture alors la formule suivante :

On la démontre par récurrence, initialisation :
1
(—1)° <O)P(X +0) + (=1)'* (1) P(X+1)=P(X +1)— P(X) = A(P)

Hérédité :
A™H(P) =) (—1)Fn (Z) P(X +k+1)— A"(P)

Changement de variable k < k+ 1 :

A™L(P) = :z:(—1)n+k—1 (k " 1) P(X + k) —

AN P) = P(X +n+1)+ (=1)"'P(X +Z "+k+lPX+k)Kkﬁl)+(Z)}

On applique la formule de Pascal et on récupére les indices k = 0 et £k = n+ 1 dans la somme :

A" (P) = :é(—nm”k (" Z 1) P(X + k)

B. P € KerA = P(X + 1) = P(X) = P(0) = P(1) = P(2) = - - .
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Par suite P(X) — P(0) a une infinité de 0 (N), donc est le polynéome nul P(X) = P(0).
Ainsi P € Ry[X]. Réciproquement si P € Ry[X] alors A(P) = 0. Donc KerA = Ry[X].

C. P(X)= Z arX". Le terme dominant se situe dans la différence a,((X +1)" — X™).
k=0

, " /n — (n
Par le binome de Newton (X +1)" — X" = ; (k)Xk - X" = ; <k>Xk
Par conséquent A(P) € R,,_1[X]. On applique la formule du rang a A, [x :
dim(R,[X]) = dim(Ker(A)) + dim(A(R,[X]))
car Ker(Ajg,x)) = Ker(A) NR,[X] = Ker(A).
Il vient dim(A(R,[X]) = (n+ 1) — 1 =n = dim(R,_1[X]), dou A(R,[X]) = R,_1[X].
Ainsi A* : R, [X] — R,,_1[X] est surjective. Montrons que A ’est aussi :

Soit P € R[X]| de degré p=n —1, P € R,,_1[X], donc d’aprés ce qui précéde il existe bien un
antécédent @ € R, [X] C R[X] tel que A*(Q) = A(Q) = P.

D. Par itération A*(R,[X]) = R, _4, la formule du rang donne dim(A*) = k.

E. Si P était de degré pair lirf P(z) = lim P(z) = 400 et donc on ne pourrait avoir
P(Z) = Z. Supposons maintenant P de degré n > 3 et a,, > 0. On a donc liIP P(x) = +o0.

Le nombre de changements de variations potentiels sont donnés par les zéros de la dérivée
premiére. Comme P est un polynome, la dérivée aura un nombre fini de zéros. Donc on sait
qu’a partir d'un xy, P sera strictement croissant. Pour a > x( entier et x €|a,a + 1[ on a
P(a) < x < P(a+1). Or on a calculé le terme dominant de AP précédemment : AP(a) — +o0
quand a — +00, ainsi on peut trouver un entier ngy entre les entiers P(a) et P(a + 1) pour a
suffisamment grand. Ce qui contredit I’hypothése P(Z) = Z. On en conclut que les polynomes
vérifiant cette hypothése sont ceux de la forme P(X) = £X + b avec b € Z.

F. 1) Vk € N,deg(Hy) = k, (Hy) est une famille échelonnée donc une base de R[X].
2)
1
A, =TT~ = 1)~ [Jx

(0 +1) = (X = (0= DI TTOC = (b= 1) = s TTO - 1) = )
k=1 " k=0
On exprime P dans la base (Hy) : P = faka (support fini). Si P € KerA :

k=0

1

AlHn) = n!

+o0o
0= A(P) = Zaka_l
k=1

2
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On peut alors identifier au polyndéme nul dans cette méme base : Vk > 1, a, = 0.
+00

P =ayHy = ag, P € Ry[X]. Et pour I'image c’est clair a partir de A(P) = Zaka_l.
k=1

3)a>n:Hn(a):%a(a_n...(a_(n—l)):n!(aaiin)!: (Z) €.

0 < a < n donc un des facteurs est nul H,(a) = 0.

a<0,b=—a>0, Hn(a):(_1)nb(b+1)...(b+(n_1)):%: (b%—z—l) e

Dans tous les cas on a Hy,(a) € Z.

k

G. 1) A¥(P)(a) =) (~1)* (kf)P(a +1i) € Z car (—=1)F(*¥) € Z et P(a+1) € Z.

i
i=0

2) Le terme constant de A*(P) est a;, puisque A*(Hy) = Hy = 1, donc en évaluant en 0 :

ap = A (P)(0)

Pel=A(P)el=AP)0)eZ=a,cZ

3) Siles a, € Z et b € Z, ay.b* € Z et donc P(b) = Zakbk S/
k=0

PARTIE II - LIENS ENTRE D ET A
A.D(A(P))=D(P(X+1)—P(X))=P(X+1)— P (X).

A(D(P)) = A(P') = P/(X + 1) — P/(X). VP € RiX], DA(P) = AD(P).

“+oo
B. 1) A(P) = Z axA"(P) a un sens car pour k > deg(P), A*(P) = 0.
k=0

2) A est un endomorphisme, donc A* également. Ainsi :
400 +o00 “+oo
AP+AQ) =D apARP +2Q) = Y o AR (P) + 1> ap AMQ) = A(P) + NA(Q)
k=0 k=0 k=0

A est bien un endomorphisme de R[X].

Par I"absurde supposons ag = 0. Il existe un endomorphisme B tel que

—+o0 —+o0
I=AB=A (Z akAk_lB> — BA = (Z akBAk_1> D
k=1

k=1

Alors D serait inversible, absurde puisque KerA = Ry[X] # {0}. Donc «aq # 0.
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Comme A stabilise R, [X] on considére son induit f.
Mieux comme A(R,[X]) = R,_;[X] la matrice de f dans la base canonique est triang. sup.

Ainsi sur la diagonale de M = Mp,(f) se trouve que des g, d’otu :
det(M)=ay #0

Donc f est bijective. L’induit de A est surjectif, et comme en I.C A I'est donc aussi.
Par ailleurs si A(P) = 0 en passant au degré deg(A(P)) = deg(P) = —oo d’ou P = 0.
Donc KerA = {0} et A est injective, donc bijective.

C. 1) deg(D(H,)) =n—1 et (Hy) base de R[X] donc :

I(Bo, -+, B) ER™, D(H,) = BrA*(H,)
k=0

BnA™(H,) = (,Hy = 3, terme constant de D(H,,) = H!. D’ou :

B = H,,(0) = %iﬁ(X _i) = ()" '(n=1)! (=1

!
= n! n
2) Comme D et A commutent, on a (sachant qu A"(H,_,) = 0%) :
n—1
D(H,-1) = D(AH,) = AD(H,) = > BA¥(H,_1)
k=1
(_1)(n—1)—1
n—1

(-1
k—1 "~

Ainsi on a de méme 3, 1 = et de proche en proche G, =
Donc les éléments de ‘H vérifient la formule donnée.

* on peut alors écrire une somme infinie comme suit.
“+oo

Mais P = Z%’Hi- On écrit :
i=0
+oo +oo +o0o
D(P)=Y aD(H) =Y a;y BA"(H))
i=0 i=0 k=1

Puisque les sommes sont en réalité finies on peut les intervertir :

+o0o +o0o +o00
p(r) = Y-t (Y] - 3t
k=1 =0 k=1
3) De la méme maniére les D*(H,,) forment une base de degrés échelonnés donc

30, V) € R™, A(H,) = Y~ %D (H,)
k=0

4
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PARrTIE IITI - ULM 2001
Al ag >0, lir}rq P(z) = +oo donc dzg € R,z > x, P(x) > 0.

Ainsi ¢ : x — {/P(x) est définie pour = > xy.

B. Posons Q(X) = P(X + /). Les coefficients sont donnés par la formule de taylor b; = @O

7!

k
QX) =) biX'
=0

Or QZEO) = %@ et by = ag par le binome, by = Q(0) = P(¢) d’ou :
pk=1)
P(X +7) :aoXk+r1()€')Xk_l+"'+P(€>

On met ensuite apX” en facteur comme l'indique 1’énoncé :

PE=D() PF2(0) P(()
P(X +0) =agX" (1 e
(X486 =a < TRk IX | ak—2)x? aOXk)
On en prend la racine n-iéme :
pt=1(p) P=2(0) P\
_px L 7]
PX A =X (1 T i = DIX T ag(k = 2)1X2 aOXk)

On effectue ensuite un développement asymptotique et on tronque a l'ordre p :

P(X +0) = bXM" <1+A17(@+---+A§f)+o(%))

C. 1) On prend maintenant £ = 0 et on applique r fois ¢ :
., ~ [ATAL(0)  ATAy(0) A" A,(0) 1
(5 (QO))(X)— ( b% + X2 + +T+O ﬁ

On choisit 7 de telle sorte que A"A;(0) = 0 pour i # p et p > £,

2) On a (0"(p))(z) — 0 quand x — 400 et les (0"(p))(m) entier donc nuls pour m assez grand.



