(© Kholle de concours résolue par Kévin Polisano.

Colle n° 8

Enoncés :
I) Soit A e GL,(R) telle que A+ A~! = I,,. Calculer A* + A" pour tout k € N.
IT) Montrer que I(a) = [;" exp(-(a? + Z—z))d:p existe pour a € R.

Montrer que pour a >0, I(a) = fo\/a exp(—(x? + Z—z))(l + % )dx et en déduire I(a) pour a € R.

Solutions :
I) On raméne le probléme & deux éléments z,y commutant et tels que z+y =1 et zy = 1.

On calcule assez rapidement avec le bindbme de Newton et la formule de Pascal les premiéres
valeurs de Sy, =z + y*

kZODSkZQ
k=1:>Sk:1
k=2:>Sk:—1
k’=3=>5k=—2
k’=4=>5k=—1
k=5:>Sk:1
k=6:>Sk:2

k=7:>Sk:1

On remarque alors une 6-périodicité, en effet :

k+6

T +yk +6 _

2Ok +yPyF = (2-y®)ak+(2-20)y" = 2(aF+y") - (yPaF+aby") = 2(a +yF)-28yO (2HC+yF0)

Et on conclut par récurrence. Finalement on a :

Si k=0[6] alors A + A~ = 2],

Si k=1[6] ou k =5[6] alors A¥ + A% =1,
Si k=2[6] ou k =4[6] alors A* + A% =—1],
Si k = 3[6] alors A¥ + A% = -2,

IT) La limite de f, : x — exp(—(2? + g—z)) est nulle en 0 et en +oo f, ~ exp(-22) < exp(—z) donc
I(a) existe Ya € R - {0}

On cherche un changement de variable pour lequel I’argument de I’exponentielle est invariant.
On pose u =2 (C! bijectif de ]0,+co[ dans ]0,+co[) on obtient :
+00 2
I(a) = f exp(—(u? + L)L du
0 u?’’u
Donc 21(a) = [, exp(~(u® + %)) (1 + % )du. Montrons que
fo\/a exp(—(u? + ))(1 + 5 )du = 1 0+°° exp(—(u? + Z—z))(l + 55 )du

<~

Jo/  exp(=(u? + B))(1+ &)du = [ 72 exp(~(u? + %))(1 + &)du
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Ceci se vérifie en effectuant le méme changement de variable u = 2 dans cette intégrale.

Enfin par parité de I (en utilisant la définition) on obtient pour tout a # 0 :

I(a) = f exp(~(u + 5 ))(1+U)du

Et 1(0) = f0+°° e’ dx = 4 [’avantage de 'intégrale sur un segment est qu’elle légitime
le changement de variable ¢ = u? + Z—z, dt =2u(1 - Z—i)du =2u(1-%)(1+ 5%)du.

Etu(l-5%)=u-2=—/(u-2)? \/u2+—2—2a— -Vt —-2a d’on

e exp(t)

Vit - 2a

On effectue le changement de variable y =t — 2a ce qui donne :

I(a) = —exp( 2a)/+m exp( y)dy

I(a) - %

Dernier changement de variable y = 22 ce qui donne :

exp( 2a)

ol

I(a) = exp(—2a) /O~+oo exp(~z?)dx = exp(-2a)1(0) =




