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Colle n

○
6 : Groupe spé
ial orthogonal

Énon
é : Soit E = M3(R) muni d'une norme et G = SO3(R) muni de la distan
e induite par


elle de E. Pour g ∈ G on dé�nit ϕg ∶ h ∈ G↦ Tr(ghg−1h−1).

1) Montrez que ϕ(G) est un intervalle de la forme [ag,3].
2) Donnez une 
ondition né
essaire et su�sante pour que ag = 3.
3) Montrer qu'il existe g0 ∈ G rendant ag minimal.

Solutions :

1) On sait (
f. 
ours) que G est CPA et 
ompa
t (le redémontrer). Or ϕg est C○ don
 ϕg(G)
est un CPA 
ompa
t de R don
 un segment. De plus ghg−1h−1 ∈ G don
 Tr(ghg−1h−1) ⩽ 3 
ar

les 
oe�
ients de (mij) =M ∈ On(R) sont ∣mij ∣ ⩽ 1. Et on a égalité pour h = Id don


ϕg(G) = [ag,3]

2) Si g = Id alors ag = 3. Ré
iproquement si ag = 3 alors on a :

∀h ∈ G,Tr(ghg−1h−1) = 3⇔ ghg−1h−1 = Id⇔ gh = hg

Montrons que pour tout x ∈ G, (g(x), x) est liée, 
e qui prouvera que g est une homothétie, et


omme g ∈ G on aura g = Id. Prenons h = s une symétrie orthogonale par rapport à la droite

Ve
t(x) (qui n'est rien d'autre qu'une rotation d'angle π don
 s ∈ G). La droite 
orrespond à

Ker(s − I) = Ve
t(x) (les éléments invariants). Comme gs = sg, g laisse stable Ker(s − I) don

Ve
t(x), qed. Le 
entre de G est don
 réduit à l'identité.

3) Considérons l'appli
ation ψ ∶ (g, h)↦ Tr(ghg−1h−1) qui est C○ de G ×G dans R.

Comme G×G est 
ompa
t, ψ(G×G) est un 
ompa
t de R, don
 d'après le théorème de Heine

ψ est bornée et atteint son minimum en un 
ertain 
ouple (g0, h0). Ce g0 rend ag minimal.
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