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Colle n°5 : Espace euclidien

Enoncé : E ev euclidien, a,b,c,d € L(E) tels que a* oc sym. (1) et a*od—c*ob=1 (2).
1) Montrez que Ker(a) nKer(c) = {0}.
2) Soit A # p deux réels, on suppose (a—Ac)(z) = (a—puc)(y) = 0. Montrez que (c(x)|c(y)) = 0.

3) En conclure qu’il existe A\g € R tel que a — A\gc soit inversible.

1) En prenant 'adjoint de (2) : d*oa—-b*oc=1, si x € Ker(a) nKer(c) on a :

d*oa(zx)-b"oc(zr) =x
=0 =0

2) D'une part 0 = (a(z) - Ac(2)|e(y)) = (a(2)le(y)) - Me(@)le(y))

et d’antre part 0 = (a(y) - pe(y)le(x)) = (a(y)|e(x)) - p(e(y)le(x))-

Or (a(x)|e(y)) = (zla* o () @ (le* 0 a(y)) = (e(z)la(y)) o :
Me(@)le(y)) = ple(@)|e(y)) = (c(@)le(y)) = 0

3) Supposons que VA € R a - Ac soit non inversible. Posons n = dim(FE).

Choisissons n + 1 valeurs (\;)o<i<n, alors 3(x;)1<i<n non nuls tels que
Vie[0,n], a(x;)-Nc(x;)=0
D’aprés 2) on a alors par exemple (c(xg)|c(x;)) =0 pour n valeurs de i.

On en déduit ¢(x¢) =0 puis a(zg) = 0 et enfin x5 =0 d’aprés 1), d’ou la contradiction. m



