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Colle n

○
3 : dim(F ) + dim(F ⊥) = dim(E)

Énon
é : Soit E un K-ev et f ∶ E ×E →K une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée.

Montrer que si F est un sev de dimension �nie alors dim(F ) + dim(F ⊥) = dim(E).

démo n°1 : Soit B = (e1, ..., ep) une base de F . F ⊥ = {y ∈ E/∀x ∈ F, f(x, y) = 0}.

Comme tout x ∈ F se dé
ompose sur la base B on a y ∈ F ⊥⇔ ∀ei ∈ B, f(ei, y) = 0.

Les p formes linéaires gi ∶ y ↦ f(ei, y) sont linéairement indépendantes 
ar :

p

∑
i=1

λigi = 0⇔ ∀y ∈ E,
p

∑
i=1

λif(ei, y) = 0⇔ ∀y ∈ E,f(
p

∑
i=1

λiei, y) = 0⇔
p

∑
i=1

λiei = 0⇔ ∀i ∈ ⟦1, p⟧, λi = 0


ar B est une base don
 une famille libre.

démo n°2 : f non-dégénérée, l'appli
ation ϕ ∶ y ↦ (x ↦ f(x, y)) est un isomorphisme de E sur

E∗.

ϕ(F ) est un sev de E∗,

(ϕ(F ))○ = {x ∈ E/∀ℓ ∈ ϕ(F ), ℓ(x) = 0} = {x ∈ E/∀y ∈ F, f(x, y) = 0∀} = F ⊥


ar ℓ ∈ ϕ(F ) est de la forme x ↦ f(x, y) et qu'il y a isomorphisme entre ϕ(F ) et F .

On sait que dim(F ⊥) = dim(ϕ(F )○) = 
odim(ϕ(F )).

Et 
omme ϕ est un isomorphisme, 
odim(ϕ(F )) = 
odim(F ) d'où :

dim(F ⊥) = 
odim(F )⇔ dim(F ⊥) + dim(F ) = dim(E)
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