Colle n°2 : Inégalité de Wirtinger et théoréme isopérimétrique
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Enoncé : Soit ’ensemble de fonctions F = {f R I R, T-périodique, f f(t)dt = 0}.
0

Montrer que V f € E,fOT f(t)%dt < AfOT f/(t)2dt avec A a déterminer. (Inégalité de Wirtinger)

démo : Comme [’ est C¢, on peut lui appliquer le théoréme de Bessel-Parseval :
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Par ailleurs ¢, (f") = Znic,(f), d'ou :
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On remarque que co(f) = fOT f(t)dt = 0 par hypothése et donc comme pour n#0,n? > 1 on a :
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Et en appliquant maintenant le théoréme de Bessel-Parseval a f il vient :
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remarque : En utilisant ’écriture réelle on a :
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% Le cas d’égalité se traduit alors par a, = b, = 0 pour n > 2 soit f de la forme :

f(t) =acos (Q%t) + bsin (2%15)
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) Kholle de concours résolue par Kévin Polisano.
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Application :

Ceci permet de démontrer le théoréme isopérimétrique dans le cas ou la frontiére est une
courbe fermée de classe C! , il stipule que I'aire A délimitée par celle-ci est inférieure a l'aire
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Aoy du disque de méme périmeéetre L. Cest-a-dire avec L = 2nr < r = i < Ag=mr?= % :
12
A < Ao < A< —
A
démo : Paramétrisons la courbe par (x(s),y(s)) ou s represente P’abscisse curviligne
(donc s~ z(s) et s~ y(s) de période L, et tel que (Z—ﬁ)z + (ds) =1). ;
On se raméne a [0,27] en posant f(t) = x( 1) et g(t) = ( L) On a donc (d—f) (d—g) = %.

D’aprés le théoréme de Green-Riemann on a A = [02” f(t)g'(t)dt. Et puisque la courbe est
fermée on a [ g'(t)dt = g(27) - g(0) = 0, et par translation on peut supposer [;-" f(t)dt =0
donc f,¢" € E et on va pouvoir leur appliquer l’inégalité de Wirtinger :

2A= [;T2f(D)g'(D)dt = [T+ g/ ()2 = (f(2) - g'(£))?)dt

ST+ g ()2)dt = [T Edt = L
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% Le cas d’égalité ici se rapporte a la remarque supra : f de la forme f(t) = acos(t) + bsin(t).
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Et on a aussi f (f(t) - ¢'(t))?dt = 0 soit par continuité et positivité de I'intégrande g’ = f.
0

) +4g'(t)? = L —— < (—asin(t) +bcos(t))? + (acos(t) + bsin(t))? = L2 < a’+b = 2
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L b =sin(ty), dot :

Ainsi il existe tg € [0, 27[ tel que a = cos(tg) et =

f(t) = £(cos(tg) cos(t) +sin(t) sin(t)) = & cos(t - to)
g(t) = £(cos(to) sin(t) — sin(to) cos(t)) = &= sin(t - to)

Donc (f(t),g(t)) est un cercle de rayon 2.
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