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Colle n

○
1

Énon
é : Dis
utez suivant z ∈ C de la 
onvergen
e de la série ∑ 1
nz
.

Démo : z = a + ib, 1
nz
= exp(−z lnn) = exp(−a lnn) exp(−ib lnn) = exp(−ib lnn)

na

∑ 1

nz
=∑ exp(−ib lnn)

na

● Si a > 1, ∑ 1
nz


onverge absolument 
ar :

∣exp(−ib lnn)
na

∣ ⩽ 1

na

onverge

● Si a ⩽ 0, le terme général ne tend pas vers 0, don
 ∑ 1
nz

diverge grossièrement.

● Si 0 < a ⩽ 1 montrons également que la série ∑ 1
nz

diverge.

Lemme : f ∶ [n0,+∞[ C○,C1
mÐÐÐ→ C, ave
 f ′ intégrable. un = f(n).

An = un0
+⋯ + un − ∫

n

n0

f(t)dt a une limite �nie

Preuve :

An −An−1 = un − ∫
n

n−1
f(t)dt = ∫ n

n−1
(f(n) − f(t))dt

Faisons une IPP en prenant { u(t) = f(n) − f(t)
v(t) = t − (n − 1) , de sorte que :

An −An−1 = [uv]nn−1´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0

+∫
n

n−1
f ′(t)(t − (n − 1))dt

Sur l'intervalle [n − 1, n] on a ∣t − (n − 1)∣ ⩽ 1, d'où :

∣An −An−1∣ ⩽ ∫ n

n−1
∣f ′(t)∣ × 1dt

E
rivons les sommes partielles de la série de terme général ∣An −An−1∣ :
∣An0+1 −An0

∣ +⋯ + ∣An −An−1∣ ⩽ ∫ n

n0

∣f ′(t)∣dt ⩽ ∫ +∞

n0

∣f ′(t)∣dt

ar f ′ est supposée intégrable.

Les sommes partielles sont majorées don
 ∑An −An−1 
onverge absolument, don
 (An) aussi.◻
Considérons pour t ⩾ 1 la fon
tion t↦ f(t) = exp(−ib ln t)

ta
qui est C○ sur [1,+∞[.

f est de plus C1
m et de dérivée :

f ′(t) = −z exp(ib ln t)
ta+1

1
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Ainsi f ′ est intégrable puisque ∣f ′(t)∣ ⩽ ∣z∣
ta+1

ave
 a + 1 > 1.
On applique le lemme : la suite An =

n∑
k=1

exp(−ib ln k)
ka

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Sn

−∫
n

1
f(t)dt a une limite �nie.

On 
al
ule ensuite l'intégrale suivante :

∫
n

1
f(t)dt = [exp(−ib ln t)(1 − z)ta−1 ]

n

1

= exp(−ib lnn)(1 − z)na−1
− 1

1 − z

2


