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Colle n°1

Enoncé : Discutez suivant z € C de la convergence de la série #

exp(-iblnn)
na

Démo : z=a+ib, &= =exp(-zInn) = exp(-alnn) exp(-iblnn) =
3 1 3 exp(—iblnn)
n® ne

eSia>1, ) # converge absolument car :

exp(—i

— converge
na n

e Sia <0, le terme général ne tend pas vers 0, donc Y, # diverge grossiérement.

e Si 0 < a <1 montrons également que la série Z diverge.

o 1
Lemme : [ : [ng,+oo[—= C, avec f’ intégrable. u, = f(n).

n
Ap = Upg + -+ Uy — f f(t)dt a une limite finie
no

Preuve :

An=Ana=un= [ fyde= [ (F) - £t
u(t) = f(n) - £(1)

Faisons une IPP en prenant { o) = t—(n-1) de sorte que :

Ay = Apy = [uo]™, + f PO (n- 1)t

Sur 'intervalle [n—1,n] on a |[t—(n-1)|<1, d’ou :

|Ap = Apa| < f |£(1)] x 1dt

Ecrivons les sommes partielles de la série de terme général |A,, — A,,_1] :

n +0oo
Asges = Al 14 = Al < 1ol [
no no
car f’ est supposée intégrable.

Les sommes partielles sont majorées donc Y A, — A,_1 converge absolument, donc (A,,) aussi.
m]

exp(-iblnt) Zblnt) qui est C° sur [1,+oo].

Considérons pour ¢ > 1 la fonction ¢t — f(t) =

f est de plus C} et de dérivée :

, zexp(iblnt
fi(t) = —%
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Ainsi f7 est intégrable puisque |f'(t)] < — avec a+ 1> 1.

ta+1

On applique le lemme : la suite A,, = Z o
k=1

" exp(—ibln k)

- [ f(t)dt a une limite finie.
1

Shn
On calcule ensuite 'intégrale suivante :

" _exp(~iblnn) 1

n | exp(~iblnt)
J f(t)dt‘l (1 2y

|

1_ (1-z)nt  1-z



