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PREFACE.

« L'homme est si malheureux, qu'il s'ennuierait
méme sans aucune cause d’ennui, par I'état propre de
sa complexion; et il est si vain, qu’étant plein de mille
causes essentielles d’ennui, la moindre chose, comme
un billard et une balle quil pousse, suffit poar le
divertir.

« Mais, direz-vous, quel objet a-t-il en tout cela?
Celui de se vanter demain entre ses amis de ce qu’il a
mieux joué qu'un autre. Ainsi les autres suent dans leur
cabinet pour montreraux savants qu'ils ontrésolu une
question d’algébre qu’on n’aurait pu trouverjusqu’ici,»

"PascaL. — Pensets.)

axs le monde, il y a mauvaise grdce & parler de soi ou

des siens. Dans une préface, c’est la loi, loi dont on a

beaucoup médit, dont on médira toujours, -— par conve-
nance, - - mais qui fait trop joli jeu a la vanité des auteurs, pour
jamais mourir. On me permettra donc d’insister un peu sur ce
livre.

[1y avingt ans qu’il a été projeté. Je révai en méme temps
d’éditer les écrits encore épars d’'un des plus grands génies de
Ihumanité, les (Euvres de Fermat; puis de publier un ouvrage
sur la Théorie des Nombres. Ces méditations difficiles et pro-

E. Lucas. — Récréations math. a

609847



VI Préface,
fondes devaient offrir plus d'une obscurité, en un temps et dans
un pays ot I'Arithmétique Supéricure est délaissée par les
géomeétres et par I'enseignement officiel. Sur elles, je greffai la
plupart de mes travaux et les ramifications ordinaires de la
recherche personnelle.

Ce n'est pas tout. Les (Euvres de Fermat soulévent d'impor-
tants problémes bibliographiques qui ne sont pas cncore réso-
lus Des manuscrits étaient a-retrouver, des méthodes a restituer,
toutes choses qui, je l'espére, seront prochainement menées i
bonne fin (!). Bref, I'édition a nui au livre, le livre a 'édition ;
a tous deux les labeurs du devoir professionnel, et peut-étre
aussi cette nécessité de nature qui veut, dit Beaumarchais, « que
les ouvrages de l'esprit soient,comme les enfants des femmes,
congus avec volupté, menés A terme avec fatigue, enfantés avec
douleur. »

Le lecteur s'étonnera peut-étre que je me sois amusé a des
choses de si petite conséquence, et demandera : A quoi bon ce
livre? Je suis bien tenté de lui répondre sentimentalement avec
Bachet : « Que les livres sont les enfants de nos esprits, et que,
outre l'inclination naturelle qu'ont tous les péres d’aimer leurs
enfants généralement, ils portent encore une affection particu-
liére a leurs premiers-nés. C’est pourquoi, ce livre étant le pre-
mier qui soit sorti de ma main et comme 'enfant premier-né de
mon esprit, c’est avec juste raison que je le chéris particuliére-
ment, et que je ne me contente pas de l'avoir mis au monde,

(') Le premier volume de la Théorie des Nombres vient de paraitre; les
autres suivront, avec mon Commentaire sur los (Euvres de Fermat; puis
I'Histoire, la Pratique et les Progrés du Calcul, dans tous les temps, cheg
tous les reuples.
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mais je veux encore prendre le soin de sa conservation et de son
accroissance. »

Bachet ajoute plus solidement, et ce sera aussi ma défense :
« En outre, je ne crois pas que ceux qui auront pénétré dans ce
livre plus avant que 1'écorce le jugent de si peu de valeur que
feront ceux-la qui n’en auront lu que le titre; car encore que ce
ne soient que des jeux dont le but principal est de donner une
honnéte récréation, et d'entretenir avec leur gentillesse une
compagnie, si est-ce qu'il faut bien de la subtilité d’esprit pour
les pratiquer parfaitement, et faut étre plus que médiocrement
expert en la science des nombres pour entendre les démonstra-
tions et pour se savoir aider de plusieurs belles inventions que j’ai
ajoutées. »

Dcailleurs, a quoi n'a-t-on pas objecté I'inutilité? Entendant
louer le commentaire de Bachet sur Diophante, Malherbe de-
mande §’il fera diminuer le prix du pain. Roberval, au sortir
du théatre, dans ’age d’or de la tragédie, lance ce mot devenu
classique : Qu’est-ce gue cela prouve ? 11 y eut toujours et tou-
jours il y aura des savants pour dénigrer la fantaisie, des poétes
pour répondre : A quoi bon la science ? des gens pratiques pour
envelopper poétes et savants dans un inépuisable dédain d’abstrait
et d'idéal. Et tout cela est bien heureux.

Savoir, c’est pouvoir; ce mot est vrai de tous les savoirs.
Incarner dans une phrase musicale ou parlée un rythme inou-
bliable et inentendu, dans une toile des tons inobservés et typi-
ques, dans un marbre les enchantements et les défaillances de la
forme, c’est pouvoir, si créer pour toujours un monde de sensa-
tions et d'idées, c’est pouvoir. Recueillir avec la piété du néo-
phyte des fragments du passé, et revétir ces reliques de toutes
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les magies du style, c’est pouvoir, si ressusciter des personnalités
éteintes, c’est pouvoir. Voyager a travers I'espace, le temps et le
mouvement, sans autre limite possible que I'effort du coup
d"aile, c’est pouvoir, si tisser des composés inconnus de la nature,
diriger la foudre, évoquer les mondes disparus, unir par quelques
chiffres des globes destinés a s’ignorer toujours, c’est pouvoir,
Vrai pour l'artiste, ’érudit, le chimiste, le physicien, l'astro-
nome, le mot de Bacon est également vrai pour le géométre. En
disséquant les résultats du calcul, en créant des abstractions, en
les combinant, variant, tourmentant, le géomeétre fortifie le rai-
sonnement et acquiert sur cet universel outil un pouvoir infini.

Le livre, a-t-on dit, est une conversation avec les amis in-
connus. La partie de cet ouvrage qui a ¢té publiée dans la pre-
miére édition ne m’a point seulement révélé des sympathies, elle
a fait naitre des collaborations qui m’'ont permis de présenter le
nouvel ouvrage en quatre volumes.

Souvent j’aurai a enregistrer de gracieuses communications :
remarques ingénieuses, solutions élégantes ; chaque fois que I’oc-
casion s’en présentera, je citerai les noms. Mais, dés a présent,
j'adresse mes plus vifs remerciements 4 mon ami sincére et
dévoué, Henry Delannoy, qui a contribué pour la plus grande
part & la seconde édition de cet ouvrage.

Un dernier mot. Si ces pages plaisent & quelques savants, si
elles intéressent quelques gens du monde, si ‘elles inspirent a
quelques jeunes intelligences le gotit du raisonnement et le désir
des jouissances abstraites, je serai satisfait.

Paris, mai 18g1.
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INTRODUCTION.

« La derniére chose qu'on trouve en faisant un
ouvrage est de savoir celle qu'il faut mettre la pre-
miére. »

‘PascaL. — Pensées.)

LA GEOMETRIE DE SITUATION.

~ des hommes 4 qui les sciences doivent le plus de

découvertes, et surtout le plus de vues originales et

fécondes, Leibniz, était persuadé que D’analyse des
géometres ne pouvait s’appliquer a toutes les questions de la
philosophie naturelie. Pour soumettre au calcul les rapports des
différents corps, considérés uniquement dans 'ordre de leurs
positions, il souhaitait qu'on inventat une Géométrie nouvelle
qu’il a nommée Geometria situs, c'est-a-direc Géometrie de
situation \'). « Apréstous les progrés que j’ai faits en ces matiéres,
écrivait-ila Huygens a la date du 8 septembre 1679, je ne suis

(1) Histoire de ' Acaiémie royale des Sciences de Paris pour I'année1771;
p. 55.
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pas encore content de I'Algébre, en ce qu’elle ne donne ny les
plus courtesvoyes, ny les plus belles constructions de Géométrie.
C’est pourquoy, lorsqu’il s’agit de cela, je croy qu’il nous faut
encer une autre analyse proprement géométrique ou lindaire,
qui nous exprime directement sifum, comme 1’ Algébre exprime
magnitudinem. Et je croy d’en voir le moyen et qu’on pourrait
représenter des figures et mesme des machines et mouvemens en
caractéres, comme ’Algébre représente les nombres ou gran-
deurs; et je vous envoye unessay qui me paroist considérable (*).»
Leibniz est revenu souvent sur cette idée fondamentale, notam-
ment dans ses remarques ingénieuses sur le jeu du solitaire, que
’on doit considérer comme le point de départ des remarquables
travaux du docteur Reiss et du capitaine Hermary, exposés et
développés dans notre cinqui¢me Récréation.

LE PREMIER MEMOIRE D EULER.

Euleraconsacré plusieurs mémoires a la Géométrie desituation.
Dans un travail qui fait partie des Mémoires de 'Académie des
Sciences de Berlin pour I'année 1759, et reproduit en francais
sous ce titre : Solution d’une question ingénieuse qui ne parait
soumise a aucune analyse (?), l'illustre géométre étudie la marche

'

{1) Cumistiant Hucenit aliorumgque seculi XVII yirorum celebrium exer-
citationes mathematice et philosophice, ex manuscriptis in bibliotheca
Academie Lugduno-Batavee servatis edidit P.J. UYLENBROEK fasc. I, p. g.
Hage Comitum, 1833. — A partir de la page 6 du second fascicule, on trouve
la reproduction de Pessai de Leibniz dont il est question dans sa lettre &
Huygens.

(*) Leonarpi EuLeri. Commentationes arithmetice collectee. Petropoli;
1849. Tome I, p. 337.
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du cavalier au jeu des échecs et la maniére de lui faire parcourir
toutes les cases de ’échiquier sans qu'il passe deux fois sur la
méme. Bien qu’il n’ait pas donné la solution générale, il a indiqué
une méthode qui permet de résoudre le probl¢me en partant d’une
case quelconque, par la considération des routes dites rentrantes
ou circulaires. Avant lui, cet intéressant probléme avait été
abordé par trois géométres francais: de Montmort, Moivre,
de Mairan. Postérieurement, le sujet fut successivement repris
par Lelio della Volpe; par Vandermonde, qui étend la question
A I'échiquier cubique; par Collini, par Warnsdorf, par Legendre
qui recherche infructueusement, dans sa Tiéorie des Nombres,
le nombre des solutions du probléme; par deLavernede, qui donne
la méthode des quarts; par Minding, qui publie un important
mémoire dans le Journal de Crelle; par Ciccolini, qui indique
plusieurs routes rentrantes sur I’échiquier de cent cases et consi-
dére aussi ’échiquier circulaire. Plus récemment, les derniers
obstacles imposés au saut du cavalier semblent franchis : Wen-
zelides, dans la Schachieitung de Berlin, construit des routes
qui, figurées en nombres, produisent des carrés magiques;
de Lavernéde, Libri, le docteur Roget, 'abbé Durand, Trou-
penas, etc., dans la Régence, dans le Palaméde, etc.; le comte de
Basterot, dans son T'raité élémentaire du jeu des échecs;le major
Jaenisch, dans son Traité des applications de I’ Analyse mathé-
matique au jeu des échecs, perfectionnent les travaux de leurs
devanciers. Enfin, dans ces derniers temps, les résultats les plus
nombreux et les plus intéressants sont obtenus par Volpicelli, qui
s'occupe de V'échiquier quelconque, carré ou rectangulaire, a
I’Académie des Nuovi Lincei; par M. le prince C. de Polignac,
dans les Comptes rendus de I’ Académie des Sciences de Paris :
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par le révérend A.-H. Frost, dans The Quaterly Journal of
pure and applied Mathematics; par M. Flye-Sainte-Marie, dans
le Bulletin de la Société Mathématique de Irance; ct par
M. Laquiére, dans sa Géomeétrie de I’échiquier.

En 1823, C. de Warnsdorfa proposé une régle pour résoudre
le probléme du cavalier, avec une rigueur scientifique, sans aucun
tatonnement, sans faux pas. Voici la traduction de son énoncé :
10 A chaque coup, on joue le cavalier sur la case voisine qui
communique par le plus petit nombre d’issues avec la partie
encore inoccupée de ’échiquier. 2° Si, a un coup quelconque, il
se présente plusieurs cases qui offrent le méme nombre minimum
d’issues, on est libre de passer sur I'une quelconque d’entre elles.
Malheureusement ce procédé ne conduit qu'aux solutions les
moins élégantes du probléme; son application rigoureuse est
assez pénible et les nombreuses infractions que I'on peut com-
mettre, bien que constituant une ressource empirique tres pré-
cieuse, ne reposent sur aucun principe certain. Mais il faut dire
qu'a défaut d’une démonstration mathématique rigoureuse, lc
nombre prodigieux d’essais faits jusqu’a ce jour ne permet
guére de douter de 'exactitude de la premiére partie de la régle.
Et celle-ci, cependant, n’est pour ainsi dire que la formule. que
la Loi de prudence, qu’il y a lieu d'appliquer dans la vie a tous
les moments d’indécision, lorsqu’il faut choisir entre plusicurs
routes, pour parvenir & des positions différentes.

Depuis l'apparition de notre premier volume d¢ Récréations, la
Géométrie de situation a fait des progrés notables; sur le pro-
bléme particulier du saut du cavalier, de nombreux et impor-
tants résultats ont été obtenus par M. I'abbé Jolivald, dans ses
recherches surles méthodesd’Euler et de Vandermonde ; par Exner
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et par M. le vicomte du Ligondes sur la polygraphie du cavalier
appliquée a la recherche des carrés magiques. Notre Récréation
sur le Jeu de la Fasioulette est consacrée & 'étude de ce probléme
et aux derniers résultats obtenus par M. l'intendant Delannoy

et par M. le général Parmentier.

LE SECOND MEMOIRE D EULER.

Un autre mémoire d’Euler ayant pour titre : Solutio proble-
matis ad Geometriam situs pertinentis, est consacré a la solution
du fameux probléme des ponts de la Pregel. Notre deuxiéme
Récréation, sur le jeu des ponts et des iles, n'est, pour ainsi
dire, que le commentaire et le développement de cette étude, qui
est devenue le point d’attache d’un rameau de la Géométrie de
situation. On donne une figure quelconque formée de points en
nombre arbitraire, réunis par des lignes droites ou courbes;
quel est le nombre minimum de traits continus, sans arrét ni
répétition, qui sont nécessaires & sa description compléte ? Tel
est ’énoncé de ce probléme général qui sert d’introduction ala
théorie des courbes algébriques ou transcendantes, et en parti-
culier aux figures d’un seul trait, aux courbes unicursales. Nous
démontrerons, dans notre troisiéme Récréation, détruisant ainsi
le préjugé de Pinextricabilité des labyrinthes, que I'on peut tou-
jours décrire complétement un réseau géométrique quelconque
par un double trait continu ; la solution fort ingénieuse que nous
exposons est due a la collaboration de Trémaux, ancien éléve
de 'Ecole Polytechnique.

Pour parcourir complétement, deux fois, toutes lesallées d'un
labyrinthe, en partant d’'un point quelconque, il suffit d’observer
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les régles posées par Trémaux, en marquant chaque fois le pas-
sage aux différents carrefours, a ’entrée et 4 la sortie; ces régles
se résument en celle-ci : Eviter autant que possible le passage des
carrefours déja visités, puis éviter le parcours des chemins
déja parcourus. N'est-ce pas encore une loi de prudence qui
trouverait son application dans la vie ordinaire?

Nous avons donné dans le premier volume de notre 7héorie
des Nombres, au chapitre VII sur la Géométrie de situation, une
étude compléte du second mémoire d’Euler. Mais nous avons pu
y ajouter une seconde partie dans laquelle il ne suffit plus de
déterminer les conditions du tracé des réseaux enun ou plusieurs
traits, mais de déterminer, dans chaque cas, le nombre des tracés.
Cette partie est autrement difficile que la premiére; jusqu’a ces
derniéres années le probléme paraissait inaccessible; on ne coa-
naissait qu’un exemple particulier de cette question, traité par le
docteur Reiss sous la forme suivante : De combien de maniéres
peut-on placer, en ligne droite, les vingt-huit des dun jeu de
dominos, conformément a la regle dujeu? Ce probléme revient
a celui-ci : De combien de maniéres peut-on décrire, sans arrét,
nirépétition, le réseau géométrique forme par les cotés et les
diagonales d'un polygone régulier de sept cités, sans frag-
menter les diagonales? On se rend facilement compte de I’iden-
tité des deux problémes, apres la suppression des doubles, en
numérotant par o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, les sommets de I’heptagone.
Mais la solution du docteur Reiss était particuli¢re et vraiment
trop longue, difficile a vérifier. M. Tarry, contréleur des contri-
butions diverses, a Alger, a donné une solution trés simple, au
moyen de deux beaux théorémes que nous exposons dans cet
ouvrage.
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LE TROISIEME MEMOIRE D'EULER.

Le troisiéme mémoire d’Euler a été publié dans les Comptes
rendus de la Société des Sciences de Flessingue; ila pour titre :
Recherches sur une nouvelle espéce de quarrés magiques, ct
commence ainsi : « Une question fort curieuse, qui a exercé pen-
dant quelque temps la sagacité de bien du monde, m’a engagé a
faire les recherches suivantes, qui semblent avoir une nouvelle
carriére dans 'analyse, et en particulier dans la doctrinedes com-
binaisons. Cette question rouloit sur une assemblée de trente-
six officiers de six différens grades et tirés de six régimens diffé-
rens qu’il s’agissoit de ranger dans un carré, de maniére que
sur chaque ligne, tant horizontale que verticale, il se trouvat six
officiers tant de différens caractéres que de régimens différens.
Or, aprés toutes les peines qu’on s’est données pour résoudre ce
probléme, on a été obligé de reconnoitre qu’un tel arrangement
est absolument impossible, quoiqu’on ne puisse pas en donner
de démonstration rigoureuse. » Ce mémoire de 154 pages in-8°
donne, sous une forme intéressante, la solution du probléme des
carrés magiques. Mais qu’est-ce donc qu'un carré magique?

1![‘
811‘0‘
|
Su_ || wSem| #7
!
-
\

Ecrivons les neuf premiers nombres dans un carré de neuf cases,



XVI Introduction.

coaformément au tableau. Cette figure posséde les propriétés
suivantes : 1° La somme des nombres renfermés dans la méme
ligne horizontale est égale & 15 pour chacune des trois lignes;
2°la somme des nombres ranfermés dans la méme colonne verti-
cale est égale & 15 pour chacune des trois colonnes ; 3° la somme
des nombres renfermés dans chacune des deux diagonales du
carré est encore égale 4 15; on dit que cette figure forme un
carré magique de neuf éléments. Si I'on éerit les seize premiers
nombres dans l'ordre suivant, on obtient une figure telle, que
la somme des nombres renfermés dans une méme ligne, dans

une méme colonne, ou dans une méme diagonale, est toujours

16 3 2 13
C },A

5 10 11 8
nnann
—4— '157 14- 1

égale a 34. Clest le carré magique de seize cases qui se trouve
déja représenté dans la célebre Melencholia d’Albert Diirer,
burinée en 1514 ' . Plus généralement, si Ton dispose dans
un échiquier de n? cases, les n? premiers nombres entiers, de
telle sorte que la somme des nombres renfermés dans chacune
des 7 colonnes, dans chacune des n lignes, ou dans chacune des

’

(+; Tususine. — Albert Ditrer. Sa vie et ses ccuvres. Trad. par GRUYER:
Paris, 1878. La date 1314 se lit sur le carré.
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deux diagonales, soit constamment la méme, on forme le carré
magique de 7* €léments. Ces figures étaient connues bien des
siécles avant Euler.

On ne sait pas l'origine des carrés magiques, mais on attribue
leur découverte aux Indiens. Dans la relation de son voyage de
1687, M. dela Loubére, envoyé extraordinaire auprés du roi de
Siam, rapporte ce qui suit: « M. Vincent, dont j’ay souvent
parlé dans ma Relation, me voyant un jour dans le vaisseau,
pendant notre retour, ranger par amusement des carrés magiques
4 la maniére de Bachet, me dit que les Indiens de Surate les
rangeoient avec bien plus de facilité, et m’enseigna leur méthode
pour les quarrés impairs seulement, ayant, disoit-il, oublié celle
des pairs ('). » Cependant il y a beaucoup d’apparence que ces
carrés ont tiré leur nom des opérations superstitieuses auxquelles
ils étaient employés, telles que la construction des talismans; car,
selon la puérile philosophic de ceux qui donnaient des vertus aux
nombres, quelle vertu ne devaient pas avoir des nombres si
merveilleux ? « Ce qui a donc commencé par étre une vaine pra-
tique de Faiseurs de Talismans, ou de Devins, est devenu dans
la suite le sujet d’une recherche sérieuse pour les mathématiciens,
non qu'ils aient cru qu’elle les pat mener a rien d’utile ni de
solide; les quarrés magiques se sentent toujours de leur origine sur
ce point, ils ne peuvent étre d’aucun usage; ce n’est qu'un jeu
dont la difficulté fait le mérite, et qui peut seulement faire naitre
sur les nombres quelques vues nouvelles dont les mathématiciens
ne veulent pas perdre V'occasion (2. »

(*) DE La LoukrE. — Du royaume de Siam, t. 11, p. 237. Amsterdam, 1691.
(*) Histoire de I' Académie royale des Sciences pour Iannée 1705; p. 7o.
Paris, 1706.



XVIII Introduction.

Parmi les savants qui se sont occupés, avant Euler, de ce
probléme, on doit citer : Moschopulos ('),Agrippa, Théophraste,
Paracelse, Cardan, Stifel, Bachet, Kircher, Frénicle, et plus
spécialement Fermat, de la Hire et Sauveur *). Les recherches de
Fermat sont consignées dans deux lettres adressées a Mersenne.
« En voila assés, écrivait-il, pour donner de I'exercice a M. de
Frénicle, car je ne scay gueresrien de plus beau en I’ Arithmétique
que ces nombres que quelques-uns appellent Planetarios, et les
autres Magicos; et de fait jay veu plusieurs talismans ol quel-
ques-uns de ces quarrés rangez de la sorte sont décrits, et parmy
plusicurs un grand d’argent, qui contient le 49 rangé selon la
méthode de Bachet, ce qui fait croire que personne n'a encore
connu la générale, ny le nombre des solutions qui peuvent arriver
4 chaque quarré; si la chose est sceué a Paris, vous m’en éclair-
cirez; en tout cas, je ne la dois qu'a moy seul (3]. » Aprés Euler,
on doit citer Franklin, qui donne une nouvelle solution du carré
magique de 16* ¢léments, et invente les cercles magiques. Au
xix® siécle, les principaux auteurs sont : en Allemagne, Moll-
weide, Hiigel, Pessl qui s'occupe de cylindres magiques; en
Angleterre, Horner, Drach, Thompson, Holditch et Frost; en
France, Violle, qui écrit un grand traité sur ce sujet.

Ainsi qu'on vient de le voir, I'étude des carrés magiques était

(') Dans une trés intéressante monographie sur les carrés magiques
( Vermischte Untersuchungen, ch. IV}, M. Ginther, membre du parlement
de Berlin, a publié lc texte grec du manuscritde Moschopulos,auteur byzantin
de la fin du moyen &3e.

(*) M. Mansiox, professeur a I'Université de Gand, a exposé dans I'dbeille
‘t. XVIII, p. 222-225) le principe de la méthode de Sauveur qui repose sur
la considération des systémes de numération, ct difftre peu de la méthode
d'Fuler.

(') FerMaT. — Varia opera mathematica. Tolosw, 1679; p. 179-177.
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regardée, et l'est encore aujourd’hui, comme un jeu d’une
extréme difficulté, mais ne pouvant étre d’aucun usage; c'était
aussi I'opinion de Franklin qui, dans une lettre & Collinson (",
les appelle « difficiles nuge ». Au contraire, nous montrerons
qu’il n’en est plus ainsi lorsque l'on ajoute aux conditions ordi-
naires du carré magique de nouvelles conditions telles, que le
carré reste magique aprés une permutation circulaire quelconque
des lignes ou des colonnes. En d’autres termes, si I'on divise un
tel carré en deux rectangles égaux ou inégaux, par une ligne
horizontale ou verticale, le carré doit demeurer magique, aprés
I’échange des deux fragments du carré; par suite, un nombre
quelconque du carré peut occuper une case quelconque. Pour les
distinguer des autres, nous appellerons ceux-ci Carrés Diabo-
ligues; ils ont été entrevus par de la Hire, Euler et Sauveur.
Voici, par exemple, deux carrés diaboliques :

-
(€]
(=2}

S

14

~1

Ce sontdes carrés diaboliques de 16 cases et de 25 cases.

(') FRaANKLIN. — Experiments and Obscrvations on Electricity, p. 350.
London, 1764.
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Lorsque lon cherche a déterminer la multitude des carrés
diaboliques, on se trouve directement conduit a la connaissance
d'une nouvelle fonction numérique dont I’étude trouvera son
importance dans I'Arithmétique Supérieure. Mais, & cotéde cette
application théorique du probléme des carrés diaboliques, vient
sen placer une autre plus pratique. En effet, nous ferons voir
que notre méthode de construction des carrés diaboliques ne
différe pas de celle que nous avons indiquée, en 1867, pour la
construction de Uarmure des satins réguliers. End’autres termes,
I’étude des carrds diaboliques est le principe arithmétique d’une
branche de la Géométrie de situation que nous avons appelée
Géométrie du tissage, et dont nous allons indiquer les origines.

LE MEMOIRE DE VANDERMONDE.

En 1774, paraissait dans les Mémoires de PAcadcmie des
Sciences de Paris pour 1771, sous ce titre vraiment modeste :
Remarques sur les problémes de situation, un remarquable
travail de Vandermonde. Ce mémoire débute ainsi: « Quelles
que soient les circonvolutions d’un ou de plusieurs fils dans I'es-
pace, on peut toujours en avoir une expression par le calcul des
grandeurs ; mais cette expression ne serait d’aucun usage dans les
arts. L’ouvrier qui fait une tresse, un réseau, des neeuds, ne
les congoit pas par les rapports de grandeur, 'mais par ceux de
situation : ce qu'il y voit, c’est I'ordre dans lequel sont entrela-
cés ces fils. Il serait donc utile d’avoir un systéme de calcul plus
conforme a la marche de Iesprit de Pouvrier, une notation qui
ne représentat que l'idée qu'il se forme de son ouvrage, et qui
pat suffire pour en faire un semblable dans tous les temps. » Le
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but de 'auteur est de faire entrevoir la possibilité d’une pareille
notation, et son usage dans les questions sur les tissus de fils ; ce
mémoire contient ainsi le germe de la géométrie du tissage, que
Leibniz avait aussi entrevue. C'est la véritable introduction a
cette géomélrie, car on y trouve l'indication importante de I'em-
Eﬁ)i du systéme des coordonnées cartésiennes de la géométrie
analytique a I'étude de tous les problémes qui concernent la po-
sition indépendamment de la grandeur. Cependant lidée de
Vandermonde appartient plutét a la géométrie des fils curvi-
lignes ; c’est & celle-ci qu'il faut rapporter les procédés qui ser-
vent a tricoter, 4 fabriquer les filets, lesdiverses espéces de nceuds
en usage dans lartillerie, dans la marine, dans le tissage, etc.
Clest encore a cette géométrie qu’il faut rattacher le probleéme
suivant dont on trouve l'origine dans les Récréations d’Ozanam
(t. IV, p. 222 de I’édition de 1725 ), dans le jeu nommé Sigil-
lum Salomonis, décrit dans le méme ouvrage, et dans quelques
autres complications de ficelles, de la nature du neud Gor-
dien : On dessine sur le papier une courbe fermée contenant
des points doubles en nombre quelconque, et I'on suppose que
le trait représente un fil continu, sans fin ; puis on indique par
un signe quelconque quelle est celle des deux portions du fil
qui se trouve au-dessus de 'autre, a chacun des points de croi-
sement. Cela posé, quel est le nombre minimum des nceuds qui
resteront formés lorsque 'on cherchera a débrouiller ce fil?

LA TOPOLOGIE DE LISTING.

Dans deux importants mémoires, trop ignorés aujourd’hui,
Listing a posé les principes généraux de la Géométrie de situa-

E. Lucas. — Récréations mathém., b
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tion. Ses Vorstudien sur Topologie (1847) ont été 'objet d’un
rapport sommaire dansle Traité d'Electricité et de Magnetisme
de Clerk-Maxwell, et d’un exposé élémentaire par M. Cayley,
dans le Messenger of Mathematics (1873). Dans son mémoire
de 1861, intitulé Der Census raiimlicher Complexe, Listing
s'occupe de la formation et de la classification des nceuds; cette
idée a été reprise dans plusieurs mémoires présentés a la Société
royale des Sciences d’Edimbourg, par M. Tait qui a retrouvé la
plupart des résultats de Listing, a propos de I'idée de M. Thom-
son sur les Vortex-Atoms. La géométrie des nceuds est un des
chapitres de la géométrie du tissage.

LA GEOMETRIE DU TISSAGE.

La géométrie des tissus & fils rectilignes a pour objet la con-
struction et la classification de tous les systémes possibles d’entre-
croisement des fils de chaine et de trame. Les premiers essais
sur ce sujet ont été publiés,en 1867, dans notre opuscule intitulé:
Application de I Arithmétique & la construction de I'armure
des satins réguliers. Mais, depuis, nous avons ajouté de nou-
veaux développements dans des communications aux divers
congrés de 1'Association francaise. Cette théorie a donné lieu
a d’autres travaux analogues, parmi lesquels nous citerons ceux
de M. Gand, a la Société industrielle et 2 ’Académie d’Amiens;
de MM. Thiele, Broch et Tchebychef, aux cong:rés de Lille et de
Paris; de MM. Laisant, Laquiére et de Polignac, a la Société
mathématique de France ; de M. Cerruti, a I'Ecole profession-
nelle de Biella. Dans notre opuscule : Principii fondamentali
della geometria dei tessuti, nous avons donné le premier cha-
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pitre de cette géométrie. Il contient la définition etla construction
des armures fondamentales, qui reproduisent toutes les autres,
par combinaison ou par mélange, de méme que les corps simples
de la Chimie composent tous les corps artificiels ou naturels.

Les armures fondamentales sont divisées en deux classes : les
sergés et les satins réguliers, en considérant armure de la toile
comme le sergé le plus simple. Sil’on numérote successivement
les divers points de liage ou de croisement des fils d’un satin,
ainsi que ceux de satins paralléles soumis a certaines lois, de
maniére & couvrir le quadrille de larmure, on obtient les carrés
diaboliques ; inversement, ceux-ci représentent toutes les com-
binaisons des armures fondamentales. Ainsi, les carrés que nous
avons figurés précédemment contiennent les armures du satin
contredit sur quatre fils de chaine et du satin carré sur cing fils.
En outre, nous avons constaté I'identité de construction des
carrés magiques des Indiens et des armures des sergés compo-
sés. Qui sait s'il ne faut pas chercher dans I'observation de la
structure des ancienschales du royaume de Cachemire, l'origine
des carrés magiques?

Nous arréterons ici cette rapide revue, car dans le cours de ce
livre occasion se présentera nécessairement de citer et de déve-
lopper les recherches plus récentes. Nous aurions pu également
remonter plus haut, mais cette face de la question historique se
précisera par le développement méme de notre travail et par la
lecture de I'Index bibliographique qui termine ce volume.

Dans son Essai d’éducation nationale, La Chalotais insiste a
diverses reprises sur la nécessité et sur l'utilité d’instruire les
enfants par les récréations. « Je suppose, dit-il, qu'un enfant
sache déja lire et écrire, qu’il sache méme dessiner, ce que je
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regarde comme nécessaire, je dis que les premiers objets dont on
doit I'occuper depuis cing a six ans jusqu’a dix sont 1'Histoire,
la Géographie, I'Histoire naturelle, des Récréations physiques et
mathématiques; connaissances qui sont & sa portée, parce qu’elles
tombent sous les sens, parce qu'elles sont les plus agréables et par
conséquent les plus propres & occuper I'enfance. » Et plus loin:
« La Géométrie ne demande pas plus d’application que les jeux
de piquet et de quadrille. C'est aux mathématiciens & trouver
une route qui n'ait pas encore été frayée. On pourrait peut-étre
commencer par des Récréations mathématiques (1). »

Nous serions heureux de contribuer a rendre expérience pos-
sible et concluante.

(*) Essai d'Education nationale, ou Plan d'études pourla jeunesse, par
messire Louis-Réné de Caradeuc de La Chalotais, procureur général du
Roi au Parlement de Bretagne; 1763.
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LE JEU DES TRAVERSEES EN BATEAU.

A Monsieur Pamiral de Jonquiéres, membre
de Ulnstitut.

« C'est le principal défaut de beaucoup de savants,
qu'ils ne s'amusent qu'a des discours vagues et rebattus,
pendant qu'il y a un si beau champ & exercer leur
csprit dans des objets solides et réels, avec l'avantage
du public. Les chasseurs, les pécheurs, les marchands,
les mariniers voyageurs et méme les jeux tant d'adresse
que de hasard fournissent de quoi augmenter considé~
rablement les sciences utiles. Il y a presque dans les
exercices des enfants ce qui pourrait arréter le plus
grand mathématicien. »

(LeiBNiz, — Oper, phil.)
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LE JEU DES TRAVERSEES EN BATEAU.

HISTORIQUE. — BIOGRAPHIE DE BACHET.

ETTE premiére récréation contient la discussion, la recti-
fication et la généralisation de plusieurs problémes de
I'antiquité, qui se rapportent ala géométrie de l'ordre et

de la situation.

Quant a l'origine des problémes qui suivent, nous la croyons
inconnue, comme celle du baguenaudier, dont nous donnons la
théorie dans la septiéme récréation. Peut-étre y a-t-il une con-
nexion entre le probléme des trois maris jaloux et le jeu du
paguenaudier de trois anneaux. Clest une question a élucider.

11 est facile de réaliser le jeu des traversées en se servant des
.artes d’'un jeu de piquet, pour le probléme de trois ou de
quatre ménages; s'il y a plus de ménages, on prendra plusieurs
jeux. On peut aussi remplacer les cartes par des jetons numé-
rotés blancs et roses, ou de deux couleurs quelconques. En lisant

E. Lucas. — Récréations mathém. 1
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attentivement la discussion du probléme que nous donnons
plus loin, d’aprés Bachet lui-méme, on apprendra assez rapi-
dement la manceuvre de ce jeu intéressant. Bachet est I'un
des premiers auteurs francais qui aient écrit sur Parithmétique et
sur la géométrie de situation; nous extrayons de ‘la Préface de
nos Recherches sur I’Analyse indéterminée et sur I'Arithmé-
tique de Diophante (Moulins, 1873), la notice biographique sui-
vante :

Gaspar BacHEer, sieEur pE MEzIriac, né a Bourg-en-Bresse, en
1581, et mort en 1638, était un géometre et un littérateur dis-
tingué. Il fut, a la suite d'un voyage en Italie avec le grammai-
rien Vaugelas, proposé comme précepteur de Louis XIII; mais
comme il n’était pas ambitieux, il quitta précipitamment la capi-
tale, tout effrayé, et disant qu’il n’avait jamais été si en peine,
s'imaginant déja porter sur ses épaules le lourd fardeau du
royaume. De retour dans sa ville natale, il se maria, et son choix
fut heureux a ce qu'il parait, car il avoue lui-méme que c’était
la meilleure chose qu'il et jamais faite. C’est au milieu du
calme de cette vie intérieure qu’il découvrit la résolution de
Péquation indéterminée du premier degré en nombres entiers,
publia deux éditions successives de son Recueil de Problemes
plaisants et délectables qui se font par les Nombres (Lyon, 1613
et 1624), ¢t son commentaire sur U'Arithmétique de Diophante
(Paris, 1621). '

SHEN



Les traversées en bateau. 5

LA TRAVERSEE D'UN REGIMENT DANS UN BATELET.

Une compagnie d’infanterie s'avance sur le bord d'un fleuve ;
mais le pont est brisé, la riviére est profonde. Le capitaine
apergoit, sur le bord, deux enfants qui jouent dans un petit
canot; ce bateau est si petit, qu'il ne peut porter plus d’'un
soldat. Comment s’y prendra le capitaine pour faire passer
le fleuve aux soldats de sa compagnie?

Les deux enfants traversent la riviére; I'un d’eux reste sur la
seconde rive, et 'autre raméne le bateau. Puis I’un des soldats
traverse la riviére, et I'enfant passé raméne le bateau.

Par cette tactique, de deux allers et de deux retours, un
soldat passe. On la recommencera autant de fois qu’il y a
d’hommes dans la compagnie, en y comprenant le capitaine et

ses lieutenants.

LA TRAVERSEE DU BATELIER.

Sur le bord d’une riviére se trouvent un loup, une chévre et un
chow; il Wy a qu'un bateau si petit, que le batelier seul et I'un
d’eux peuvent y tenir. Il est question de les passer tous trois,
de telle sorte que le loup ne mange pas la chévre, ni la chévre
le chou, pendant I'absence du batelier.

Le batelier commencera par passer la chévre ; puis il retour-

nera prendre le loup; quand il aura passé le loup, il raménera la
chévre, qu'il laissera sur la premiére rive pour passer le chou du



6 ‘Premiere récréation.

c6té du loup. Enfin il retournera prendre Ja chévre, etla passera.
Par ce moyen, le loup ne se trouvera donc avec la chévre, ni la
chévre avec le chou, qu’en présence du batelier.

LA TRAVERSEE DES TROTS MENAGES.

Trois maris jaloux se trouvent avec leurs femmes au passage
d'une riviére, et rencontrent un bateau sans batelier; ce bateau
est si petit, qu’il ne peut porter plus de deux personnes a la fois.
On demande comment ces six personnes passeront, de telle sorte
gqwaucune femme ne demeure en la compagnie d’'un ou de deux
hommes, si son mari n'est présent.

La solution de ce probléme antique est contenue dans les vers
latins que voici :

It duplex mulier, redit una, vehitque manentem;
Itque una, utuntur tunc duo puppe viri.

Par vadir, redeunt bini; mulierque sororem
Advehit; ad propriam sive maritus abit.

En d'autres termes, désignons les maris jaloux par les grandes
lettres A, B, C, et leurs femmes respectives par les petites lettres
correspondantes a, b, ¢; on a, au départ,

Premiére rive. ! Deuxieme rive.
A

C B A . d .

c b a |

On opérera de la maniére suivante, en observant qu’aprés
chaque voyage le bateau est amarré a la seconde rive.
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I. — Deux femmes passent d"abord :

C B A l . A .
@ b a
Il. — Une femme revient et emmeéne la troisiéme :
C B A l . . .
c b a

III. — Une femme revient, reste avec son mari, et les deux
autres maris passent :
c . . - B A
cu . I b a
IV. — Un marirevient avec sa femme qu’il laisse, et emméne
Pautre mari :

. 5 : l C B
c b a
V. — La femme passée revient chercher I'une des deux autres :
o < , C B A
R - . b a
VI. — Une femme (ou le mari) revient chercher la derniére :
. o o ‘ C B A
c b a

Au moyen de la réalisation du jeu par des cartes ou des jetons,
il sera facile de comprendre le raisonnement de Bachet, que nous
reproduisons ci-dessous : « Il semble que cette question ne soit
fondée en aucune raison; mais toutefois la condition apposée
qu’il ne faut point qu’aucune femme demeure accompagnée
d’aucun des hommes si son mari n’est présent, nous peut guider
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e

pour ttouver la solution d’icelle par un discours infaillible. Car il
est cértain que pour passer deux a deux, il faut ou que deux
hommes passent ensemble ou deux femmes, ou un homme avec
sa femme. Or, au premier passage, on ne peut faire passer deux
hommes (car alors un homme seul demeurerait avec les trois
femmes, contre la condition); donc il est nécessaire que deux
ferimes passent, ou qu’il passe un homme avec sa femme; mais
ces deux fagons reviennent a une, d’autant que si deux femmes
passent, il faut que I'une raméne le bateau; partant une seule se
treuve en Pautre rive; et si un homme passe avec sa femme, le
méme adviendra, d’autant que ’'homme doit ramener le bateau
(car si la femme le ramenait, elle se treuverait avec les deux
autres hommes sans son mari).

« Au second passage, deux hommes ne peuvent passer, car
I’un deux lairrait sa femme accompagnée d'un autre homme;
un homme aussi avec sa femme ne peut passer (car, étant pass,
il se treuverait seul avec deux femmes); il est donc nécessaire que
les deux femmes passent: ainsi les trois femmes étant passées, il
faut que I'une d’icelles raméne le bateau. Quoi fait, au troisiéme
passage, ol restent & passer les trois hommes et une femme, on
voit bien que deux femmes ne peuvent passer, puisqu’il n’y en a
qu’une; un homme aussi avec sa femme ne peut passer (car étant
passé il se treuverait seul avec les trois femmes); donc, il faut que
deux hommes passent et allent vers leurs deux femmes, laissant
l’autre avec la sienne. Or, qui raménera le bateau?

« Un homme ne peut le faire (car il lairrait sa femme accom-
pagnée d’un autre homme); une femme (ou deux femmes) (") ne

(*) Les mots en italique ne sont pas dans Bachet; c’est un oubli.
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peut aussi (car elle irait vers un autre homme en laissant son
mari); que si les deux hommes le ramenaient, ce serait ne rien
faire, car ils retourneraient la d’ou ils sont venus. Partant, ne
restant autre moyen, il faut qu’un homme avec sa femme raméne
le bateau.

« Au quatriéme passage, ou restent a passer deux hommes avec
leurs deux femmes, il est certain qu'un homme avec sa femme
ne doit passer (car ce serait ne rien faire); les deux femmes aussi
ne peuvent passer (car alors les trois femmes seraient avec un seul
homme); donc il faut que les deux hommes passent. Alors pour
ramener le bateau, deux hommes ne peuvent étre employés (car
ce serait retourner la d’oli ils sont venus); un homme seul aussi
ne peut (car, cela fait, il se treuverait seul avec deux femmes);
donc il faut que ce soit la femme qui, en deux fois, aille quérir les
deux autres femmes qui restent a passer, et voila le cinquiéme
et le sixieme passage. Partant, en six fois, ils sonttous passés sans
enfreindre la condition ('). »

Le raisonnement qui précéde nous montre que le probléme
proposé¢ ne comporte qu’une seule solution en six passages, au
plus.

L’ERREUR DE TARTAGLIA.

Tartaglia, illustre mathématicien italien, naquit a Brescia
vers 1510, et mourut en 1557. Il a donné, avant Pascal, la
(*) BacuET, Problemes plaisants et délectables qui se font par les Nombres.

Quatrieme édition, revue, simplifiée et augmentée par A. Lasosne. Paris,
GAuTnIER-VILLARS, 1879, p. 148-150.
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théorie du triangle arithmétique, et avant Cardan, la résolution
de I'équation du troisiéme degré. Dans son Traité d’Arithmé-
tique, il s’est proposé de résoudre le probléme pour quatre mé-
nages, en conservant les conditions de I'énoncé précédent; mais
ce grand savant s'est trompé. Bachet, qui le fait remarquer, a
reconnu que la chose est impossible, mais sans donner de dé-
monstration.

Voici comment on peut démontrer 'impossibilité de ce pro-
bléme, lorsqu’on ne peut faire passer plus de deux personnes a la
fois. On observera d’abord que d’un passage au suivant le
nombre des personnes passées, s'il augmente, ne peut augmenter
que d’une unité. Par conséquent, supposons qu’on ait fait passer
deux, puis trois, puis quatre personnes avec les conditions impo-
sées, et voyons si I'on pourra faire passer cinq personnes. Ces
cing personnes peuvent étre passées de l'une des quatre fagons

suivantes :

4 femmes. | 3 femmes. ‘! 2 femmes. | 1 femme.
|

1 homme. 11 2 hommes. | 3 hommes. | 4 hommes.

Mais les deux premiers cas sont impossibles, d’aprés 1'énoncé,
puisque sur la seconde rive les femmes seraient en majorité, et,
par suite, il y aurait quelque femme qui se trouverait avec un
homme sans son mari; de méme, le troisiéme cas est impossible,
puisque sur la premiére rive les femmes seraient encore en majo-
rité sur les hommes présents.

Quant au dernier cas, il peut avoir lieu, c’est que le dernier
passage a amené deux hommes, ou un homme et une femme. Or
il n’a pu amener deux hommes, car alors il y aurait eu sur la
premiére rive deux hommes et trois femmes, ce qui est impos-
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sible comme dans le second cas; il n’a pu amener non plus un
homme et une femme, car il y aurait eu sur la premiére rive un
homme et quatre femmes, ce qui est impossible comme dans le
premier cas.

Donc on ne peut faire passer cinq personnes, par suite des
exigences de 1'’énoncé du probléme.

P

LA TRAVERSEE DE QUATRE MEENAGES.

Cependant le probléme de la traversée de quatre ménages peut
étre effectué, si le bateau peut contenir jusqu’a trois personnes,
en conservant les autres conditions imposées, ainsi que l'a dé-
montré M. Labosne.

Désignons les maris ou les rois des quatre couleurs du jeu de
cartes par les grandes lettres A, B, C, D, et les femmes ou les
reines respectives, parles petites lettres correspondantes a, b, ¢, d;
on a, au départ,

Premiére rive. | Deuxiéme rive.

D C B A
d ¢ b a

En admettant que le bateau puisse contenir jusqu’a trois per-
sonnes, on opérera conformément au tableau suivant :

I. — Trois reines passent d’abord :

D C B A
@ oM om g . ¢ b a
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II. — Une reine (ou deux) revient et emmeéne la quatriéme :
D C B A ; . . .
e L
ITI1. — Une reine revient, reste avec son mari; les trois autres

rois passent :

D A . | . C B A
e, e | ¢ b a

|
IV. — Un roi revient avec sa femme et emméne 'autre roi :

. n o ‘ D C B A
d . . . |

@ b a

V. — Enfin le dernier des rois revient chercher sa femme :
. . . . ! D C B A
. . . J | d c b a

LSHETNS

PROBLEME GENERAL DES TRAVERSEES.

En suivantla méme voie, on généralise le probléme précédent
que I'on peut énoncer ainsi :

Des maris en nombre quelcongue n se trouvent avec leurs
femmes au passage d'une riviére et apergoivent un bateau sans
batelier; ce bateau ne peut porter plus de (n — 1) personnes. On
demande comment ces 2n personnes passeront, de telle sorte
qu’aucune femmene demeure en la compagnie d’un autre homme,
ou de plusieurs autres, si son mari n'est présent.



Les traversées en bateau. 13

Pour la solution de ce probléme, nous supposerons qu’il y a
plus de quatre ménages; nous désignerons

les maris par les lettres ML —— BA,
et leurs femmes par ml —— ba.

Les deux traits horizontaux représentent un ou plusieurs
ménages, en nombre quelconque.
On a, au départ :

Premiére rive. Deuxiéme rive.
ML — BA
ml — ba |

On opérera conformément au tableau suivant :

[. — D’abord (7 — 1) femmes passent :
ML — BA
m . P ) —  ba
II. — Une femme revient chercher la derniére :
ML — BA ! .
! ml  —  bg
ITI. — Une femme revient, reste avec son mari, et les autres

maris passent :
M. ... .. l .L — BA

m. ) —_— ba

IV. — Un couple repasse la riviére et raméne le couple restant :

ML — BA
ml — ba.

-
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La traversée est effectuée en quatre voyages, tandis que pour
quatre ménages il en faut cinq; dans ce cas, le dernier voyage
se dédouble, puisqu’il reste quatre personnes sur la premiére rive,
apreés le troisiéme passage.

AUTRE GENERALISATION DU PROBLEME,

L’énoncé général qui précede a été proposé par M. Labosne,
qui a donné une solution de ce probléme dans son édition des
Problémes plaisants et délectables de Bachet de Méziriac. Mais
]a solution que nous venons d’exposer est beaucoup plus simple
que celle de I'éditeur.

D’ailleurs, nous observerons ici que cette généralisation ne
nous semble pas compléte; elle ne concorde pas entiérement avec
'idée renfermée dans I’énoncé du probléme des trois maris jaloux.
D’aprés le tableau précédent, on voit que I'on peut faire passer
neuf ménages avec un bateau contenant huit personnes au plus.
Cependant il est facile de voir que cette traversée peut étre effec-
tuée avec un bateau contenant deux personnes de moins, c'est-a-
dire contenant six personnes au plus. En effet, dans la solution
du probléme des trois ménages, chacun d’eux peut étre considér¢
comme triple, et la traversée pourra s’effectuer conformément au
premier tableau que nous avons donné,cn y supposant que Aa,
Bb, Cc représentent des triples ménages.

En conséquence, 1'énoncé général du probléme des traversées

de n ménages ¢st le suivant :
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Des maris en nombre quelcongue n se trouvent avec leurs
femmes au passage d'une riviére; guel doit étre le plus petit
nombre x de personnes qu'un bateau peut au plus contenir, pour
effectuer la traversée, sans batelier, avec la' condition qu'au-
cune femme ne demeure dans le bateau ou sur 'une des rives
en compagnie d’un ou de plusieurs hommes, si son mari n'est

présent.

Nous donnerons la solution de ce probléme dans la note 1.
placée a la fin du volume.

I

LA STATION DANS UNE ILE.

Nous ajouterons, pour terminer cette récréation, qu’il y a une
autre maniére de généraliser le probléme des maris jaloux par
une méthode trés simple et trés ingénieuse, dont l'idée nous a
été suggérée au Congrés de Association francaise pour I'avan-
cement des sciences, 4 Montpellier, en 1879, par un jeune éléve
du lIycée de cette ville, M. Cadet de Fontenay. En effet, il suffit
de supposer que, dans la traversée du fleuve, on peut s’arréter
dans une ile; dans ce cas, en conservant toutes les autres con-
ditions du premier problé¢me, on peut effectuer avec un bateau,
contenant deux personnes au plus, la traversée d’un nombre
quelconque de ménages. En d’autres termes, nous donnerons la

solution compléte du probléeme suivant :

Des maris, en nombre quelconque, se trouvent avec leurs
femmes au passage d’une riviére; ils rencontrent un bateau si
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petit, qu’il ne peut porter plus de deux personnes. De plus, la
riviére renferme une ile sur laquelle on peut s'arréter. On de-
mande comment toutes ces personnes passeront la riviére, de
telle sorte qu’aucune femme ne demeure, soit sur les deux rives,
dans le bateau ou dans 'ile, en la compagnie d’un ou de plu-
sieurs hommes, si son mari n’est présent.

Nous supposerons d’abord que le nombre des maris est au
moins égal 4 quatre. La traversée se composera toujours de trois
phases distinctes.

Puase pE pEParT. — Dans cette premiére partie, il s’agit de
faire passer un ménage sur la seconderive, et un autre dans I'ile;
on arrive a ce résultat par cing voyages; aprés chacun d’eux, le
bateau est amarré dans I'ile.

Les deux traits horizontaux représentent encore un ou plu-

sieurs ménages.

Premiére rive. | Ile. | Deuxiéme rive.

[. - Deux temmes passent dans lile :
- D C B Al . . . ] e
—_— d C o < o o b a I o o . .

II. — T ’'une d’elles revient chercher la troisiéme :
— D C B A A e ’ 3ol " g 0™ o
—  d ¢ b a . c .

I1I. — Une femme revient, reste avec son mari, et deux maris

rejoignent leurs femmes :
-— D C . . | . .. B A 7 . . . .
==mgl "G b a ‘
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IV. — Les femmes de l'ile passent sur la deuxié¢me rive, ct
I'une d’elles revient dans I'ile :

=5 D) GF o [ o o e B ARy o B Ge g
-_—d ¢ . . . . b . 4 . . . a

V. — Les hommes de I'tle traversent le second brus, et 'un
d’eux revient dans I'ile avec sa femme :

— D C . .1 . . B . 5 "%
= @l @ . o . . b . | . . o a
Prase interyiépistre. — Ils’agit @ 1°d’aller chercher un couple

sur la premiére rive pour amener dans I'ile; 2° de faire passer un
couple de l'ile sur la seconde rive, le bateau restant toujours
amarr¢ dans I'ile aprés chaque voyage; cette phase comprend
quatre voyages.

I. — L’homme de Pile revient sur la premiére rive et deux
femmes rejoignent I'ile :

— DCB .| . . .- . | . . . A

= g om0 @ Tey b " o mn oo @

I1. — Une femme revient, reste avec son mari, et les deux
autres rejoignent leurs femmes dans Pile :

= D 6 o of* o G B o, W oms o A

e g = | meae = ma

ITI. — Les deux maris traversent le second bras, et la femme
revient dans l'ile :

MD...}.,..t.CBA
-—d . . .| . ¢ b a | .

E. Lucas. — Récréations mathém. 2
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1V. — Deux femmes de l'ile traversent le second bras, et le
mari C revient dans 'ile :
= D) B > & . . B A
—d . . . - R . . b a

On répetera cette phase intermédiaire jusqu’a ce qu'il ne reste
plus qu’un seul ménage sur la premiére rive.

DEernNiERE PHASE. — 1 s’agit de faire passer sur la deuxi¢me rive
le ménage resté sur la premicre, et celui qui est resté dans I'ile.
11 faut trois voyages, le dernier étant compté pour un seul.

1. — L’homme de l'ile revient chercher le dernier mari :

. «. . .. ¢'DC . . |. . B A —
d . . . I - ¢ .« . . . b a —-

II. — Les hommes de I'ile passent sur la seconde rive, et une
femme revient dans Pile :

Y ] o BB B |D C B A —

d . . . . ¢ b . .. a —

I11. — Les femmes de I'ille passent le second bras, et l'une
d’elles revient chercher la derniére femme :

D CB A —

. M d ¢ b a —

Dong, s'il n’y a que quatre ménages, la traversée s'effectue en
douze passages; et s'il y a n ménages, elle peut s’effectuer en un
nombre de voyages au plus égal a 4 (n—1).

N SAE et 2.V

a K
(O P Piacatt O}



DEUXIEME RECREATION.

LE JEU DES PONTS ET DES ILES.

A Monsieur Edouard Collignon, inspecteur général
des Ponts et Chaussées.

«Ilestdesesprits de toutes les trempes, comme des
caracteres et des visages différents. Ce qu'un ordre
d hommes honore d’'une profonde indiﬂérence,d’aulres
en font leurs délices. Clest en cela que consiste I'har-
monie de l'univers. »

{Ozanam, — Priface des Retréations.,)

« Quand le pont est passé, on se mocque du sainct, »

(Proverbe du moyen dge.)






DEUXIEME RECREATION.

LE JEU DES PONTS ET DES ILES.

arMrtlesdivers travaux desmathématicienssur cette branche
de la science de I’étendue que l'on nomme Géométrie de
situation, on rencontre, dés P'origine, un fameux Mémoire
d’Euler, connu sous le nom de Problénie des Ponts de Keenigs-
berg; nous donnons, d’aprés les Nouvelles Annales de Mathéma-
tiqgues, un commentaire de cet opuscule, qui a paru en latin
dans les Mémoires de I’ Académie des sciences de Berlin pour
Pannée 1759, et qui a pour titre : Solutio problematis ad Geo-
metriam situs pertinentis.

D)
“CT

LE MEMOIRE D EULER.

1° Outre cette partic dela Géométrie qui s’occupe de la gran-
deur et de la mesure, et qui a été cultivée dés les temps les plus
reculés, avec une grande application, Leibniza fait mention, pour
la premiére fois, d’une autre partie encore trés inconnue actuelle-
ment, qu’il a appelée Geometria situs. D’aprés lui, cette branche
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de la science s’occupe uniquement de 'ordre et de la situation,
indépendamment des rapports de grandeur. Mais quels sont les
problémes qui appartiennent a cette géométrie ; quelles sont les
méthodes qu’il faut employer a leur résolution? C’est ce qui n'a
pasencore €té nettement défini. Récemment jai entendu parler
d’un probleme qui parait se rapporter & la Géométrie de situation,
puisqu’il ne contient, dans son énoncé, que des considérations
d’ordre et non de mesure ; aussi ai-je résolu d’exposer ici,comme
un spécimen, la méthode que jai trouvée pour résoudre ce
probléme.

2° A Keenigsberg, en Poméranie, il y a une ile appelée Kneip-
hof; le fleuve qui l'entoure se divise en deux bras (fig. 1), sur les-
Fig. 1.

Les ponts de Kcenigsberg en 1759.

quels sont jetés les sept ponts a, b, ¢, d, ¢, f, g. Cela posé, peut-
on arranger son parcours de telle sorte que 'on passe sur chaque



Le jeu des ponts et des iles. 23

pont, et que I'on ne puisse y passer quune scule fois? Cela
semble possible, disent les uns; impossible, disent les autres;
cependant personne n’a la certitude de son sentiment. Je me suis
donc proposé le probléme suivant, qui est trés général :

Quelle que soit la_forme d’un fleuve, sa distribution en bras,
par des iles en nombre quelconque, et quel que soit le nombre des
ponts jetés sur le fleuve, trouver si I'on peut franchir celui-cien
passant une fois, et une seule, sur chacun des ponts.

30 Quant au probléme particulier des sept ponts de Kcenigs-
berg, on pourrait évidemment le résoudre en faisant ’énumé-
ration compléte de tous les parcours possibles ; on reconnaitrait
ainsi il existe ou non un chemin qui réponde a la question.
Mais, par suite du grand nombre de permutations, cette méthode,
déja difficile et laborieuse dans le cas particulier, serait imprati-
cable pour un plus grand nombre de ponts ; d’autre part, parmices
permutations, beaucoup d’entre elles sont inutiles, de telle sorte
qu'aprés avoir terminé I'opération on aurait rencontré un grand
nombre de choses qui ne sont pas en question ; c’est en cela, sans
aucun doute, que réside la cause d’une aussi grandedifficulté (*).
Donc, en laissant de c6té ces considérations, j'ai recherché s'il
n’était pas préférable d’imaginer une méthode qui permit de
juger, au premier abord, de la possibilité ou de I'impossibilité du
probléme ; je pensais, en effet, qu'une telle méthode devait étre
beaucoup plus simple (*).

(*) Cest pour la méme raison, trés probablement, que 'on n'a pas encore
trouvé la solution du probleme des reines lorsque le nombre de celles-ci
dépasse huit; voir A ce sujet notre quatritme récréation sur le probleme des
huit reines au jeu des échecs. Quant aux permutations qu'il y aurait lieu
de considérer ici, ce sont les permutations avec répétition.

(2) Cetie remarque d’Euler comporte un trés grand caractére de généralité
quelle ne parait pasavoir toutd’abord. J'ai observé que, dansun grand nombre
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4° Or, toute la méthode repose sur une maniére convenable
de représenter les divers chemins; pour cela, je me sers des lettres
majuscules A, B, C, D, ... pour désigner les diverses régions
sépardes par les bras du fleuve; alors, si I'on passe de la région A
dans la région B, soit par le pont a, soit par le pont b, je désigne
ce chemin par AB; la premiére lettre indique la région de départ,
et la seconde la région d’arrivée. Maintenant, si le voyageur
passe dela région B danslarégion D, par le pont # par exemple,
je désigne la scconde traversée par BD, et l'ensemble des deux
passages successifs par ABD; ainsi, la lettre intermédiaire B
désigne en méme temps la région d'arrivée aprés la premiére
traversée, et la région de départ pour la seconde.

5° Si le voyageur passe ensuite de D en C par le pont g, je
désigne I'ensemble des trois passages successifs par les quatre
lettres ABDC. Ainsi, la notation ABDC signifie que le voya-
geur, situé primitivement dans la région A, est parvenu dans la
région C, aprés avoir occupé successivement les régions B et D,
mais, puisque ces quatre régions sont sépardes les unes des autres
par le bras du fleuve, le vovageur a da franchir trois ponts; de
méme, tout parcours dans lequel on traverse quatre ponts sera dé-
signé par cing lettres. En général, si le voyageur traverse n ponts,
la notation de son parcours contiendra 7+ 1 lettres. Ainsi,
de problemes de la Géomérrie desituation, 11y a souventunediflérence consi-
dérable dans la manicre de traiter la possibilité et 'impossibilité ; en géné-
ral, 'impossibilité se manifeste plus facilement que la possibilité, ainsi
que l'on pourra s’en convaincre dans les théories du solitaire, du taquin
et de quelques autres jeux. Dans le paragraphe suivant, Euler ajoute que
toute sa méthede repose sur une notation spéciale; nous ferons voir encore
que dans tous ces problémes il en est toujours ainsi. On verra, dans notre

récréation sur le jeu de baguenaudier, comment la notation si ingénieuse
de M. Gros simplific considérablement la théorie de ce jeu.
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dans le probléme des sept ponts de Koenigsberg, tout chemin
possible doit étre désigné par huit lettres.
6° On observera que, dans cette notation, il n’est pas tenu
compte de la désignation des ponts par lesquels le passage s'ef-
fectue; il est évident, en effet, que les ponts qui réunissent les
mémes régions peuvent étre, dans chaque parcours, remplacés
les uns par les autres. Par conséquent, dans le probléme des sept
ponts, tout parcours est représenté par huit lettres; mais, de plus,
ces huit lettres doivent étre disposées de telle sorte que la suc-
cession immaddiate des lettres A et B, dans I'ordre AB ou BA, se
présente deux fois, puisqu’il y a deux ponts qui réunissent les
rives desrégions A et B; de méme, le voisinage des lettres A et C
doit aussi apparaitre deux fois; pour la méme raison, il est néces-
saire que les lettres B et D, ou C et D soient voisines une seule
¥ois.
7° Le probléme particulier s¢ réduit donc & former avec les
quatre lettres A, B, C, D une série de huit lettres, dans laquelle
tous ces voisinages apparaissent autant de fois qu'ila été indiqué;
mais, avant de chercher a effectuer une telle disposition, il est
bon de se demander si celle-ci est réalisable. En effet, si 'on
démontrait, et c’est ce qui a lieu ici, qu’un tel assemblage de
lettres est impossible, il serait inutile de continuer. Aussi ai-je
trouvé une regle qui donne, pour tous les cas, la condition indis-
pensable pour que le probléme des ponts et des iles ne soit pas
impossible.
8° Pour cela, je considére uniquement la région A, dont la
rive est réunie & celle des autres régions par un nombre quel-
conque de ponts a, b, ¢, d, e, ... En commencant par le pont a,
jobserve que si le voyageur traverse ce pont, ou biea le voya-
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geur se trouvait en A avant le passage, ou s’y trouvera aprés;
par conséquent, en franchissant le pont a dans un sens ou dans
lautre, la lettre A paraitra une seule fois dans la notation. Sup-
posons maintenant que trois ponts a, b, ¢ conduisent dans la
région Aj; sile voyageur traverse les trois ponts, la lettre A appa-
raitra deux fois dans la notation, soit qu’au début le voyageur
parte de cette région ou d’une autre quelconque. De méme, si
cinq ponts conduisent en A, la lettre A sera comprise trois fois
dans la notation du passage a travers tous ces ponts. En général,
si le nombre des ponts qui aboutissent a la rive de la région A
est impair (une telle région sera appelée région impaire), la
lettre A apparaitra, dans la notation du passage complet, un
nombre de fois égal & la moitié du nombre des ponts augmenté
d’'une unité. En d’autres termes, si le nombre des ponts est
21 -+ 1, le nombre d’apparitions de A sera la moitié de 2n 4 2
oun -+ 1.

9° Dans le cas du probléme de Koenigsberg,cinq ponts abou-
tissent a la région A, et trois ponts & chacune des régions B,C, D;
donc, dans la notation du parcours complet, la lettre A doit
apparaitre trois fois, et chacune des lettres B, C, D doit étre
écrite deux fois; par conséquent cette notation devrait renfer-
mer neuf lettres, et non huit, ainsi que nous l'avions trouvé par
d’autres considérations. Ainsi le probléme de franchir une seule
fois tous les ponts de Koenigsberg n’est pas possible.

¢L0®

10° On appliquera exactement le méme raisonnement pour
tous les cas dans lesquels le nombre des ponts qui aboutissent
aux différentes régions est toujours impair; on pourra déterminer
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des cas d'impossibilité du parcours. En effet, s’il arrive que le
nombre total des apparitions de toutes les lettres n’égale pas le
nombre de tous les ponts augmenté de l'unité, le probléme est
alors impossible. On observera que la régle donnée pour obtenir
le nombre des répétitions de la lettre A par le nombre impair des
ponts de la région s’applique toujours, soit que tous les ponts
issus de la rive A aboutissent 4 une scule région B, soit qu’ils
aboutissent & un nombre quelconque de régions.

11° Mais, lorsque le nombre des ponts issus de A est pair, on
doit considérer deux cas, suivant que le voyageur est parti de A
ou d’une autre région. En effet, si deux ponts conduisent en A,
et si le voyageur est parti de A, alors la lettre A doit étre répétée
deux fois : une premiére fois pour le départ par I'un des ponts,
et une deuxi¢me fois pour le retour par 'autre pont; mais si le
voyageur a commencé ses pérégrinations par unc autre région,
la lettre A ne se trouvera écrite qu’une seule fois et désignera tout
aussi bien, ainsi qu’il est convenu, l'arrivée en A par I'un des
ponts et le départ par l'autre.

12° Supposons que quatre ponts conduisent dans la région A,
et que le voyageur parte de celle-ci; alors la notation du parcours
contiendra trois fois la lettre A s’il passe une fois, et une seule,
sur chacun de ces ponts; mais s’il est parti d’une autre région,
la lettre A ne sera répétée que deux fois. De méme, lorsque six
ponts aboutissent a la région A, la notation du parcours renfer-
mera quatre fois ou trois fois la lettre A, suivant que le départ
s'est effectué de la région A ou d’une autre. En général, lorsque le
nombre des ponts d’une rive est pair (région paire), la notation
correspondante renferme la lettre de cette région un nombre de
fois égal & la moitié¢ du nombre des ponts, si le départ s’est établi
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d’une autre région, et & ce nombre augmenté de ['unité, si le
commencement du voyage a eu lieu dans cette région.

13° Mais il est évident que, dans le parcours complet, on ne
peut partir que d’une seule région; par conséquent je prendrai
toujours pour le nombre des répétitions d’une lettre la moitié du
nombre des ponts pour une région paire, et la moitié du nombre
des ponts augmenté d’une unité, si la région est impaire. Nous
aurons alors deux cas & considérer, suivant que le départ s'ef-
fectue d'une région impaire ou d’une région paire.

Dans le premier cas, le probléme sera impossibie si le nombre
total des répétitions des lettres ne surpasse pas d’une unité le
nombre total des ponts. Dans le cas de départ d’une région paire,
le probléme sera impossible, si le nombre total des répétitions des
lettres n’égale pas le nombre des ponts; car, en commencant par
une région paire, on devra augmenter d'une unité pour cette
région, et pour celle-1a seulement, le nombre des répétitions de

la lettre correspondante.

wie

4° Considérons donc une disposition quelconque des ponts et
des iles d'un fleuve. Pour savoir si le parcours complet de tous
les ponts n’est pas impossible @ priori, on opére de la maniére
suivante : 1° On désigne chacune des régions séparées les uncs
des autres par les lettres A, B, C, D; 2°on prend le nombre de
tous les ponts, et on le place en téte du tableau de calcul que
nous allons indiquer; 3° on écrit dans une colonne verticale
chacune des lettres A, B, C, D, et dans une secconde colonne, le
nombre des ponts qui aboutissent a ces différentes régions; 4° on
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marque d'un astérisque les régions paires, c'est-a-dire celles
auxquelles aboutissent des ponts en nombre pair; 5° on écrit
dans une troisi¢me colonne verticale les moitiés des nombres
pairs, et les moitiés des nombres impairs, augmentés d'une unité,
de la colonne précédente; 6° on fait la somme de tous les nom-
bres de cette derniére colonne. Lorsque cette somme est égale
au nombre de tous les ponts ou lui est supérieure d’une unité, le
passage complet peut étre effectué, sinon le probléme est impos-
sible. Mais il faut observer que, dans le premier cas, le départ
doit commencer par une région paire, marquée d’un astérisque;
dans le second cas, le départ doit s’cffectuer d’une région non
marquée d’astérisque, ou impaire. Ainsi I’on a, pour le le pro-
i¢cme de Keenigsberg :

Nombre des ponts : 7.

Ao 5 3
1B 8% 5080 08dboooo 3 2
G% o oBoo dbl oo 0o 5o 3 2
1Dc 0000000 d®abooos 3 2
Totan.............. .

Comme le total est plus grand que 8 ou 7 + 1, le probléme est
impossible. :

15° Considérons la disposition formée par deux iles A et B,
réunies entre elles et aux rives d'un fleuve par quinze ponts,
ainsi que l'indique la fig. 2. On demande si I'on peut voyager
de manicre & passer sur tous les ponts, sans jamais repasser
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sur 'un deux. D’abord, je désigne les six régions par les

lettres A, B, C, D, E, F; puis je construis le tableau d’aprés les
explications donndes ci-dessus :

Nombre des ponts : 15.

b3

123 0 oBio 80 o000d an'l 4 o2
G*'a S888% 4o 0 o8 0 o8 4 o)
Do 3 2
1D ol S Bl B8 o 5 \ 3
F e oeininnnn, 6 | 3
TOTAL veveven ... 16

Dans cet exemple, le probléme est possible, pourvu que l'on
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parte de la région D, et alors on arrive a la région E, ou inver-
sement; le parcours pourra s’effectuer ainsi :

EaFbBcFdAeFfCgAhCiDEAmEnApBgEID,

ou dans l'ordre inverse; dans cette notation, nous avons intercalé
entre les lettres majuscules, qui indiquent les régions, les lettres
minuscules qui désignent les quinze ponts.

&

16° En dehors de la méthode précédente, pour juger de I'im-

.

possibilité, nous indiquerons un moyen plus simple et plus
expéditif. Nous observerons d’abord que la somme des nombres
de la seconde colonne verticale du tableau est exactement égale
au double du nombre des ponts ; cela tient & ce que nous avons
compté chaque pont deux fois, puisque par chacune de ses extré-
mités il aboutit & deux régions distinctes.

17° Il résulte évidemment de cette remarque, que la somme
des nombres renfermés dans la seconde colonne verticale est un
nombre pair, puisque sa moitié représente le nombre des ponts.

Par conséquent, il n’est pas possible que le nombre des régions
impaires soit un, trois, cing, etc. ; ainsi dans tous les tableaux de
calcul, la seconde colonne renferme toujours un nombre pair de
nombres impairs; en d’autres termes, le nombre des régions
impaires est nécessairement zéro ou un nombre pair. Clest, en
particulier, ce que nous avons trouvé pour le probléme de Kee-
nigsberg, et aussi pour le probléme du n° 15.

18> Il ressort de ces considérations que le probléme n’est pas
impossible si toutes les rézions sont paires. Alors tous les nom-
bres de la seconde colonne verticale sont pairs, et le total des
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nombres de la troisi¢me colonne est égal au nombre des ponts;
et l'on verra que le probléme est toujours possible en prenant
pour point de départ une région quelconque.

Ainsi, dans 'exemple de Kceenigsberg, on pourrait franchir
tous les ponts par deux fois; par exemple :

ababcdcdeffgge.

En effet, chaque pont est dédoublé, et toutes les régions de-
viennent paires (!).

19° Supposons encore qu’il y aitdeux régions impaires, toutes
les autres étant paires; dans ce cas, la somme des nombres de Ia
troisi¢me colonne surpasse d’une unité le nombre des poats; on
s'assurera encore que le probléme est possible, & la condition de
prendre pour point de départ ou d’arrivée I'une ou autre des deux
régions impaires. On voit encore que si le nombre des régions
impaires était de quatre, six, huit, la somme des nombres de la
troisi¢me colonne surpasserait de deux, trois, quatre unités le
nombre total des ponts ; par conséquent le probléme serait impos-
sible.

20° En résumé, étant donnée une disposition quelconque, il
sera facile de savoir s'il est possible de franchir, une secule fois,
tous les ponts. Le probléme est impossible, lorsqu’il y a plus de
deux régions impaires; il est possible : 1° lorsque toutes les
régions sont paires, ct alors le point de départ peut sc faire arbi-
trairement d’une région quelconque; 2° lorsqu’il n’y a que deux
régions impaires, et alors le parcours commence par I'une de
celles-ci et finit par 'autre, ou inversement.

(') Ce raisonnement s'applique évidemment a une distribution quel-

conque des pontset des iles dans les bras d’un fleuve, a la condition de passer
deux fois sur chaque pont.
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21° Lorsque l’on a conclu a la possibilité du probléme, il reste
4 résoudre la question de savoir comment on doit diriger sa
course; a cet effet, je me sers de la régle suivante : « On supprime
par la pensée, autant de fois qu’on le peut, les couples de ponts
qui conduisent d’une région dans une autre; de cette maniére,
le nombre des ponts est considérablement diminué; on cherche
ensuite la course a effectuer avec le reste des ponts. Cela fait,
on rétablit les ponts supprimés, ce qui devient trés facile avec
un peu d’attention. Aussi je ne crois pas qu’il soit nécessaire
d’en dirg¢ davantage sur la loi de formation des parcours. »

Ici se termine le Mémoire d’Euler. Cet illustre géométre n’a
traité pour ainsi dire que la question d’impossibilité. On trou-
vera dans la Note II, placée a 1z fin du volume, la théorie de la
possibilité, que ’on doit considérer comme la suite du Mémoire
qui précede.

NS 2

LES PONTS DE PARIS EN 1880.

Nous ferons maintenant I'application des régles démontrées
dans ce Mémoire aa probléme suivant : Est-il possible de passer
successivement sur tous-les ponts de Paris sans passer deux
Jfois sur l'un d’eux?

Nous ne comprenons dans ce probléme que les ponts jetés sur
la Seine, sans tenir compte des canaux. Dans le parcours du
fleuve a travers Paris, on ne rencontre que trois iles, a savoir :
Iile Saint-Louis, la Cité et I'lle des Cygnes. Par conséquent
on doit compter cinq régions différentes: les deux rives et les
trois iles.

E. Lucas. — Récréations mathém. 3
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Mais, parmi ces cinq régions, I'lle des Cygnes et la Cité sont
des régions paires; a la premiére aboutissent les deux parties du
pont de Grenelle; a la Cité aboutissent dix ponts, savoir : 1° au
sud, le pont de 'Archevéché, le pont au Double, le Petit-Pont, le
pont Saint-Michel et la partie méridionale du Pont-Neuf; 2° au
nord, le pont Saint-Louis, le pont d’Arcole, le pont Notre-Dame,
le pont au Change et la partie septentrionale du Pont-Neuf.
1.’ile Saint-Louis est une rézion impaire a laquelle aboutissent
sept ponts : au sud, la partie méridionale du pont Sully, le pont
de la Tournelle et le pont Saint-Louis; au nord, la partie sep-
tentrionale du pont Sully, le pont Marie et le pont Louis-Phi-
lippe; mais il faut ajouter I Estacade, pont en bois qui aboutit a
la rive droite. Quant aux deux rives, il n’est pas nécessaire de
connaitre le nombre des ponts; il est facile de voir que 'une d’elles
est une région impaire et 'autre une région paire. En effet, il
a été démontré au n° 17 que le nombre des régions impaires est
toujours pair; or, sur les cing régions, deux sont paires et une
impaire; il est donc nécessaire que I'une des rives soit le point
de départ d’un nombre impair de ponts.

Drautre part, puisqu’il n'y a que deux régions impaires, le
probléme proposé est toujours possible. En d’autres termes, un
voyageur peut disposer son parcours de telle sorte qu’il puisse
passer une fois, ct une seule, sur tous les ponts qui aboutissent
ala Cité et a lile Saint-Louis et sur un nombre quelconque de
ponts joignant directemert les deux rives de la Scine. Mais le
promeneur est toujours forcé de prendre ile Saint-Louis pour
point de départ ou d’arrivée.

On observera d’ailleurs que si l'on ne tient pas compte de
YEstacade, le probléme devient d’une trés grande simplicité,
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LES FIGURES D’UN SEUL TRAIT. — LA SIGNATURE DE MAHOMET.

On se propose quelquefois de dessiner, d’un seul trait non
doublé, la figure formée par les quatre cotés d’un rectangle et
ses deux diagonales. Ce probléme est semblable a celui des ponts
de Kcenigsberg; soient A, B, C, D les sommets du rectangle, E
l'intersection des diagonales. On peut considérer les cinq points
A,B,C, D, E comme les centres de cinq régions; quatre d’entre
elles, A, B, C, D, sont impaires; donc le probléme est impossible
Cependant on pourrait dessiner cette figure en doublant tous les
traits,

Fig. 3. Fig. 4.
D

A B

Ces considérations s'appliquent a la description par un seul
‘trait de toutes les figures de Géométrie formées de lignes droites
ou courbes, dans le plan ou dans Pespace. Ainsi on démontrera
tres facilement que I'on peut décrire d’un seul trait la figure for-
mée par les c6tés et toutes les diagonales d'un polygone convexe
d’un nombre impair de cotés, et que le probléme est impossible
pour les polygones d’ordre pair, comme le carr, I’hexagone. De
mérne, on peut décrire d’un seul trait I'ensemble des arétes de
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I'octaédie régulier, tandis qu'on ne peut le faire pour les quatre
autres polyédres réguliers convexes.

Je me suis laissé dire que Mahomet dessinait d'un seul coup,
avec la pointe de son cimeterre, sa signature formée de deux
croissants opposés, conformément a la fig. 5. En effet, cette

Fig. 5.

N

=

figure ne contient que des points d'ordre pair, et peut se décrire

d’un seul trait continu.

Lafig. 6 ne contient que deux points impairs A et Z; par
conséquent, on peut la décrire d’un seul trait continu allant de
A a7 ou inversement. On peut réaliser un jeu, en dessinant
cette figure en grand sur une feuille de carton ; on place de petits
jetons sur le milieu de toutes les lignes qui joignent deux points
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voisins; il s’agit alors de déterminer le parcours a suivre pour
enlever tous les jetons successivement. Cette figure est extraite
de Popuscule ayant pour titre : Vorsiudien zur Topologie, par
Johann Benedict Listing; cet ouvrage curieux m’a été gracieu-
sement communiqué par M. Moritz Cantor, professeur a
PUniversité de Heidelberg.

La fig. 7 contient huit points impairs et ne peut étre décrite
en moins de quatre traits continus; ce théoréme a été énoncé par

Fig. 7. Tig. 8.

Clausen, dans le n° 494 des Astronomische Nachrichten. La
fig. 8 représente un fragment de mur en magonnerie; elle con-
tient douze points impairs, et ne peut étre décrite en moins de
six traits continus. )

De méme, la figure qui représente I'échiquier ordinaire de
soixante-quatre cases renferme vingt-huit points impairs, et ne
peut étre décrite en moins de quatorze traits; la figure du damier
de cent cases nécessite la succession de dix-huit traits con-
tinus.

Si I'on divise les c6tés d’un triangle en n parties égales, et si
I'on joint les points de division correspondants par des lignes
paralléles aux cotés, on obtient une figure qui ne contient que
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des points d’ordre pair, et que I’on peut décrire d’un seul trait, etc.

ity

LES VOYAGES D'UN CONTREBANDIER.

On raméne encore au probléme des ponts de Keenigsberg celui
du voyage d'un contrebandier qui se propose de traverser succes-
sivement toutes les frontiéres respectives des divers pays d’un
continent, et de ne les traverser qu'une seule fois. Il est évident
que les divers pays et leurs frontiéres correspondent exactement
aux régions et aux bras du fleuve sur lesquels serait jeté un
seui pont, pour chaque fronti¢re commune a deux pays. Ainsi,
puisque la Suéde, I’Espagne et le Danemark ont des frontiéres
en nombre 1mpair, il est impossible de traverser, une seule fois
seulement, toutes les fronti¢res des différents pays de I'Europe.

Il y a encore lieu de considérer le probl¢éme géométrique corré-
latif pour les figures du plan et de I'espace. Ainsi, par un mou-
vement continu sur la surface, il est possible de traverser une
seule fois toutes les arétes du cube, mais non pas les arétes des
autres polygones réguliers convexes.




TROISIEME RECREATION.

LE JEU DES LABYRINTHES.

A Monsieur le prince Camille de Polignac, vice-président
de la Société mathématique de France.

« Il est rare que les géomitres soient fins, et que les
fins soient géometres. »
(PascaL. — Pensées.)

« Cet esprit philosophique qui doit dominer partout,
et qui est le fil de tous les labyrinthes. »
(VOLTAIRE, — E/oge de la Marg. du Chételer.,)

« Les hommes d’esprit ne sont pas rares, et les géo-
mditres le sont. »
(CasaNOVA DE SEINGALT. — Solution
du probleme déliague.)
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TROISIEME RECREATION.

LE JEU DES LABYRINTHES.

LE PETIT POUCET. — LE FIL D’ARIANE.

ECTEUR, supposez-vous égaré dansles carrefours d’un laby-
rinthe, dans les galeries d’une mine, dans les carriéres des
catacombes, sous les allées ombreuses d’une forét. Vous

n’avez point dans votre main le Fil d’Ariane, et vous étes dans
la situation du Petit Poucet, aprés que les oiscaux ont mangé
les micttes de pain semées sur sa route. Que faire pour retrouver
Iissue du labyrinthe, le puits de la mine, I'entrée des catacombes,
la cabane du biicheron? Cette récréation va vous apprendre que

on peut toujours retrouver le chemin perdu.
)
o
LES LABYRINTHES DE L'EGYPTE ET DE LA GRECE.

Les anciens auteurs considéraient les labyrinthes comme
inextricables; c’est peut-étre encore un préjugé de nos jours. On
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donnait ce nom a des édifices composés d’allées ou de galeries
dont les innombrables ramifications mettaient le visiteur dans
I'impossibilité de sortir. Les ouvrages de’ antiquité sont pleins
de descriptions de ces monuments merveilleux qui servaient de
tombeaux, et dont il ne reste presque plus de trace aujourd’hui.
En Egypte, il y en avait deux : le labyrinthe de Mendés, situé
dans I'ile du lac Mceris, et celui des Douze Seigneurs, construit
au sud-est du méme lac, par Psammetichus, prés de sept siccles
avant 'ére chrétienne. Pline rapporte que c’était un monument
consacré au Soleil; il se composait d’une série de temples reliés
ou superposés les uns aux autres, occupant une étendue prodi-
gieuse; les rues formaient des circuits et desdétours inextricables.

Mais, de tous ces monuments, celui qui a été le plus chanté
par les poctes, est le labyrinthe de Créte, construit par ordre du
roi Minos, pour servir de prison au Minotaure :

Minos veut que dans l'ombre un vaste labyrinthe,
Prison du monstre affreux, le cache en son enceinte.
L’ingénicur Dédale, architecte fameux,

Traca les fondements de ses murs sinueux,

Et, dans delongs détours, sans terme et sans issuc,
Par I'erreur des sentiers embarrassa la vue.

Tel qu’amoureux de suivre un tortueux chemin,

Le méandre se joue en son cours incertain,
Etvingt fois sur ses pas ramené dans sa course,

Se rencontre lui-méme et retrouve sa source,

De détours en détours sur sa route égaré:
D’innombrables circuits par Dédale entour,

Tel est le labyrinthe, et Iinventeur iui-méme

Put & peine en sortir, tant son art est extréme!

(Ovipg, Métamorphoses, liv.VIIL)

L’idée d’inextricabilité apparait dans ce passage d’Ovide, dont
la traduction posséde au moins le mérite de donner, dans le
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nombre des épithétes, une image de la multiplicité des carre-
fours du labyrinthe. On retrouve encore cette idée dans les Lettres
a Emilie par Demoustier : « Cet édifice immense, dit-il, con-
tenait une infinité de circuits ménagés avec une adresse perfide :
Hélas! il ressemblait au cceur de I'infidele,
Dont I'innocence ignore les détours;
Sans le savoir,on s’engageait comme elle,
On se perdait comme elle pour toujours.

Peut-étre n’y a-t-il dans tout cela qu’une 1égende poétique;
aucun auteur de Pantiquité ne dit avoir vu ce labyrinthe; du
temps de Diodore etde Pline, on n’en découvrait plus de vestiges
extérieurs. Cependant il existe encore dans I'ile de Créte (aujour-
d’hui Candie) plusieurs cavernes 4 galeries couvertes que les
Candiotes n’hésitent pas & reconnaitre pour les débris du laby-
rinthe ol s’engagea la belle Ariane, fille de Minos.

o2®

TOURNEFORT DANS UNE CAVERNE.

Le célebre botaniste Tournefort visita, vers 1702, I'une de
ces cavernes, creusée au pied du mont Ida. Dans ses lettres au
ministre Pontchartrain, publiées sous le titre de Voyage du
Leyant, il raconte qu’aprés avoir erré quelque temps a travers un
réseau de corridors souterrains, les exploratears arrivérent a une
grande et large avenue qui les conduisit 4 une fort belle salle,
située au fond du labyrinthe. « Nous fimes, dit-il, en une demi-
heure de temps 1460 pas dans cette principale allée sans nous

écarter ni a droite ni 4 gauche. Elle est haute de sept pieds,
lambrissée d’une couche horizontale de rochers et toute plate,
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comme le sont la plupart des lits de pierre de ce quartier-la. Ily a
pourtant quelques endroits ol il faut un peu baisser la téte, et un,
entre les autres, que I'on rencontre vers le milieu du chemin, olt
l’on est obligé, comme on dit, de marcher a guatre pattes. Cette
allée est ordinairement assez large pour laisser passer deux ou
trois personnes de front. Le pavé est uni; il ne faut ni monter,
ni descendre considérablement. Les murailles sont taillées a
plomb, ou faites des pierres qui embarrassaient le chemin, ¢t que
I'on a pris la peine de ranger fort proprement, comme on fait
celles des murailles o 'on n’emploie point de mortier; mais il
se présente tant de chemins de tous cdtés, que I'on s’y perdrait
indubitablement sans les précautions nécessaires. Comme nous
avions grande envie d’en revenir, nous postimes : 1° un de nos
guides & l'entrée de la caverne, avec ordre d'aller chercher du
monde au village prochain pour venir nous délivrer, supposé
que nous ne fussions pas de retour avant la nuit; 2° chacun de
nous portait a la main un flambeau; 3° nous attachions sur la
droite des papiers numdrotés dans tous les détours qui nous pa-
raissaient difficiles & pouvoir étre repris; 4° un de nos Grecs
laissait & gauche de petits fagots d’épines dont il avait fait pro-
vision, et un autre prenait soin de semer sur le chemin de la
paille dont il portait un sac sous le bras. »

D

LES AUTRES LABYRINTHES.

I existe encore des ruines de plusieurs autres labyrinthes : a
Lemnos, a Agrigente, a Clusium. On a sur ce dernier édifice,
qui servit de sépulture 2 Porsenna, le témoignage de Marcus



Le j eu des labyrinthes. 45

v

\
Varron, cité par Pline : Sa base renfermait un labyrintne

inextricable; si quelqu’un sy engageait sans peloton de fil, il ne
pouvait retrouver lissue. Cet ¢difice,” ajoute Pline, était un
monument de la folie et de la vanité humaines.

Au moyen 4ge, le labyrinthe devient une disposition particu-
liére du pavage des églises gothiques. L’arrangement, la coupe et
la couleur des pavés forment, par leurs agencements, des lignes
sinueuses conduisant par de nombreux détours a différentes sta-
tions, et finalement a4 un calvaire figuré. Parmi les plus fameux
labyrinthes de ce genre, sur lesquels on effectuait des pelerinages
en miniature, on doit citer ceux des cathédrales d’Amiens, de
Sens, de Reims, de Chartres, de Bayeux; ces deux derniers
subsistent encore, ainsi que celui de la collégiale de Saint-
Quentin.

Aujourd’hui nous avons encore 2 Paris deux labyrinthes, sans
compter le dédale de nos rues, de nos boulevards et de nos
égouts : celui des anciennes carriéres, sous la rive gauche de la
Seine, et celui du Jardin des Plantes. Avec une autorisation
spéciale, le public peut visiter la partie du premier, que I'on
nomme Ossuaire des Catacombes; il renferme les débris des
sépultures des anciens cimeti¢res. On ne peut s’y égarer, car les
visiteurs, comptés a I'entrée et a la sortie, se suivent procession-
nellement, guidés par une large trainée noire, sorte de fil d’Ariane,
que la fumée des bougies a tracée sur la volte des carricres.
Quant au labyrinthe du Jardin des Plantes, c’est, aux jours de
soleil, un lieu de réunion pour les enfants qui courent et se
cachent dans les allées circulaires bordées de sapins et de rocailles,
a I'ombre des grands cédres.

RS
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DEFINITION GlfJOMI:ZTRIQUE DU PROBLEME DES LABYRINTHES.

Nous pouvons considérer les carrefours dun labyrinthe
comme des points géométriques; les allées, corridors, rues, gale-
ries, comme des lignes droites ou courbes, planes ou gauches,
réunissant ces points deux 4 deux. Nous dirons que ces points et
ces lignes forment un résecau géométrique ou un labyrinthe
lorsqu’un point mobile placé sur I'une des lignes du réseau peut
passer & un autre point quelconque, sans quitter les lignes du
systéme. Cela posé, nous allons démontrer que ce point mobile
peut décrire successivement toutes les lignes du réseau, sans
saut brusque, et sans passer plus de deux fois sur chacune d’elles.
En d’autres termes, un labyrinthe w'est jamais inextricable.

Vous réaliserez un jeu de la maniére suivante : Choisissez
arbitrairement sur une feuille de papier blanc un nombre quel-
conque de points; joignez-les deux a4 deux et autant de fois que
vous voudrez par un nombre quelconque de lignes, droites ou
courbes, de telle sorte qu’aucun point du systéme ne reste isolé
des autres; vous avez ainsi un réseau géométrique. Dessinez,
par exemple, le réseau des lignes d’omnibus et de tramways
d’une grande ville, le réseau des chemins de fer d’un pays, le
réseau des fleuves, des riviéres et des canaux d’une contrée quel-
conque, en y ajoutant, i volonté, les cotes et les frontiéres.

On recouvre le dessin d'une feuille de carton opaque, de
maniére A ne pas conserver le souvenir du plan du labyrinthe;
cette feuille de carton est percée d'un trou que nous appellerons
oculaire, ct qui permet seulement d’apercevoir une petite frac-
tion du réscau. On déplace le carton ou I'écran, de telle sorte
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que loculaire se trouve placé sur un carrefour A. Il s’agit
ensuite de faire parcourir deux fois a 'oculaire toutes les lignes
du réseau, d’'une maniére continue, et de revenir ensuite au
point de départ A. Pour conserver le souvenir du passage de
Poculaire sur chacun des chemins qu'il parcourt, on trace sur
chaque ligne suivie un petit trait transversal, a Uentrée et a la
sortie des carrefours. Par conséquent, les deux extrémités de
chaque chemin devront, aprés les pérégrinations du voyage,
avoir été marquées deux fois, mais non davantage.

Dans un labyrinthe effectif, ou dans une galerie de mines, le
promeneur égaré déposera une marque, un caillou, a ’entrée et
a la sortie de chaque carrefour, dans l'allée qu’il vient de quitter
et dans celle qu’il vient de prendre.

G e
e
SOLUTION DE M. TREMAUX.

Parmi les diverses solutions de ce curieux probléme de la Géo-
métrie de situation, dont nous venons de donner Pénoncé, nous
choisirons, comme la plus simple et la plus élégante, celle qui nous
a été gracieusement communiquée par M. Trémaux, ancien éléve
de I'Ecole Polytechnique, ingénieur des télégraphes; mais nous
en avons modifié légerement la démonstration.

Premitre rEGLE. — En partant du carrefour initial, on suit
une voie quelconque, jusqu’a ce que I'on arrive a une impasse ou
a un nouveau carrefour: 1°si le chemin qu’on a suivi aboutit a
une impasse, on revient sur ses pas, et 'on peut alors considérer
le chemin parcouru comme supprimé, puisqu’il a été traversé
deux fois; 2° si le chemin aboutit 2 un carrefour, on prend
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une voie quelconque, au hasard, en ayant soin de marquer d'un
trait transversal la voie d’arrivée dans le sens de la ficche £, et la
voie de départ dans le sens dela fleche g (fig. ). Dans cette
figure et dans les trois suivantes, nous avons distingué les an-
ciennes marques des nouvelles, en surmontant celles-ci d’une
petite croix.

Fig. 9.

On continue Papplicationde la premiére régle, chaque fois que
Pon arrive & un carrefour inexploré; au bout d’un certain par-
cours, on arrivera nécessairementa un carrefour déja exploré;
mais cette situation peutse présenter de deux manieéres différentes,
selon que le chemin d’arrivée a déja été suivi une premicre fois
ou ne contient encore aucune trace de passage. Alors on applique
Pune des deux régles suivantes :

DruxiEME REGLE. — En arrivant 2 un carrefour déja exploré,
par une voie nouvelle, on doit rétrograder, en marquant par deux
traits Iarrivée au carrefour et le départ, ainsi qu'on le voit dans
la fig. 10.

TrowsiEME REGLE. — Lorsqu'on arrive & un carrefour déja
exploré par une voi¢ antérieurement suivie, on prendra d’abord
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une voie qui n’aura pas été parcourue, s’il en existe, ou, 4 son
défaut, une voie qui n’aura été parcourue qu’une seule fois ; ces
deux cas sont représentés dans les fig. 11 et 12,

Fig. 11. Fig. 12,

/’f‘*
/ %:\\

1 N

R

DenonsTraTiON. — En exécutant rigoureusement application
des régles précédentes, on parcourra nécessairement deux fo's
toutes les lignes du réseau. D’abord on fera les remarques sui-
vantes :

I. Au départ du carrefour A, on y introduit une s:ule marque
initiale.

II. Le passage a travers un carrefour, par I'emploi de I'une
des trois régles, ajoute deux marques aux lignes qui aboutissent
a ce carrefour.

HI. A un moment quelconque de l'exploration du laby-
rinthe, avant l'arrivée au carrefour ou aprés le départ du carre-
four, le carrefour initial contient un nombre impair de marques,
et tout autre carrefour en contient un nombre pair.

IV. A un moment quelconque de Iexploration, avant ou
aprés le passage au carrefour, le carrefour initial ne peut avoir

E. Lucas. — Récréations mathém. 4
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qu’un seul chemin, marqué une seule fois; tout autre carrefour
exploré ne peut avoir que deux chemins marqués une seule fois.

V. Aprés Pexploration compléte, tous les carrefours doivent
étre couverts de deux marques sur chaque chemin; c’est la con-
dition imposée par 1'’énoncé.

Cela posé, il est facile de voir que, lorsque le voyageur arrive
dans un carrefour M différent du carrefour initial A, il ne peut
étre arrété dans sa course par les difticultés du probléme. En
effet, on ne peut arriver & ce carrefour M que par une voie
nouvelle, ou par une voie déja parcourue une seule fois. Dans le
premier cas, on applique la premiére ou la deuxi¢me régle; dans
le second cas, 'entrée au carrefour produit un nombre impair
de marques; il reste donc, d’aprés la Remarque III, a défaut
d’'une voie nouvelle, une ligne qui n’a été traversée qu’une
seule fois.

Ainsi, il ne peut y avoir d’arrét qu’en revenant au carrefour
initial A. Soit ZA le chemin qui conduit au repos forcé, en
venant du carrefour Z; ce chemin est nécessairement un chemin
parcouru une premiére fois, car sans cela on pourrait continuer
le voyage. Puisque le chemin ZA a déja ¢té traversé, il n'existe
dans le carrefour Z aucune voie n’ayant point encore été tra-
versée, car sans cela on aurait oublié d’appliquer le premier cas
de la troisiéme régle; dailleurs, il y avait en dehors de ZA une
voie, et une seule, YZ, parcourue une scule fois, d’aprés la
Remarque IV. Par conséquent, au moment de l'arrét en A, toutes
les routes du carrcfour Z ont été traversées deux fois; on démon-
trera, de méme, que toutes les voies du carrefour précédent Y
’ont été deux fois, et ainsi des autres carrcfours. Clest ce qu’il

fallait démontrer.
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ReMarque. — On peut remplacer la deuxiéme régle par la sui-
vante, quand il ne s’agit pas d’un carrefour fermé. Si 'on arrive.
par une voie nouvelle, & un carrefour déja exploré, on peut
prendre une nouvelle voie, a la condition d’affecter les deux
marques du passage au carrefour d’indices correspondants a et
a'; alors, si I'on retourne au carrefour parl'une de ces deux voies,
on doit reprendre 'autre. Cela revient, pour ainsi dire, a placer
un pont aa’ au-dessus du carrefour. Cette régle nous a été indi-

quée par M. Maurice, ancien éléve de I'’Ecole Polytechnique
( )
HEC B
SUR LA THEORIE DES ARBRES GEOMETRIQUES.

Nous avons vu que, dans P'application de la seconde régle, on
doit rétrograder quand on arrive, par une voie nouvelle, & un
carrefour exploré. Supposons que I'on supprime, dans le réseau,
un petit fragment du chemin qui aboutit & ce carrefour, et que
I'on fasse la méme opération & tous les endroits de recul; le
réseau se transforme alors dans une autre figure géométrique
que I'on désigne indistinctement sous le nom d’arbre, de rami-
fication, darborescence; les chemins prennent le nom de bran-
ches ou de rameaux, et les carrefours le nom d’embranchements
ou de nceuds. De pareilles configurations ont été étudiées par
MM. Jordan, Sylvester, Cayley, Septimus Tebay, et tout récem-
ment par M. le prince C. de Polignac (*).

On donne habituellement de I'arbre géométrique la défintion

() Jorpan, Journal de Borchardt. — SYLVESTER, Educational Times. —
Cavury, British Association Report, 1875. — De Poriexnac, Bulletin de la
Société mathématique, t. VI, p. 120.
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suivante : De chaque nceud on peut, en suivant les branches,
parvenir a un nceud quelconque, mais par un seul chemin.
Cette théorie a été considérablement simplifiée par M. de Poli-
gnac au moyen d’une remarque fondamentale. En effet, toute
ramification peut étre tracée au moyen d’un certain nombre de
traits continus, sans répétition ni arrét, c’est-a-dire en partant
de Uextrémité d’une branche et en continuant jusqu'a ce que
'on arrive a extrémité d'une autre branche ou a une branche
déja parcourue. Observons que le trait doit traverser une ligne
quoique déja tracée, s'il peut continuer au deld, sans cheminer
le long de cette ligne. Cela posé :

REMARQUE FONDAMENTALE. — De quelque maniére que l'on
trace une ramification sans répétition ni arrét, le nombre des
parcours sera toujours le méme.

En effet, faisons une coupure & toutes les branches joignant
deux nceuds, on décomposera la ramification en une série
d’étoiles. On recomposera la ramification en rendant aux
étoiles leurs rayons communs. Pour chaque ¢toile, prise séparé-
ment, la propriété fondamentale est évidente. Désignons par
N,, N,, N;, ..., Ny, les nombres des traits relatifs & chaque étoile;
par p le nombre des noeuds ou des étoiles. Si lon réunit main-
tenant les deux premiéres étoiles, on perd un trait sur la somme
des parcours relatifs a chaque ¢toile; réunissons la deuxi¢me
étoile a la troisiéme, nous perdons encore un trait; par suite,
si l'on désigne par N le nombre des traits qui ont servi 2
tracer la ramification, on a

N=N,+N;+N;+..+N,—(p—1).

Nous appellerons le nombre N la base de la ramification; on
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peut exprimer les nombres Ny, N,, ..., ct par suite le nombre N
lui-méme d’aprés l'ordre des nceuds, ou étoiles, c’est-a-dire par le
nombre de branches ou de rayons qui y aboutissent. Le nceud
le plus simple est le noeud ternaire ou d’ordre 3 ; soit, en général,
my Vordre d’un nceud on a d’abord m au moins égal a trois; le
nombre N, des traits qui permettent de dessinerce nceud est égal
ala moitié de m,, sim, est pair, etala moitié de m,—+ 1, lorsque
mg est impair; c’est donc, dans tous les cas, le plus grand nombre

. .m0
entier contenu dans la fraction —2——.

Ce nombre est habituellement représenté par le symbole

[zf_« i‘:l] .
2 J

par conséquent la formule précédente peut s’écrire

N = [m_lz_IJ 3 [mz;;l] e [Zﬁv_z"“_‘] — (p_,> .

On détermine ainsi la base de la ramification connaissant le
nombre et 'ordre des nceuds.

Désignons par I le nombre des extrémités libres des branches,
et supposons que la ramification n’ait que des nceuds d’ordre

ternaire ; on a alors, quel que soit le nombre des neeuds ternaires,

la formule
N=17—1.

Cette formule est évidente pour une étoile a trois rayons; si on
ajoute un nceud ternaire A extrémité libre d’une branche, on
remplace celle-ci par deux autres, et ’on ajoute un trait; lorsque
on forme un nceud ternaire par I'addition d’'un rameau sur une
branche, on ajoute un trait et une extrémité libre. Dans les deux
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cas, les deux membres de la formule précédente augmentent
d’une unité. Donc cette formule est générale.

Désignons en général par pzle nombre des nceuds d’ordre &; on
a, pour deux nceuds séparés d’ordre quaternaire (p/, et p”, étant
I'unitg),

N'=l—-1—p, N=I'—1—p',

En réunissant deux nceuds quaternaires par une extrémité
commune, le nombre total des traits diminue d’'une unité, mais
deux extrémités disparaissent; on a donc

N--1=N+N, I'+lUV=l+2, pi+pi=p;
par suite, on a pour la ramification des deux nceuds quaternaires
N=1Il—1—p;

cette formule s’applique 2 une ramification formée d’un nombre

quelconque de nceuds quaternaires. On démontrera de méme

que la base d’une ramification ne contenant que des nceuds de

cinquiéme ordre en nombre p; est donnée par la formule
Ne=l—1—p;

Plus généralement, lorsqu’une ramification ne contient que
des nceuds d’ordre 2, on a

N=l—1—(p—1)pay;

et lorsqu’elle ne contient que des nceuds d’ordre 2p-+- 1, on a
encore

N=Il—1— (p—1)prp+1.
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Par suite, en réunissant deux ou plusieurs ramifications par
deux extrémités libres, on obtient la formule générale

N=1l—1—(pi+p)) — 2 (Pe==P:) — 3 (P +P) — 4 (Pro+P11) — oooe
Nous indiquerons dans la Note III placée ala fin du volume

les divers rapprochements que l'on peut établir entre la théorie
des arbres et le jeu des ponts et des iles.







QUATRIEME RECREATION.

LE PROBLEME DES HUIT REINES

AU JEU DES ECHECS.

A Monsieur le général Th. Parmentier, membre du Comité
des fortifications,
inspecteur général de la défense des ciles.

« Que dirai-je de 'esprit du jeu? Pourrait-on me le
définir? Ne faut-il ni prévoyance, ni finesse, ni habileté
pour jouer I'hombre ou les échecs? Et s'il en faut, pour-
quoi voit-on des imbéciles qui y excellent, et de trés
beaux génies qui n'ont pu méme atteindre la médio-
crité, »

(LA BruvEre - Des Fugements.)

« Car,si I'on peut étre homme d'esprit et grand joueur
d'échecs comme Légal, on peut étre aussi un grand
joueur d'échecs et un sot, comme Foubert et Mayot. »

(DiveroT. — Le Neveu de Rameau.)
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QUATRIEME RECREATION.

LE PROBLEME DES HUIT REINES

AU JEU DES ECHECS.

E probléme qu’il s’agit de résoudre est le suivant : Déter-
miner toules les maniéres de placer huit reines sur I’ échi-
quier ordinaire, formé de soixante-quatre cases, de telle

sorte qu’ aucune des reines ne puisse étre prise par une autre;
en d’autres termes, sur huit des cases de 1’échiquier, disposer
huitreines de telle fucon que deux quelconques d’entre elles ne
soient jamais situées sur une méme ligne paralléle @ I’un des
bords ou a I’une des diagonales de I’échiquier.

o 0®

HISTORIQUE.

Ce probléme a été proposé pour la premiére fois par Nauck a
Pillustre Gauss, que les Allemands ont surnommé Princeps ma-
thematicorum ; cette question fut objet d’une correspondance



60 Quatriéme récréation.

entre ce dernier et 'astronome Schumacher. Aprés avoir trouvé
76, puis 72 solutions, Gauss trouva enfin le nombre de 92 solu-
tions, qui a été reconnu défnitivement pour le nombre exact. Le
docteur S. Giinther, membre du Parlement de Berlin, a donné,
il y a quelques années, une intéressante histoire de ce proble¢me
célébre (). Il a indiqué en méme temps une nouvelle méthode
de recherche pour parvenir a la résolution du probléme en
question, en supposant que I’échiquier de 64 cases soit rem-
placé par un échiquier carré de grandeur quelconque; il en a
fait Papplication 4 la recherche du probléme de 4, 5 reines
pour les échiquiers de 16, 25 cases; de plus, cette meéme
méthode a été étendue par M. le professeur J.-W.-L. Glaisher,
de I'Université de Cambridge, dans le Philosophical Magagine,
au probléme de 6, 7 ou 8 reines pour les échiquiers carrés
de 36, 49 et 64 cases (7l

Antérieurement, le sujet avait été traité par G. Bellavitis,
qui a donné aussi les g2 solutions (*). Plus tard, le probléme
a été proposé, comme question a résoudre, par M. Lionnet (*).
En 1867, la méme question avait été proposée a MM. Par-
mentier, lieutenant-colonel du Génie, et de La Noé, capitaine
du Génie, par un joueur d’échecs, qui pensait que ce probléme
n’avait que fort peu de solutions; ayant trouvé, par tatonne-
ments, un certain nombre d’entre elles, ils se sont efforcés de

t

(*) Archiv der Mathematik und Physik, de Grunert, vol. LVI, part. 3,
p. 291-202.-— Zur mathematischen Theorie des Schachbretts. Leipzig, 1874.

() On the problem of the eight queens. (Extraitdu Philosophical Magagine,
décembre 1874.)

(3) Atti dell’ Istituto Veneto, t. VI, p. 134. Venise, mars 1861.

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° Série, t. I, p. 56o. Paris,
novembre 1869.
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rechercher méthodiquement toutes les dispositions possibles,
ignorant tous deux que la question efit été abordée et résoluc
depuis longtemps. Dans les pages qui suivent, nous indiquerons
d’abord en quelques mots la méthode du docteur Giinther;
puis nous développerons la méthode de recherche dont tout
Phonneur revient & M. le capitaine de La Nog, et que M. le
général Th. Parmentier a bien voulu me communiquer au Con-
grés de 'Association frangaise pour I’avancement des Sciences,
a Montpellier, au mois d’aoat 1879.

RO

NOTATIONS ET CONVENTIONS.

Nous indiquons, par des cases noires, sur les cases blanches ou
grises de échiquier, la position des huit reines; nous donnons
dans la fig. 13 une des solutions du probléme. Nous la représen-

Fig. 13. Fig. 14.

Position I. Position II.

tons par le nombre de huit chiffres 68244753 ; le premier chiffre
6 indique la hauteur de la reine dans la premiére colonne, 2 la
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gauche de DPéchijuier; le deuxiéme chiffre 8 montre que dans la
deuxiéme colonne il y a une reine en haut de échiquier, et ainsi
de suite; nous désignerons donc, dorénavant, les rangées verti-
cales de cases par le mot colonnes, et les rangées horizontales
par celui de lignes; les colonnes seront comptées de 1 jusqu'a 8,
de la gauche vers la droite; les lignes seront également comptées
de 1 jusqu’a 8, et de bas en haut. Par conséquent, la solution de
lafig. 13 pourrait s’écrire :

6
1

-

81t a2

Lignes .......
2 l 3

4 1 >
415 7

Mais, pour abréger, nous indiquerons cette solution, ainsi que

| 7
Al
(A .

u

3
Colonnes ... .. 8 |

nous l'avons dit, par le nombre de huit chiffres 68244753; ce
nombre est la reproduction de la premiére ligne du tableau pré-
cédent.

Ry

DES SOLUTIONS ADJOINTES.

La fig. 14 représente une premiére solution adjointe a celle de
la fig. 13; on Pobtient en faisant tourner I’échiquier d'un quart
de tour, et dans le sens opposé au mouvement des aiguilles
d’une montre. Pour P'obtenir numériquement, au moyen de la
premiére, il suffit de ranger les colonnes du tableau (A}, de telle
sorte que les chiffres de la premiére colonne suivent I'ordre dé-
croissant; ainsi :

312
8|3

6
1

5]4
714

On a la notation abrégée de cette seconde solution, en conser-

7
6

2
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vant la seconde ligne de chiffres du tableau (B), c’est-a-dire le
nombre 26474835.
Les fig. 15 et 16 représentent une deuxiéme et une troisiéme
solution adjointes a celle dela fig. 13; on les obtient en faisant
Fig. 15. Fig. 16.

I/ nn
e
Position III. Position IV.
encore tourner ’échiquier d’un et de deux quarts de tour autour
de son centre, et dans le sens convenu. On peut déduire numé-
riquement la solution de la fig. 15 de la position II, et la
position IV de la position III, par le procédé qui nous a permis
de déduire la seconde position de la premiére; mais on peut en-
core obtenir la position Il au moyen de la position I, et la posi-
tion I'V au moyen de la position 11, de la maniére suivante. Les

solutions des fig. 13 et 14 sont désignées par les nombres
68241753 et 26474835.

Ecrivons les chiffres de ces deux nombres dans l'ordre inverse
35714286 et 53847162;

retranchons chacun des chiffres de 9, nous obtenons

64285713 et 46152837;

ce sont les notations des fig. 15 et 16.
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DES SOLUTIONS IRREGULIERES ET SEMI-REGULIERES.

Ainsi, en général, une solution quelconque du probléme des
reines, pour un échiquier carré quelconque, donne lieu a quatre
solutions adjointes. Nous disons que cela a lieu dans le cas géné-
ral; mais il faut supposer que la solution considérée est irrégu-
liere.

Nous donnons dans la fig. 17 une solution semi-réguliére du
probléme des huit reines; elle ne donne qu’une seule solution

Fig. 17.

]
R W
.

me

1
o

I%l%l/
//, I%l”/ l

.

\

=

adjointe; en effet, si l'on tourne P’échiquier d’un aemi-tour, on
retrouve la méme disposition. Le nombre 46827435, qui repré-
sente cette solution, posséde cette propriété que la somme de
ce nombre et du nombre retourné donne 99999999.

DES SOLUTIONS REGULIERES.

I1 peut arriver, bien que cela n’ait pas lieu pour I'échiquier de
64 cases, mais pour d'autres échiquiers carrés, qu'une solution
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du probléme des reines ne donne aucune disposition nouvelle,
lorsqu’on fait tourner I'échiquier d’un quart de tour ou de
plusieurs. On observera d'abord que la notation employée ci-
dessus s'applique 2 tous les échiquiers, en admettant que chaque
chiffre de la notation puisse étre remplacé par un nombre qui ne
dépasse pas le nombre des cases contenues dans le c6té de I'échi-
‘ quier; cependant nous ferons remarquer que la solution dont
nous parlons, et que nous désignerons sous le nom de solution
réguliére, ne peut se présenter, a cause des quatre points de vue
sous lesquels on peut envisager I'échiquier, que lorsque le
nombre des cases contenues sur le coté est un multiple de 4,
comme 4,8, 12, 16 (bien que cela nait pas lieu pour Péchiquier
de 64 cases); ou lorsque le nombre des cases contenues sur le coté
est égal a un multiple de 4 augmenté de I'unité.

Telles sont, par exemple, les solutions 2443, pour I'échiquier
de 16 cases, et 256344 pour I’échiquier de 25 cases. Nous dési-
gnerons la solution semi-réguliére, en faisant suivre sa notation
numérique d’un *, et la solution réguliére, en faisant suivre sa
notation numérique de deux **,

Ainsi on a, par exemple,

46827135%, 2443**, 25314**,

w9

DES SOLUTIONS RENVERSEES.

Considérons une disposition quelconque réguliére, semi-régu-
liere ou irréguliére du probléme des reines; intervertissons sur
la figure l'ordre des lignes ou des colonnes; ou, ce qui revient au
méme, écrivons en sens inverse la notation numérique qui repré-

L. Lucas. — Récréations mathém. 5
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sente cette disposition; nous obtiendrons ainsi une solution ren-
versée; d’ailleurs, il est facile de constater que cette solution
nouvelle différe de I'une quelconque des solutions adjointes. On
'obtiendrait encore géométriquement en la regardant dans un
miroir, ou en retournant I'échiquier. Il résulte évidemment de
la considération des formes adjointes et renversées que :

1° Toute solution irréguliére simple fournit quatre solutions
adjointes et quatre renversées, en tout HUIT;

2° Toute solution semi-réguliére simple fournit deux solutions
adjointes et deux renversées, en tout QUATRE;

3° Toute solution réguliére simple ne fournit qu'une solution
renversée, en tout DEUX.

Cependant on doit excepter, dans cette classification et dans
ce dénombrement, 1'uNIQUE solution du probléme des reines, dans
Péchiquier d’une seule case.

R

PROBLEME DES TOURS.

La marche de la reine, au jeu des échecs, est, comme on sait,
la résultante de la marche de la tour et de la marche du fou. En
effet, dans un échiquier sur lequel on ne supposerait qu'une
seule tour, le déplacement de celle-ci s’effectue sur une case
quelconque située dans une rangée, ligne ou colonne, paralléle a
I’'un des bords de I'’échiquier; de méme, le déplacement du fou ne
peut s’effectuer que sur une ligne paralléle a I'une des deux dia-
gonales de I’échiquier. Il résulte immédiatement de cette obser-
vation que les solutions du probléme des huit reines doivent
étre prises parmi les solutions du probléme des huit tours, qui
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consiste a disposer sur l'échiquier huit tours qui ne peuvent se
prendre mutuellement, tout aussi bien que parmi les solutions du
probléme des huit fous, qui consiste a disposer, sur ’échiquier
de 64 cases, huit fous qui ne peuvent se prendre mutuellement.
Le probléme des huit tours sur I’échiquier de 64 cases, ou de g,
10, 11,... tours sur les échiquiers de 81,100,121, ... cases, est
bien connu, sous une forme purcment arithmétique. En nous
bornant a I'échiquier ordinaire et en nous servant de la notation
numérique du probléme des reines, il suffit, en effet, de per-
muter les huit premiers nombres de toutes les maniéres pos-

By

LES PERMUTATIONS RECTILIGNES.

sibles.

Pour I’échiquier de 2 cases de coté, on a les deux solutions :
12 et 21;

pour celui de 3 cases de coté, il suffit de placer le chiffre 3 avant
ou aprés 'un ou l’autre des chiffres des deux nombres précédents;
on a ainsi les six solutions :

312, 132, 123 et 321, 234, 213.

De méme, pour Péchiquier de 4 cases de coté, on placera le
chiffre 4 a toutes les places possibles, pour chacun des six
nombres qui précédent; chaque nombre donne lieu a quatre
places, ce qui fait en tout vingi-quatre solutions pour le probléme
des 4 tours sur I'échiquier de 16 cases.

En continuant, pour obtenir le nombre des solutions du pro-
bléme des cing tours sur I'échiquier de vingt-cing cases, il fau-
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drait multiplier par 5 le nombre des solutions du probléme des
guatre tours, et ainsi de suite. Ainsi le nombre des solutions du
probléme des huit tours sur I’échiquier ordinaire est égal au pro-
duit des huit premiers nombres,

Ix2x3x4xbHx06x7x8=40320,

et, sur le damier de 100 cases, le nombre des solutions distinctes
du probléme des dix tours est égal a 3628800.

ng}:\g;
S
1’ANAGRAMME DE PASCAL.

Lorsque la permutation des lettres d’'un mot ou d’une phrase
forme un nouveau mot ou une nouvclle phrase, la permutation
prend le nom d’anagramme. Ainsi les mots logarithme et algo-
rithme sont formés des mémes lettres dans un ordre différent.
Quelques anagrammes sont restées célebres; ainsi dans frére
Jacques Clément, on trouve : C’est enfer qui m’a créé; dans
Révolution francaise, on trouve : Un veto corse la finira; mais
de toutes les anagrammes, la plus curicuse a été donnée par
Pascal; jusqu’a ces derniéres anndes, elle a exercé la sagacité et la
patience des érudits. On lit, dans les Pensées : « La maniére
d’écrire d’Epictéte, de Montaigne et de Salomon de Tultie est la
plus d’usage, qui s'insinue le mieux, qui demeure le plus dansla
mémoire et qui se fait le plus citer, parce qu'elle est toute com-
posée de persées ndées sur les entretiens ordinaires de la vie (!). »

Le commentateur a ajouté au bas de la page cette observation :
« Salomon de Tultie n’existe point. C'est évidemment un pseu-

(t) PascaL, (Euvres complétes, t. 1, p. 288, édition Hachette, 1864.
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denyme de Pinvention de Pascal. » Or, en changeant 'ordre des|
lettres de Salomon de Tultie, on trouve Louis de Montalte,
nom sous lequel l'auteur de la théorie des combinaisons fit
paraitre les Lettres Provinciales.

¢%0®

PROBLEME DES FOUS.

Le nombre des solutions du probleme des fous est beaucoup
plus grand et présente des développements bien plus difficiles;
en effet, on observera que, non seulement il est facile de placer
8 fous sur I'échiquier, mais que l'on peut en placer jusqu’a 14,
sans qu’ils soient mutuellement en prise. Ainsi, par exemple,
8 sur les cases de la premieére colonne, et 6 sur celles de la der-
niére, en supprimant les deux cases extrémes. Il est donc préfé-
rable de revenir sur les diverses solutions du probléme des tours,
pour ne conserver, parmi celles-ci, que les solutions qui convien-
nent au probléme des reines.

Au point de vue arithmétique, le probléme des huit tours se
raméne, ainsi que nous l'avons vu, A effectuer toutes les permu-
tations des huit premiers nombres; le probléme des huit reines
revient & choisir, parmi celles-ci, toutes les permutations dans
lesquelles la différence absolue de deux chiffres quelconques
n’est pas égale a la différence des rangs occupés par ces deux
chiffres dans la permutation considérée.

Cette nouvelle condition revient, comme il est facile de s’en
apercevoir, a la marche du fou, que l'on joint a celle de la tour
pour obtenir celle de la reine.

Par conséquent, résoudre le probléme des huit reines revient
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a trouver tous les nombres de huit chiffres, formés des huit pre-
miers chiffres, tous différents, mais dans un ordre quelconque,
de telle sorte que la différence de deux d’entre eux soit distincte
de la différence des rangs qu’ils occupent; c’est ainsi que le
probléme a été posé nagueére par M. Lionnet dans les Nouvelles
Annales de Mathématiques.

e
e
METHODE DE M. GUNTHER.

Cette méthode se distingue peu, au fond, de la méthode arith-
métique dont nous venons de parler; nous allons l’expliquer sur
un échiquier de vingt-cing cases, que nous représenterons ainsi
quil suit :

| a fo & Mo i
by, a, _ﬁ 85 g
s by oa; ﬁa 81
d, ¢ b a ﬁ

es dy ¢ by a

Chaque case est représentée par un élément composé d'une
lettre et d’un indice; les éléments ayant la méme lettre sont
situés sur une parallele & 'une des diagonales de ’échiquier, et
correspondent 4 P'une des directions de la marche du fou; les
éléments ayant le méme indice sont situés sur une paralléle a
Pautre diagonale de 1’échiquier, et correspondent a I'autre direc-
tion de la marche d’un fou. Supposons donc que l'on écrive,
dans un ordre quelconque, tous les termes formés de cinq €lé-
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ments, mais de telle sorte que ces termes ne puissent contenir
deux éléments appartenant 4 une méme ligne ou a une méme
colonne, nous aurons représenté de cette facon les 120 solutions
du probléme des cing tours. Cela fait, supprimons parmi ces solu-
tions toutes celles dans lesquelles deux éléments contiennent la
méme lettre ou le méme indice, il ne restera plus que les dispo-
sitions qui conviennent au probléme des cing reines.

Il n’est pas nécessaire d’écrire toutes les solutions du probléme
des cing tours, que Pon pourrait former au moyen des solutions
du probleme des quatre tours, ainsi que nous l'avons expliqué
plus haut. On trouve de grandes simplifications dans I'application
de cette méthode, en se servant des ressources d’une importante
théorie d’algebre, connue sous lenom de théorie des déterminants ;
cependant, malgré toute ’habileté montrée par MM. Giinther
et Glaisher dans cette question, le probléme des neuf reines ou
des dix reines, sur les échiquiers de 81 et de roo cases, semble
presque inabordable par cette méthode.

(! t- v,
. n(’*%
METHODE DE M. DE LA NOE,

Cette méthode consiste dans la décomposition de I’échiquier
en carrés concentriques; le premier forme un carré intérieur ou
premiére bande de 4 cascs, dont I'une est a; nous désignerons
sous le nom de deuxiéme bande 'espace formé par les 12 cases qui
entourent le premier carré; par troisiéme bande, 'espace formé
par les 20 cases qui entourent la deuxiéme bande; par quatriéme
bande, I'espace formé par les 28 cases qui entourent la troisi¢me
bande; on continuerait ainsi pour un échiquier pair de grandeur
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quelconque, c’est-a-dire pour un échiquicr dont le nombre des
cases contenues sur le c6té est un nombre pair; le nombre des
cases de chaque bande augmente de 8 lorsque 'on passe a la

%y%;%
.%' oV
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///
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bande suivante. Pour un échiquier impair, la premiére bande
serait formée de 1 carré; la seconde bande, de 8 carrés, et les
suivantes, de 16, 24, 32, ... carrés.

Partons de la premiére bande, et placons une reine en a; on
observeraque cette reine peutoccuper, aprés un seul déplacement,
28 cases de I'échiquier, nombre toujours égal au nombre des
cases dela bande extérieure de I’échiquier ;dans la deuxi¢me bande,
une reine commande 26 cases;dans la troisiéme 24, et dans la
quatriéme 22. Maintenant, cherchons a placer le plus grand
nombre de reines sur la seconde bande, de toutes les maniéres
possibles. On voitque I'on peut placer deux reines sur la deuxi¢me
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bande, en b etc, ou bien en &' et ¢'; il est inutile de conserver,
pour linstant, cette seconde dispesition symétrique de la pre-
miére. En effet, en se bornant a I'échiquier de 16 cases, la pre-
miére disposition (abc) s’écrirait 0244; la solution renversée
serait 41420, et en faisant faire a I'échiquier trois quarts de tour,
on obtiendrait la disposition 4203, qui est précisément la méme
que (d'ac’). Pour une raison semblable & la précédente, on voit
qu’il n’est pas nécessaire de déplacer la reine a sur les autres
cases de la premiére bande.

En partant de (abc), on placera le plus de reines possible sur
la troisi¢éme bande, en d et e, par exemple; il restera donc 2
placer trois reines sur la bande extérieure, et 'on constatera faci-
lement que cela est impossible; donc, en placant les cinq reines
(abede), on n’arrive & aucune solution. On essayera alors de n’en
conserver qu’une seule sur la troisiéme bande, soit en d, soit
en e, et I'on verra qu'aucune de ces dispositions ne conduit a
une solution; d’ailleurs on ne peut placer cing reines sur une
seule bande; par conséquent, le commencement (abc) ne peut
conduire a aucune solution.

En conservant la reine a, on essayera successivement, tout en
maintenant b ou ¢, de placer les six autres reines sur les deux
derniéres bandes; mais on ne trouve aucune solution; d’oli ’on
tire cette conclusion que les deux premiéres bandes ne peuvent
étre simultanément occupées par les reines; c’est 1a un fait
observé sur tous les échiquiers, jusqu’a celui de 64 cases,
par M. Parmentier; mais cela n’a plus lieu pour Péchiquier de
100 cases.

On conserve encore la reine a, et Pon cherche a placer le plus
de reines sur la troisiéme bande; on peut en placer trois de
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diverses maniéres; puis, en excluant les solutions adjointes ou
renversées, on place les quatre reines sur laquatriéme bande; on
trouve ainsi les quatre solutions simples irréguliéres :

35841726, 46452837, 48157263, 42751863,

qui correspondent au ¢ype 1034. Les chiffres du type représen-
tent successivement le nombre des reines placées dans chaque
bande.

En supprimant la reine a, et placant trois reines, puis deux,
puis une seule sur la seconde bande, on trouve les solutions
simples irréguliéres :

72631485 pour le type 0314,
57263148, 16837425; — 0233,
61528374, 57263184, 51468273, — 0224,
58417263, — 0134.

Enfin, si 'on ne place aucune reine sur les deux premiéres
bandes, on trouve la solution semi-réguli¢re de la fig. 6, qui
appartient au type 0044. Ainsi, en tout, le probléme des huit
reines comporte douze solutions simples dont onze irréguliéres
et une semi-réguliére; au total, quatre-vingt-douze solutions
distinctes.

Pour résumer le probléme des huit reines, nous donne-
rons le tableau des douze solutions simples dans lordre sui-
vant:
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Tableau des solutions simples du probléme des huit reines.

N°% D'ORDRE. NOTATION. TYPE. Nos D'ORDRE. NOTATION., TYPE.
I 72631485 0314 9 16837425 0233
2 61528374 0224 | 8 57263184 0224
3 58417263 0134 9 48157263 1034
4 35841726 1034 | 10 51468273 0224
5 46152837 1034 | 11 42751863 1034
6 57263148 0233 12 35281746* 0044

BSD

PROCEDES MNEMOTECHNIQUES.

On peut se rappeler la premiére solution, dont on déduit régu-
liérement les six suivantes, au moyen d’une phrase mnémotech-
nique telle que celle-ci :

C'est difficile si tu veux gque huit cadrent,
sept  deux six trois un quatre huit cing.

On déduit ensuite la deuxiéme solution, et la troisiéme, en
abaissant d’un rang toutes les reines de la premiére solution, et
en reportant en haut de I’échiquier la reine qui se trouvaitsur la
premiére ligne; on obtient les solutions des numéros 4, 5 et6en
avancant d’'un rang vers la droite, les reines des solutions de
rangs 1, 2 et 3; on déduit la septi¢me solution de la sixiéme en
élevant d’un rang toutes les reines, et en les reportant d’un rang

vers la droite.
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On peut encore se servir de la méthode suivante: On suppose
’échiquier entouré de huit autres, que 'on est censé replacer
ensuite sur le premier, avec les reines; on dessine la fig. 20,
formée de deux lignes de quatre cavaliers, en prenant pour le

Fig. 20. Fig. 21.
, =T
413
7
6 1
5 2
4 3
=
6|1 |

point de départ, figuré par la case A, I"'une des cases numérotées
de la fig. 21; les numéros 1, 2, 3, 4, 5,6, 7 donnent les sept
premiéres solutions, et les numéros 1/, 2/, 3, 4/, 5, ¢/, 7' donnent
les solutions renversées.

Pour les cing autres, on opére comme il suit:

La huitiéme solution s’obtient au moyen de la sixiéme, en
échangeant seulement les deux derniéres reines.

La neuviéme solution s’obtient au moyen de la huitiéme, en
faisant avancer toutes les reines de trois cases vers la droite, et
en échangeant ensuite la premiére reine avec la troisiéme.

La dixiéme solution se déduit de la neuviéme, en remontant
d’une case toutes les reines situées au-dessus de la troisi¢me ligne
horizontale, et, corrigeant la position, en élevant la reine de la
troisiéme colonne verticale de la premiére case a la quatri¢me.
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La onziéme solution peut aussi se déduire de la neuviéme, en
laissant en place les reines des quatre lignes horizontales du
milieu et en déplacant symétriquement les quatre autres reines,
par rapport a la quatriéme colonne verticale.

Quant a la douziéme solution, elle est symétrique et facile a
retenir,

.o
MOINS DE HUIT REINES.

En appliquant la méthode précédente aux échiquiers de moins
de 64 cases, M. Parmentier a trouvé les résultats consignés dans
le tableau suivant :

Tableau des solutions simples du probléeme des 4, 5, 6, 7 reines.

n. N. TOTAL. TYPE. NOTATION.
4 16 2 04 2413%*
5 25 10 104 2531 4%
023 53142
6 36 4 024 246135*
7 49 40 0124 6357142
5 00 60 1024 5724613~
» 3724615*
0214 4613572
0133 1357246
» 3572461

La colonne 7 désigne le nombre de cases sur chaque coté, et
la colonne N donne le nombre total des cases de I'échiquier;
ainsi N = n2.
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La troisiéme colonne indique le nombre total des solutions
réellement distinctes ; la quatri¢me colonne donne le type; enfin
la cinqui¢me donne la notation des solutions simples. Il n’y a
aucune solution pour les échiquiers de 4 cases et de g cases.

On retrouve ainsi les nombres des solutions qui ont été don-
nés, d’une part, par MM. Giinther et Glaisher, et, d’autre part,
par Bellavitis, dans sa 10* Rivista dei Giornali (p. 8 et 9).

oY
TR
LES 92 POSITIONS DES HUIT REINES.

Le tableau suivant contient les g2 solutions possibles du pro-
bleme des huit reines; c'est, ainsi que nous ’avons dit plus haut,
Pensemble de tous les nombres formés des chiffres différents, de
1 4 8, de telle sorte que la différence de deux chiffres n’est jamais
égale a la différence des rangs qu'ils occupent. Cest la reproduc-
tion du tableau dressé en 1867, 2 Constantine, par M. Parmen-
tier. On remarquera que ce tableau contient :

4 solutions commengant ou finissant par les chiffres 1 ou 8;

8 — — — 2 ou 7;
16 — = &= 3 ou 6;
18 — — — = 4 ou 5.

Les huit colonnes de g2 chiffres ont toutes le méme total :
414 ou 18 fois 23. Dans chaque colonne, il y a nécessairement
autant de chiffres 1 que de chiffres 8,de 2 etde 7, de 3 et de 6,
de 4 et de 5. Cette remarque peut servir de vérification.
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Tableau des g2 solutions du probleme des huit reines.

1586 3724
1683 7425
1746 8253
1758 2463
2468 3175
2571 3864
2574 1863
2617 4835
2683 1475
2736 8514
2758 1463
2861 3571
3175 8246
3528 1746
3528 6471
3571 4286
3584 1726
3625 8174
3627 1485
3627 5184
3641 8572
3642 8571
3681 4752
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24
25
26
27
28
29
30
31
372
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46

3681
3682
3728
3728
3847
4158
4158
4258
4273
4273
4275
4285
4286
4615
4682
4683
4718
4738
4752
4753
4813
4815
4853

5724
4175
5146
€415
1625
2736
6372
6137
6815
6851
1863
7136
1357
2837
7135
1752
5263
2516
6138
1682
6275
7263
1726

47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69

5146 8273
5184 2736
5186 3724
5246 8317
5247 3861
5261 7483
5281 4736
5316 8247
5317 2864
5384 7162
5713 8642
5714 2863
5724 8136
5726 3148
5726 3184
5741 3362
5841 3627
5841 72063
6152 8374
6271 3584
6271 4853
6317 5324
6318 4275

6318
6357
6358
6372
6372
6374
6415
6428
6471
6471
6824
7138
7241
7263
7316
7382
7425
7428
7531
8241
8253
8316
8413

5247
1428
1427
4815
8514
1825
8273
5713
3528
8253
1753
6425
8536
1435
8524
5164
8136
6135
6824
7536
1746
2574
6275

&

METHODE DE GAUSS.

Dans le tableau précédent, toutes les solutions sont rangdes
dans lordre numérique. On peut construire ce tableau par un
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procédé systématique, dont I'application est trés simple et qui a
été imaginé par Gauss, puis retrouvé par M. Laquiére, en 1881.
On place d’abord une reine dans la case la moins élevée de
la premiére colonne a gauche; on place ensuite une seconde
reine dans la seconde colonne, sur la case la moins élevée qu’il
soit possible, et ainsi de suite, en cherchant toujours a placer
une reine dans une nouvelle colonne a droite, le plus bas qu’il
soit possible, d’aprés les conditions du probléme, c’est-a-dire en
ayant égard aux positions des reines déja placées a gauche. Lors-
qu’il arrive un moment ob l’on ne peut plus placer aucune reine
dars sa colonne, on éléve celle de la colonne précédente de une,
deusx,...,cases, etl'on continue toujovrs,d’aprés leméme principe,
de n’élever une reine que lorsqu’il n’y a plus de positions admis-
sibles pour ’ensemble des reines & placer & la droite.

Chaque fois qu'une solution est trouvée, on linscrit d’aprés
la notation convenue, et les solutions se trouvent ainsi rangées
dans l'ordre numérique de la notation. D’ailleurs, on vérifie le
tableau obtenu par cette méthode, en renfermant ensuite dans
le méme groupe toutes les solutions que l'on peut déduire
d’une premiére, par la rotation ou le renversement de I’échi-
quier, ainsi que nous-I'avons expliqué aux paragraphes sur les
solutions adjointes et sur les solutions renversées.

En suivant cette méthode, M. Laquiére a fait effectuer par un
enfant, dans une aprés-midi, le tableau des 92 solutions de I'échi-
quier de 64 cases. Ce tableau, facile a vérifier, ne contenait que
trois erreurs provenant d’une seule omission et de deux solutions
inexactes (‘).

(*)En appliquant le calcul des probabilités a cetessai, M. Laquitre a obtenu
le résultat suivant. Soit N le nombre des solutions, ¢ la probabilité d'une
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AUTRE ENONCE DU PROBLEME DES REINES.

Au moyen de ce tableau, il est facile de donner la solution du
probléme des huit reines, énoncé sous la forme suivante ;

On place une reine sur I'une quelconque des 64 cases de
I’échiquier ordinaire; déterminer ensuite toutes les maniéres de
disposer sept autres reines, de telle sorte quaucune d’elles ne
puisse étre prise par une autre.

Pour résoudre complétement ce nouveau probléme, il est bon
d'observer qu’il n’est pas nécessaire de considérer indistinctement

Fig. 22.

44

33 | 43

22 { 32 | g2

lln 21 | 31 | 41

toutes les cases sur lesquelles on peut poser la premiére reine,
mais seulement les cases numérotées de la fig. 22; celles-ci

erreur sur l'une d’¢lles; la probabilité de voir subsister une erreur, aprés la
comparaison des huit tableaux formés en écrivant les solutions adjointes ou
renversées du premier tableau, est donnée par la formule

k _ Nes .
T(N—n(N—2)...(N—7)

mais on a N=g6, car la solution semi-réguliére est comptée pour 8; de

P

plus, dans l'essaion ac = 5%; donc
35
E. Lucas. — Récréations mathém. 6

1
on P<co— .
? = 3000000000
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couvrent un peu plus du huiti¢éme de I’échiquier; on obtiendra
les solutions qui correspondent aux autres cases par des procédés
de symétrie, suivant les quatre axesde symétrie de 'échiquier.

Pour obtenir toutes les solutions qui proviennent de la case
initiale 11, il suffira de prendre dans le tableau complet des
g2 solutions toutes celles dont le premier chiffre 4 gaucheest un;
pour obtenir toutes les solutions qui proviennent de la case 22,
on choisira celles dont le deuxiéme chiffre est deux; pour obtenir
toutes les solutions qui correspondent & la case 43, on prendra,
dans le tableau, tous les nombres dont le quatriéme chiffre est
trots, et ainsides autres.

Le tableau suivant contient trois colonnes, la premiére indique
le numéro de la case initiale; la deuxiéme colonne contient le
nombre de solutions pour cette case, et la troisiéme colonne, les
numéros des solutions pour lesquelles il faut se reporter
au tableau de la page 79.

CASE. | NOMBRE. NUMEROS D'ORDRE DES SOLUTIONS,

Ir 4 1, 2, 3, 4.

21 8 |13,29,30,47,48,49,65,81.

31 16 |8,37,40,44445,54,55,57,58,68,69,70,76,84,91,92.

41 18 |6,12,16,21,23,24,52,53,62,63,64,66,67,78,79,82,88,8q.

22 16 31,32,33,34,35,36,50,51,52,53,66,67,82,83,89,90.

32 14 14,15,18,rg,zo,26,27,59,60,61,77,8'0,86,87. |

42 8 |22,25,38,42,65,73,74,85.

33 4 | 10,41,81,88.

43 12 12,9,32,33,30,43,44,46,57,83,90,92.
L 44 8 7,17,48,56,58,59,75,80.

e » *—  ——



Le probléme des huit reines. 83

On observera que les cases 11 et 33 sont beaucoup moins
favorisées que les autres; mais il y a toujours quatre solutions
au moins, et dix-huit au plus, en prenant pour case initiale
une case quelconque de I’échiquier.

D

DESIDERATUM,

Nous venons d’indiquer tout ce qui est connu, ou a peu prés,
sur le probléme des reines. Mais si I'échiquier a 9 ou 10 cases
sur le coté, le probléme se complique de telle sorte que I'on ne
connait pas le nombre de solutions. Peut-étre y aurait-il quelque
intérét a déterminer le nombre des solutions du probléme pour
les échiquiers de 81,100, 121 €t 144 cases. Alors il se pourrait
que l'observation du tableau du nombre des solutions pour tous
les échiquiers de 2 & 12 cases de coté pit conduire soit a d’autres
méthodes derecherche, soit  des propriétés nouvelles des nombres
entiers. La grande difficulté du probléme tient & ce que le
nombre des permutations de # objets augmente considérablement
avec n, et que, par suite, le nombre des permutations qui ne
conviennent pas au probléme des n reines augmente lui-méme
trés rapidement.

Pour I'échiquier de 11 cases de c6té, on peut trouver immé-
diatement diverses solutions simples, que 'on déduit de la con-
sidération de la progression arithmétique. Désignons, pour
abréger, par a le nombre dix, et par b le nombre onze; formons
les progressions arithmétiques suivantes, dans lesquelles nous
supprimons les multiples de onze, le nombre 4 pouvant étre
remplacé par zéro :
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Progression 1, 3,5,7,9,5,2,4,6, 8,a, deraison 2;

—_ 1,4,7,4,2,5,8,0,3,6,9, — gg
— 1,5,9,2,6,a,3,7,0,4,8, — 4
— 1,6,b0,5,a,4,9,3,8,2,7, — 53
— 1,7,2,8,3,9,4,4,5,0,0, — 6;
—_— 1,8,4,0,7,3,a,6,2,9,5, — 79
— 1,9,6,3,0,8,5,2,a,7,4, — 8;
— 1,a,8,6,4,2,b,9,7,5,3, — 9.

Toutes ces solutions conviennent au probléme des onze reines;
sur Péchiquier, ces solutions représentent encore ce que Pon ap-
pelle les armures des satins réguliers sur onge lames, dont
nous avons donné la théorie générale dans opuscule : Principii
fondamentali della geometria dei tessuti (')

RS

THEOREMES D'ARITHMETIQUE.

Considérons une progression arithmétique de raison r :
ta,a+rya-+2r,a-+3r, ...
si Pon prend les restes de la division des différents termes par un
nombre p, il ne peut y avoir plus de p restes différents; d’ailleurs,
ces restes se reproduisent périodiquement de p ‘en p. Pour que
tous les restes soient distincts, il faut et il suffit que le nombre p
soit premier avecla raison 7. En effet, désignons par r,, etr,les

(') L'Ingegneria Civile e le Arti Industriali. Anno VI, fasc, 7°ed 8.
Torino, 1880.
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restes de rangs m et nyona (')

rm=a-+ m—1)r, (Mod. p),
r.=a-+(n—1)r, (Mod. p),

et, par différence,
m—rp=(m—mn)r, (Mod. p).

Par conséquent, si les restes r,, et r, étaient identiques, le
produit (m — n)r serait divisible par p; mais p étant suppos:
premier avec r diviserait le nombre (m — n) plus petit que lui;
ce qui est impossible. Donc :

TutoriMe 1. — Si Pon divise par un nombre p premicr avec
la raison, p termes conséculifs d’une progression arithmétique
formée de nombres entiers, tous les restes sont différents.

On dit alors que ces restes forment un systéme complet de
résidus suivant le module p.

Supposons, de plus, que p désigne un nombre premier avec
la raison, et avec la raison augmentée ou diminuée del'unité;
on a alors le théoréme suivant :

TutoriMe 11, — Si lon divise p termes consécutifs d’une pro-
gression arithmétique de raison r par un nombre p premier
avec chacun des nombresr,r +1,r — 1, la différence de deux
restes quelconques n'est jamais, en valeur absolue, égale a la
différence des rangs qu’ils occupent dans la progression.

(') La notation a = b, (Mod. p), veut dire que a et b different d’un
multiple quelconque de p; elle se lit a congru a b suivant le module p. Elle
a été imaginée par Gauss; c'est une excellente notation qui, malheureu-
sement,n’a pas encore été adoptée, en I'rance, d’une manitre générale.
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En effet, sil’on supposait
rm—rp==(m-—n), (Mod p),
on en déduirait, d’aprés ce qui précede,
(m—mn)r=:=(m—n), (Mod p),
ou bien
(m—n)(r=1)=o0, (Mod. p).

Donc p premier avec r == 1 diviscrait le nombre (m — 1) plus

petit que lui; ce qui est impossible.

11 résulte de ces deux théorémes que l'on peut, dans beaucoup
de cas, trouver un grand nombre de solutions du probléme des

p reines, en supposant que p désigne un nombre impair, non

divisible par 3.




CINQUIEME RECREATION.

LE JEU DU SOLITAIRE.

A M. H. Hermary, ancien éléve de PEcole Polytechnigue,

capitaine au Comité d'artilleric.

« Les premidres notions de mathématiques doi-
vent faire partie de I'éducation de I'enfanee. Les
chiffres, les lignes parlent plus qu'on ne croita
leur imagination naissante, et c’est un moyen sir
de l'exercer sans I'égarer. »

(CoNDORCET, Discours sur les Mathématiques. )

« 11 faut jouer au solitaire,
Quand on n'est plus dans les beaux ans. »
(PaNarD, Chansons, t. I11.)
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CINQUIEME RECREATI

LE JEU DU SOLITAIRE.

omME son nom l'indique, le jeu du solitaire est joué par

une seule personne; il consiste, au point de vue le plus

général, dans la recherche de problémes concernant la
géométrie de situation. Cependant ce jeu peut étre effectué par
deux ou plus de deux personnes, qui se proposeraient récipro-
quement la résolution de problémes de plus en plus compliqués.
Cette remarque s’applique d’ailleurs a tous les jeux qui sont étu-
diés dans ce volume; tous peuvent étre joués par un seul parte-
naire ou par plusieurs.

o>
HISTORIQUE.

Dapres U'Encyclopédie méthodique, ce jeu nous viendrait
d’Amérique, ol un voyageur francais en aurait congu Pidée et
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réglé la marche, en regardant des sauvages qui revenaient de la
chasse, et plantaient leurs fléches en différents trous disposés ré-
guliérement sur la paroi de leurs cabanes. Le Dictionnaire des
origines fait observer, mais sans en dire plus, que le jeu du soli-
taire dérive du jeu des mages, ou des carrés magiques. Il est fort
possible qu'il y ait une relation étroite entre ces deux jeux : c'est
12 une question intéressante que nous soumettons & la perspi-
cacité de nos lecteurs. D’autres font naitre le solitaire en Chine,
a une époque trés reculée.

Quoi qu’il en soit, le jeu du solitaire était bien connu des le
commencement du dernier siécle. Le premier volume des Mé¢-
moires de P Académie des Sciences de Berlin (Miscellane Bero-
linensia, 1710) contient un Mémoire de Leibniz ayant pour
titre : Annotatio de quibusdam ludis, etc., et qui débute ainsi :
« Non ita pridem increbuit ludi genus singulare quem Solitarium
appelant (*).» On y trouve encore le pasage suivant: « Seepe
notavimus nusquam homines quam in ludicris ingeniosiores essc:
atque ideo ludos Mathematicorum curam mereri, non per se, sed
artis inveniendi causa. » Plus tard,dans une lettre adressée 4 M. de
Montmort, le 17 janvier 1716, Leibniz s’exprimait ainsi : « Le
jeu nommé le Solitaire m’a plu assez. Je I'ai pris d’une maniére
renversée, c'est-a-dire qu'au lieu de défaire un composé de pi¢ces
selon la loi de ce jeu, qui est de sauter dans une place vide et d’dter
la pi¢ce sur laquelle on saute, j’ai cru qu’il serait plus beau de
rétablir ce qui a été défait, en remplissant un trou sur lequel on
saute; el par ce moyein on pourrait se proposer de former une telle
ou telle figure proposée, si elle est faisable, comme elle I'est sans

(*) Voir le Dictionnaire mathématique de Kligel, continué par Mollweide
(Rligel’s math. Woterbuch, IVe partie, p. 466).
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doute si elle est défaisable. Mais & quoi bon cela? dira-t-on. Je
réponds : & perfectionner I'art d'inventer. Car il faudrait avoir des
méthodes pour venir & bout de tout ce qui peut se trouver par

R

DEFINITION DU SOLITAIRE.

raison. »

Ce jeu se compose essentiellement d’une planchette ayant la
forme d’un octogone régulier, et percée de irente-sept trous
placés aux sommets de carrés, conformément a la figure suivante.

Fig. 23,

©
[ ]
o

(]
[
o
[ -]
[

N

Tous ces trous sont garnis d’une cheville, en os ou en ivoire,
anpelée fiche. Cependant, depuis quelques années, on a remplacé
la planchette octogone par une planchette circulaire, les trous
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par des creux hémisphériques, et les fiches par des billes ou des
boules.

Lorsqu'on n’a pas de jeu de solitaire & sa disposition, on y
supplée facilement, en utilisant certaines cases du damier, et en
se servant des pions. Mais ilest encore plus simple de dessiner sur
une feuille de carton la figure suivante, en placant les numéros
correspondants dans le méme angle de chacun des carrés de I'échi-
quier. On observera que la notation dont nous nous servons est
entiérement conforme aux principes de la géométrie analytique;
nous ajouterons que c’estla notation qui a été proposée pour I'échi-
quier (*) par un illustre mathématicien francais de la fin du
siécle dernier, que la science francaise a trop laissé jusqu’a présent
dans Poubli : je veux parler de Vandermonde.

Dans la figure, nous laisserons de c6té, pour l'instant, les carrés
ou cases numérotées 04, 40, 48, 84, qui n’appartiennent pas au
solitaire que I'on trouve le plus communément dans le commerce.

Nous appellerons coins du solitaire les cases numérotées, 13
et 31, 15 et51, 37 et 73,57 et 75 ; milieux, les cases numérotées, 14
et 41, 26 et 62, 47 et 74, 22 et 66; fironts,Vensemble des trois
cases contigués, telles que 13, 44, 45, ou 31, 44, 54, ou 37, 47, 57,
ou 73, 74, 75; pourtour ou périmétre, 'ensemble des coins et des
milieux limitant le solitaire, et enfin centre, la case 44.

Nous dirons que plusieurs cases sont consécutives, lorsqu’elles

S

(1) Remarques sur les problemes de situation, par Vandermonde. —
Mémoires de I’ Académie royale des Sciences de Paris pour l'année 1771,
p. 566-574. On trouve dans ce Mémoire une solution curieuse du probléme
du cavalier des échecs sur un échiquier cubique, et les premiers éléments
scientifiques de la géométrie des tissus d fils curvilignes, qui comprend, en
particulier,la fabrication des articles e bonneterie (tricots, bas, chaussettes,
calecons, bonnets de coton, etc.).
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se succédent sans interruption sur une méme ligne horizontale
ou sur une méme colonne verticale; ainsi les cases 32, 33, 34, 35
sont consécutives sur la méme colonne. Dans ce cas, le premier
chiffre de la notation des cases est le méme, et le second chiffre
représente les nombres entiers successifs; de méme, les cases 23,

Fig. 24.

Y | poreenens
i : 48

37| 471 57

26 | 36 | 46 | 56 | 66

15125350 45556575

.......

o4 414 | 24 34| 44|51 |64 |74 |84

132333435363 |73

22 | 32 | 42 | 52 | G2

31 | 41 | 51

1401
O Aot X

33, 43, 53 sont consécutives dans la méme ligne; alors le second
chiffre de la notation est constant, tandis que le premier chiffre
représente les nombres entiers successifs. En général, nous dési-
gnerons le premier chiffre de la notation de la case, c’est-a- dire
le rang de la colonne ol elle se trouve par le mot abscisse, et le
second chiffre de la notation de la case, c’est-a-dire le rang de la
ligne ou se trouve cette case, par le mot ordonnée.

QS5
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REGLE DU JEU DU SOLITAIRE.

Lorsque le solitaire est enti¢rement couvert de boules, on com-
mence par retirer 'une d’elles; cela fait, lorsque le solitaire pré-
sente une ou plusieurs cases vides, une boule quelconque peut
prendre une autre boule qui lui est contigug, dans le sens hori-
zontal ou dans le sens vertical, lorsqu’en sautant par-dessus, soit
horizontalement, soit verticalement, elle peut venir se placer, en
continuant son mouvement, sur la case vide immédiatement
voisine. Par exemple, la boule 34 peut prendre :

1° La boule 35 en venant se placer sur la case vide 36,

20 — 33 — — 32;
f L J— 24 — - 14;
4 — 44 — — 54.

Nous indiquerons cette manceuvre, que P’on appelle un coup
soustractif, par une fraction ayant pour numérateur la case de
départ de la boule qui prend, et pour dénominateur la case
d’arrivée. Ainsi, pour chacun des quatre coups hypothétiques
qui précédent, la notation serait

34 34 34 34
36’ 32" 14 54

iy
On observera que, dans chacune de ces fractions qui représen-
tent la notation d’un coup, les premiers ou les derniers chiffres
different nécessairement de deux unités.
On peut se proposer sur le solitaire des problemes trés variés.
Suivant la méthode analytique, nous commencerons par donner
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la solution de quelques problémes trés simples qui feront mieux
comprendre la régle du jeu.

B
PREMIERS EXERCICES.

Dans les Exercices suivants, on couvrede boules plusieurs cases
du solitaire; il s’agit, en suivant la régle, de prendre toutes les
boules, & l'exception d’une seule. Ces problémes sont extraits,
en trés grande partie, d’un ouvrage ayant pour titre : Recherches
sur le jeu du solitaire, livre posthume du chevalier Paul
Busschopp, publié par les soins de son frére, Jules Busschopp.
Nous avons d’ailleurs modifié la notation incommode de I'auteur,
ainsi que l'ordre de ces exercices; mais nous avons conservé les
titres de ces problémes, qui sont basés, en général, sur la forme
initiale ou finale de 'ensemble des boules qui couvrent le solitaire.

Le lecteur qui tient a se familiariser avec la pratique de ce jeu
devra répéter ces exercices plusieurs fois, jusqu’a ce qu’il puisse
les réaliser de mémoire.

Probléme I.— La Croix bE six souLes. — On disposesix boules
sur les cases 3b, 43, 44, 45, 46, 55; réduire & une boule au centre
du solitaire.

On manceuvre successivement d’apres la série des cing coups :

45 43 35 65 46,

65’ 457 55 45" 44
Probléme 11. — La Croix pE NEUF BOULES. — On dispose neuf
boulessur les cases 24, 34, 42-46, 54, 64 ; réduire a une boule au
centre du solitaire.



96 Cinquiéme récréation.

La notation 42-46 veut dire que l’on place des boules sur les
cases consécutives 42, 43, 44, 45, 46. Pour abréger, nous nous
servirons de cette notation tout aussi bien dans le sens vertical
que dans le sens horizontal du solitaire. On a successivement

43 45 24 44 04 41 43 46

41U 43 34 427 24 45 45 44
Probleme 111, — Le TriancLE. — Neuf boules en : 23, 33, 34,
43-45, b3, b4, 63.
85533@4_4352342
55 357 537 43’ 42’ 33’ 43’ 44
Probléme IV. — La CuemiNée. — Onze boules en : 34-37,
45-47, b4-57.

45 37 57 34 37 25 46 54 66 46

25" 35" 377 36° 357 25’ 66’ 56° 46" 44
Probléme V. — Lk Carvare. — Quinze boules en : 25, 31,
32, 35, 41-47, 51, 52, b5, 65.
R TIE
37 637 437 537 43
Aprés six coups, on retrouve la Croix de neuf boules du

Probléme 11. On observera que cette croix est déplacée, car le
centre se trouve ici sur la case 45. On terminera sur cette case.

Probléeme VI. — La Pyramie. — Seize boules en : 14, 24,
25, 34-36, 44-47, 54-56, 64, 65, 74.

55 45353 5735 1433 3644.5625 37§65
53> 54° 55" 57 37 33’ 34’ 35’ 56 46’ 36’ 45’ 35’ 557 45
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Probléme VII. — La pousLe Croix. — Vingt et une boules
en: 14, 22, 24, 26, 33-35, 41-47, 53-55, 62, 64, 66, 74.

545_02933414374@45546_674355433

52° 327 42" 53° 43’ 63 54’ 64 65 74’ 64° 54’ 33 34’ 35’

47 45 14 26 24
45" 25" 34 24’ 1

Probléme VIII. — Les civg CROIX ENTRELACEES. —Vingt et une

boules en : 14, 23-25, 32, 34, 36, 44-47, 52, 54, 56, 63-65, 74.

64 44 74 46 66 04 44 47 24 26 46 44 14 42 22

=5 ==y —3 — —Cy ——y —y —y 1, T —

62’ 64’ 54’ 60’ 64" 44" 46" 45 26 46 44 24’ 34 22" 24
24 44 41 62 42

44 42 43" 22" a4’

Probléme 1X. — Le PenTAGONE. — Vingt-quatre boules en :
14, 23-25, 32-36, 42-47, 52-56, 63-65, 74.

35 37 57 55 74 53 65 46

5 7 T=) o) 7)) =7

37" 57755 53’ 54’ 55 45” 43’

Probléme X. — L CarrE iNcLINE. — Vingt-quatre boules en :
14, 23-25, 32-36, 41-43, 45-47, 52-56, 63-65, 74.

53 51 55 75 73 64 35 37 57,55 34 46 14 26 23
5131 75" 737 53’ 44’ 37 57" 55° 35’ 36’ 26° 34’ 24 25’

24’ 23’ 54 33 32” 33’ 43" 44

Probléme XI. — L'Ocrocone. — Le solitaire est entiérement
couvert, a I'exception des huit coins.

E. Lucas. — Récréations mathém. 7
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e - SN 3 e

o BN TR R e R T NE R R R e B
577 52’ 53° 52 54 42 32 42 43 22 23" 24 64 44 54
14 66 64 56 35 54 33 35 47 55 25 26 46
34 64 44 54 33 34 35 55" 15" 35”45 46 44
Probléme XI1.— La tripLe Crorx. -— Le solitaire est entiére-
ment couvert, 2 Pexception des cinq cases 22, 66, 26, 62 et 44.
4221_;_5_125-5_46_27_?13_23_14351635675
c.’ 527 53’ b4 52’ a2’ 53 52’ 51 63’ 537 43 54 55
543_5_£7£ﬂ§§§23_4ﬁ1543 13 32 24
56 557 457 65) 557 45’ 35) 32} 33) '1—33 '2_?)7 "3"3‘7 gz? E’
34 26 46
36° 46" 44
Il y a aussi lieu de s’exercer & réussir ces problémes en sens
inverse, en modifiant la régle du jeu contormément a I'idée émise
par Leibniz, et reproduite au début de cette récréation. Consi-
dérons trois cases consécutives A, B, C, soit dans le sens hori-
zontal (fig. 25), soit dans le sens vertical (fig. 26).

Fig. 25. A
A l B l c \ B Fig. 26.
C

Supposons vides les cases B et C, et une boule en A. Passons la
boule A en C, et plagons une boule en B; nous aurons ainsi un
coup additif. Cela posé, on pourra reprendre les problémes pré-
cédents. On place une boule sur la case du solitaire, occupée par
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la derniére boule, et dont le numéro est le dénominateur de la
fraction qui représente le dernier coup. On opére par des coups
additifs dont la lecture se fait: 1° en renversant les deux termes
de chaque fraction; 2° en renversant l'ordre des fractions, la
derniére devenant la premiére.

NS R

PROBLEMES SUR LE SOLITAIRE DECENTRE.

Dans les problémes suivants, nous prendrons pour figure ini-
tiale le solitaire de trente-sept cases, entiérement couvert, a I’ex-
ception de la case centrale 44. On doit, aprés un certain nombre
de coups, obtenir des figures convenues, formées par les boules
restantes. La premiére série de fractions indique le nombre et la
suite des coups soustractifs; nous indiquons ensuite la position
des boules restantes par des chiffres gras ou par les désignations
que nous avons définies plus haut.

Probléme XII1. — L CuAPELET.

64 62 42 22 24 26 46 66 64 34 54 52 32 24

— - a— —y — —

44’ 64’ 62° 32" 22" 24° 26° 36’ 66° 54 52’ 32’ 33 14

Il reste le pourtour et les boules 35, 43 a 46, 55 formant la
Croix de six boules.

Probléme XIV. — L’EQUATEUR.

42 22 24 63 33 65 62 42 26 46 34 5_5 36 53 56
44’ 42° 22° 43’ 53’ 63’ 64 62° 24” 26° 36’ 35’ 34’ 55’ 54

11 reste le pourtour et la ligne horizontale 14 A 74.
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Probléme XV. — La Croix ET sa COURONNE.
24 36 55 25 33 53 23 56 36 73 65 53 51 33 53
74’ 34’ 35 35 35 33’ 43 36" 33’ 537 63° 737 53’ 52” 51
11 reste le pourtour et cinq boules au centre.

Probléme XVI. — La pLEiNE LUNE.

I1 reste le pourtour et les quatre boules 42, 44, 35, 55.

Probléeme XV1I. — La Croix b MALTE.

Il reste les boules des fronts, de la ligne et de la colonne
moyennes, a I'exception du centre.

Probléme XVIII. — QUATRE CAVALIERS CERNES PAR SEIZE
SOLDATS.

42 45 64 43 66 46 26 46 24 44 22 24 41 62 43 64

44 43 244’ 45 64 66" 46" 44’ 26”24’ 42’ 22° 33" 42”41 62
11 reste le pourtour et les quatre boules 33, 53, 35, 55 représen-
tant les cavaliers, qui n’ont pas bougé pendant la manceuvre.

Probléme XIX. — TROIS CAVALIERS CERNES PAR SEIZE SOLDATS.

G4 34 42 44 36 56 26 46 65 24

a) 547 447 64’ 34) 367 46, 44’ 45’ 26) .
Les huit derniers coups sont semblables aux huit derniers du
probléme précédent. 11 reste le pourtour et les trois boules 33, 53,

45 représentant les cavaliers
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Il e T

Probléme XX. — ApaM ET EVE DANS LE PARADIS TERRESTRE.

4 61
26’ 66

Il reste le pourtour et les deux boules 34 et b4, représentant
Adam et Eve, qui n’ont pas bougé pendant la manceuvre.

Probléme XXI. — LeE LECTEUR AU MILIEU DE SON AUDITOIRE.—
On commence par le probléme du chapelet ( Probléme XIII), et
I'on termine par le Probléme I. 1l reste alors le pourtour et le

centre.

Probléme XXII. — LE JUGEMENT DERNIER,

24 32 52 35 32 55 57 65 63 43 36 35 55 13 15 33

44’ 34’ 32 33 34’ 35 55 45 65 63’ 56’ 55” 57° 33’ 13’ 35’
35 73 75 53 55

15" 53’ 73’ 55° 75
Apres le dernier coup, il reste la boule centrale £4 et les deux

parties du pourtour, représentant les bons et les méchants, sépa-
rés par les cases vides 14 et 74.

Probléme XXIII. — LE granp Bor.
24 32 53 34 31 52 33 45 64 43 56 35 54 66 63 26

44 34’ 337327 337 32° 31 43”44’ 45 54 55’ 56° 64’ 65 24

23 37 47 57,
25" 35" 45" 55

11 reste la ligne 45 &4 75, et le pourtour de 452 41 et de 44 a 75.

—silih
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et e

Probléeme XXIV. — LEs QUATRE EVANGELISTES ET LES DOUZE
APOTRES.

22 24 44 42
24 44’ 42" 22

11 reste les boules du pourtour, a I'exception des quatre boules
14, 41, 47, 74, ce qui représente les douze Apotres, eten plus les
boules 33, 3b, 53, b5, qui représentent les Evangélistes.

Probléme XXV. — La TRNITE ET LES DOUZE APOTRES.

44 43 24’ 45 44’ 54 34 56736’ 35" 55" 57" 377 15° 137 33’
5t 53 73 75 55

SrA5I 53] 705
Il reste douze boules du pourtour, comme dans le probléme
précédent, et, en plus, les trois boules 33, 53, 45.

Probléeme XXVI. — JEsus ET LES DOUZE APOTRES.
42 63 51 31 33 53 23 35 33 14 44 46 26 24 47 66

ey Sy ) T T AR T TR ER D ) ) T TR0 e T

44’ 23753 50 31 337 437 337 53" 34" 24° 44’ 46" 26 45° 46
54 46 74 75 45 53 55

56> 66 54’ 55 65’ 55" 75
Il reste douze boules du pourtour, comme dans les deux pro-
blémes précédents, et, en plus, la boule centralé 44.

Probléme XXVII. — Lk CaLice.

., —— L, ey ——y ——y —
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I1 reste douze boules 26, 34, 34, 35, 41-44, 51, 54, 55, 66.
Probléme XXVIII. — La TrINITE.

46 25 37 45 15 34. 26 54 65 57 45 75 74 54 47

T

44 35’ 35 25" 35 36" 46’ 34’ 45" 55 65 55 54 50 45
66 52 32 34. 14 6"» 42 75 54 22N 34 45 31 43

46’ 57’ 52’ 32’ 34’ 22" 44 53 52° 42° 33’ 327 43’ 5% 23’

41

51 43

43’ 53’ 63

11 reste les trois boules 23, 63 et 40.

Probléme XXIX. — Lgs peux PoLes. — On joue vingt coups

comme dans le probléme précédent, puis on fait :

en

45 73 62 54 51 53 41 22 54 13 43 31 23 43

47" 53" 42’ 52 537 33° 43’ 42’ 32’ 33 23" 33’ 43 41

Il reste alors les deux boules 44 et 47.

Probléme XXX. — L Corsare. — On couvre le solitaire, on
léve la boule 54, on fait ensuite :

53 7'4 65 62 75 54. B 43 73 23 25 45 47, 31 33

51

53’ 65 64 73 52’ 53’ 63’ 53’ 43° 23’ 25" 45 33’ 35

13 43 22 14 35 15 45 26 37 66

33’ 23” 24’ 34’ 33’ 35 25" 24’ 35 40

Puis la boule 44, qui représente le Corsaire, prend successi-

vement les neuf boules 42, 33, 24, 35, b5, 64, 53, 44, 46, et vient

s€

placer en 47, ou elle est prise par la boule 57 qui vient eu 37.

KA
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LES LETTRES EN BOULES.

Nous venons de donner les solutions de trente problémes gra-
dués sur le jeu du solitaire. Il parait que l'ouvrier typographe
chargé de la composition de I'article publié dansla Revue Scien-
tifique n’était pas trés content d’avoir 4 manier une si grande
quantité de chiffres et de fractions. Ce n’était pas ’avis de mon
fils Paul, qui n’a pas six ans, mais qui sait manipuler les numé-
ros avec une grande dextérité; il y a déja longtemps qu’il ne joue
plus au loto, d’abord parce que c’est un jeu de hasard, ensuite
parce que ce jeu estennuyeux. C'estlui qui a corrigé les épreuves
de Particle en question, assisté de sa grande sceur Madeleine,
qui n’a pas sept ans. J’avais dessiné sur une {euille de carton
un solitaire numéroté; puis j’avais expliqué a tous deux les nota-
tions si simples du jeu du solitaire, Pendant que ['un appelait les
coups successifs, 'autre les réalisait sur 'échiquier; je n’ai donc
eu a revoir qu’un petit nombre de problémes, c’est-a-dire seu-
lement ceux qui les avaient arrétés.

Aussi, pour les récompenser,je leur ai promis d’écrire leurs
noms en lettres de boules sur le jeu du solitaire; dans cette
intention, j’ai réuni quelques nouveaux problémes que 'on déduit
du solitaire complet, et qui se terminent par un ensemble de boules
représentant aussi bien que possible les lettres de I'alphabet qui
servent A former leurs noms.

&5
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LA RECREATION DE PAUL (').

£ ]
Cette récréation se compose de quatre parties successives qui
correspondent aux quatre lettres P, A, U, L.

La vertRE P. — Du solitaire complet on enléve la boule 44;
puis on joue les vingt-trois coups suivants :

4263 51 43 73 54 62 a1 74 33 54 22 52 56
44’ 43’ 537 63’ 53’ 52’ 42° 343’ 54 53 52’ 22’ 32’ 54
36 34 75 45 13 14 15 26 56,
56’ 36" 55’ 65 33° 34’ 35 46’ 36

I1 reste les treize boules 31-37, 44, 47, b4, b7, 65, 66.

La LErTRE A. — Du solitaire complet on enléve la boule 44;
puis on joue les vingt-six coups suivants :

64 56 35 54 66 57 47 37 45 34 20 15 75 14
244’ 54 55 56" 64 55 45 35 65 36’ 46’ 35 55 34
74 22 43 31 23 53 41 33 63 5t 43 62
54’ 24’ 23’ 33" 43’ 33° 43’ 53’ 43’ 53’ 63 64

Il reste les dix boules 43,73,24-64,35,55,46.

La vertre U. — Du solitaire complet on enléve la boule 64;
puis on joue les vingt-quatre coups suivants :

66,45 57 25 37 45 47 54 52 32 34 95 73 62
64’ 65" 55 45 35 25 15 56’ 54 52’ 32’ 55 53 42
54 74 51 32 13 43 45 15 13 a3
52’ 54’ 53’ 52° 33’ 23’ 33’ 13’ 33 23

(*) Nous recommandons ces exercices aux péres de famille qui n’ont
malheureusement pas toujours le temps d’étre dérangés de leurs travaux
par leurs enfants.
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11 reste les douze boules 22-26, 34, 41, 52-56.

La rerTRE L.— Du solitaire complet on enléve la boule 33;
puis on joue les vingt-sept coups suivants :

A L R
33> 32’ 317 33’ 34 32° 36’ 56" 54 53 52° 54 55 56
66 75 55 43 36 15 13 45 15 34 37 47 45

46’ 55° 357 35’ 34 35° 15 25’ 35” 36° 35 45 25
I1 reste les neuf boules 22-26, 32-62.

s S5 4

LA RECREATION DE MADELEINE.

Cette récréation se compose de cinq parties nouvelles qui cor-
respondent aux lettres M, D, E, I, N.

La tertre M. — Du solitaire complet on enléve les boules 33
et 53; puis on joue les vingt-deux coups suivants :

55 13 43 63 5143 35 23 31 43 41 15 13 43
53” 33 23° 43” 53° 63° 33° 43’ 33’ 23’ 43’ 13’ 33 2%
79 7 48 wpd el wn SGs By
55" 75” 65° 55’ 45’ 65 35 55

I1 reste les treize boules 22-26, 35, 44, bb, 62-66.

La rertre D. — Du solitaire complet on enléve la boule 44,
puis on joue les vingt coups suivants :

42 23 35 43 54 46 34 65 63 75 45 53 55 22
:}_:”i_’ Z]-_«.))‘J E) 53’) g;) 4:1-7 54) 457 6—5'7 5—5‘) '6—5) ’5—5'7 ‘7—5‘7 43')
52 13 14 15 26 56
32’ 33’ 33’ 35" 46’ 36
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I1 reste les seize boules 34-37, 44, 47, 54, 57, 62, 66, 73-75.

La vertre E. — Du solitaire complet on enléve la boule 44;
puis on joue les vingt-trois coups suivants :

42 62 54 73 52 41 22 43 34 54 56 75 54 74
a4’ 42’ 52° 53’ 54’ 43 42’ 21 32 34 54 55 56 54’
46 39 34 13 14 15 47, 66 45
44  40° 36" 33’ 34 35 45’ 46" 47

Il reste les treize boules 34-37, 44, 44, 47, 54, 54, 57.

La rerrre I. — Du solitaire complet on enléve les boules 43
et 73 ; puis on joue les vingt-quatre coups suivants :

7554@2_4&1534061446_5&@2_3_234
73" 74’ 64’ 54 13 14 24 34 66 56" 40 54 52 32
ORFLREN e N NN ]
34 33’ 42 327 53’ 52° 517 53’ 52° 42

11 reste les onze boules 31, 37, 441-47, 54, 57.

La reTtre N. — Du solitaire complet on enléve les boules 52
et 33; puis on joue les vingt-deux coups suivants :
54 56 75 54 57 45 25 37 45 47 73 75 45 13
52" 54” 55 56’ 55 65 45 35 25 45 75" 55 65 33
43 15 13 33 31 41 43 51
23’ 13’ 33’ 35733 43725 53

Il reste les treize boules 22-26, 35, 44, b3, 62-G6.
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LES REUSSITES DU SOLITAIRE A 37 CASES.

Le problé¢me que Pon résout le plus communément sur le soli-
taire s'appelle réussite; il consiste 4 enlever une boule du soli-
taire complet, puis on doit réduire le solitaire a une seule boule,
en suivant la régle du jeu. Nous désignerons alors sous le nom
de case initiale la premiére et unique case vide, et par case finale
ou terminale la derniére et unique case pleine. Nous avons déja
obtenu la réussite ayant 54 pour case initiale et 37 pour case
finale, dans la solution du probléme du Corsaire. Nous donne-
rons une seconde réussite, en partant de la case 73; le tableau
successif des trente-cing coups est le suivant :

53 51 43 Zé 23 31 43 13 45 65 57 43
73’53’ 63’ 53’ 43’ 33 237 33’ 43’ 45’ 55’ 65’

75 25 37 45 15 43 64 62 74 41 34 14

Tey ==y 25y ) =) =73 — 5

557 45° 35" 25" 35” 63° 44 64 54 43 36" 34
47,26 45 54 66 43 22 47 45 24 44, 43,
45" 46" 47 56" 46° 23’ 24” 45’ 43’ 34 42 45
On retient assez facilement cette marche en se fixant dans 1’es-
prit les figures représentant I'état du solitaire apres le 17° coup,
et aprés le 26°.
Quant au dernier coup, il est possible de deux facons diffé-
rentes, et la case finale est 42 dans le premier cas, et 45 dans le
second. Cette observation sera trés utile dans la suite.

e
W&d&//b\y ]
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DE LA SYMETRIE HORIZONTALE.

Au lieu de prendre 73 pour case initiale, on pourrait prendre
une autre case, et il y aurait ainsi lieu de considérer les réussites
qui correspondent  toutes les cases du solitaire, prises successi-
vement pour case initiale. Mais la forme réguliére du solitaire
permet de réduire considérablement ces problémes, ainsi qu’on
va le voir.

Sil’on prend 75 pour case initiale, on observera que les cases 73
et 75 sont placées symétriquement par rapport & la ligne
moyenne 44-74 qui est un axe de syméirie dela figure formée
par les cases du solitaire. Dans le cas général, les premiers chiffres
des notations de deux cases symétriques par rapport 4 la ligne
moyenne sont égaux; ainsi les cases symétriques 73 et 75, 32
et 36, etc., ont le méme premier chiffre. Quant aux seconds chif-
fres, ils ont constamment la méme somme égale & huit.

Par conséquent, pour résoudre le probléme de la réussite, qui
convient  la case initiale 75, il suffira de reprendre le tableau
précédent, en conservant l'ordre et la disposition des fractions;
on conservera encore le premier chiffre de chacun des termes de
la fraction, mais on remplacera le second chiffre de chaque terme
par son complément a 8; ainsi, pour le second chiffre, on rem-
placera

1 par7, 2 par 6, 3 par 5, 4 par 4,
et réciproquement. Le tableau des premiers coups de la réus-

site 75 sera donc
55 57 45 75
75 557 657 BEP 223C

o2
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DE LA SYMETRIE VERTICALE.

Le solitaire est encore symétrique par rapport a la colonne
moyenne 44-47; et ainsi les cases 43 et 73 sont symétriques. Pour
deux telles cases, le second chiffre de la notation est le méme, et
la somme des deux premiers chiffres est constamment égale 4 huit.
Par conséquent, on déduira le tableau de la réussite 13 de celui
de la réussite 73, en conservant I'ordre des fractions donnant
les coups et le second chiffre des termes, et en remplacant le pre-
mier chiffre de chaque terme par son complément 4 huit. Ainsi,
par exemple, la réussite de case initiale 43 commence par

33 31 43 13
13° 33723733 "

ity

DE LA SYMETRIE GENTRALE.

On peut déduire la solution de la réussite de case initiale 45
de une des réussites ayant pour case initiale 43 ou 75, soit par
symétrie horizontale, soit par symétrie verticale. Mais on peut
opérer plus rapidement, en remplacant, dans le tableau de la suc-
cession des coups de la réussite de case initiale 73, chacun des
chiffres par son complément a huit. On fait ainsi Papplication
de ce théoré¢me de Géométrie : Lorsqu’une figure est symétrique
par rapport a deux axes perpendiculaires, elle est symétrique
par rapport au point d'intersection des axes. Ainsi le solitaire
posséde la symétrie centrale, c’est-a-dire que toutes les cases
sont opposées deux a deux, et également distantes de la case
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centrale 44 ('). Ainsi, les premiers coups de la réussite 45 déduits
centralement de la réussite 73 sont les suivants:

35 37 45 15
15’ 357 25”357 7"

)

DE LA SYMETRIE INCLINEE.

Les cases du solitaire octogone sont encore placées symétrique-
ment par rapport 4 la ligne diagonale 22-66. Pour deux cases
symétriques de cette maniére, les notations sont telles que cha-
cune d’elles est égale a la notation renversée de I'autre. Par con-
séquent, on déduira la solution de la réussite 37 de celle de la
réussite 73, en renversant l'ordre des chiffres de chacun des
termes des fractions qui indiquent la succession des coups.

Ainsi les premiers coups de la réussite 37 déduits de la réus-
site 73 sont :

35 15 34 37
37’ 35 36” 35

En résumé, il résulte de ces considérations de symétrie, que
I'étude des réussites du solitaire de trente-sept cases ne doit étre
faite que pour une seule des cases d’un méme groupe symétrique.

(*) Pour se rapprocher desconventions adoptées en Géométrie analytique,
on aurait dii désigner la case 44 par 00, et la prendre pour origine des coor-
données. On aurait désigné toutes les cases par deux chiffres, de 0 &4 3, en
indiquant les cases de coordonnées négatives par le signe —, placé au-dessus
du chiffre représentant la coordonnée négative, comme dans l’emploi de la
caractéristique négative des logarithmes. On peut encore désigner les coor-
données négatives par des chiffres accentués; c’est ainsi que I'a fait Reiss,
dans le Mémoire que nous citons plus loin. Mais sa notation est un peu
confuse; c’est pourquoi nous préférons la notation actuelle.
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D’aprés cela, on classera les cases du solitaire en huit groupes
que nous indiquons dans le tableau suivant :

Tableau des groupes de cases symétriques.

GROUPES. | CASES.

| 44.
II* | 14,44,47, 74.

- | 22,26, 62, 66.
IV | 2,42, 46, 64.
v+ 33,35,53,55.
VI 34, 43, 45, b4.
VII 13,15, 31, 37,54, 57,73, 75.
VIII* | 23,25,32, 36,52, 56, 63, 65.

|

Il suffit donc d’étudier le probléme des réussites pour I'une
quelconque des cases de chaque groupe. Mais nous démontrerons
plus loin, dans la théorie des impossibilités du solitaire général,
que la réussite proposée est impossible pour toutes les cases ap-
partenant aux groupes marqués d'un astérisque, dans le tableau
précédent. Il ne nous reste donc que 'étude des groupes IV et VI,
dans lesquels nous choisirons respectivement pour cases initiales
celles qui ont pour notation 42 et 45. J

g JSE1 -
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PROCEDE GENERAL DE RECIPROCITE.

Nous avons donné plus haut la solution du solitaire pour la
case initiale 73, et nous avons obtenu la boule finale 42. Par
conséquent on peut, par une marche renversée de coups additifs,
remplir le solitaire, en prenant pour case initiale 42, mais la
case finale 73 restera vide. Nous avons vu que ’on obtient I’écri-
ture de cette solution en coups additifs: 1°en renversant ordre
des fractions; 2° en échangeant les termes de chaque fraction.

Cela posé, considérons deux solitaires complémentaires, c’est-
a-dire tels que les cases pleines de I'un correspondent toujours
aux cases vides de l'autre, et réciproquement; alors les coups
additifs de I'un correspondent aux coups soustractifs de l'autre.

Par conséquent, si Pon part d’une boule initiale 42, et qu’on
remplisse le solitaire par coups additifs, & Pexception de la
case 73, on obtient une réussite ordinaire, par coups soustractifs,
sur le solitaire complémentaire ne contenant que la case vide 42;
il reste la boule finale 73.

Pour déduire immédiatement la réussite de case initiale 42 et
de boule finale 73, de la réussite de case initiale 73 et de boule
finale 42, il suffit de renverser, dans la solution de cette derniére,
Vordre des fractions, mais sans renverser les termes de chacune

d’elles. Ainsi, la réussite de case 1n1t1ale 42, déduite de la réus-
site 73, sera

44 24 45 47 51 53

42 44’ 43" 45" " 58 73

Clest en cela que consiste le procédé général de réciprocité.

E. Lucas. — Récréations mathém. 8
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PROCEDE GENERAL D’ECHANGE.

Nous avons vu que la réussite de case 1nitiale 73 peut se ter-
miner indifféremment par la case 42 ou par la case 45. Par con-
séquent, la réussite de case initiale 45 a pour solution

43 24 45 47 1 53
45" 44’ 43745 758 73

Elle ne différe de la précédente que par le premier coup.
En général, désignons par a, b, ¢, d quatre cases consécutives,

3t ; c
et supposons que la réussite se termine par le coup —; on pourra
tout aussi bien terminer par le coup —- De méme, si une réussite

Cc q
commence par le coup R sur Pensemble de quatre cases consc-

cutives A, B, C, D, on pourra échanger la case A par la case D,
et la réussite ne différera de la précédente que par le premier

coup %, au lieu de % Clest en cela que consiste le procédé

général d’échange des cases initiales ou des cases terminales.

Il résulte de ces considérations de symétrie, de réciprocité et
d’échange, que nous avons donn¢ les réussites possibles du soli-
taire de trente-scpt cases, en prenant successivement pour case
initiale toutes les cases convenables. '

OAT T
COUPS TRIPLES DU SOLITAIRE ACCELERE.

On peut, dans un grand nombre de problémes, accélérer la
marche du solitaire par le coup triple imaginé par M. Hermary.
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Considérons I'ensemble formé par trois cases consécutives pleines
B, C, D, et par deux autres cases A et A’, dont I'une pleine et
Pautre vide, conformément & ’'une des quatre dispositions que
nous avons représentées dans les fig. 27, 28, 29 et 30

Fig. 27. Fig. 28. Fig. 29. Fig. 3o.

AIBIA’

©

D

Si la case A’ est vide et les quatre autres pleines, on fera suc-
cessivement les trois coups
A D A"
A" B A’
si la case A est vide, et les quatre autres pleines, on fera
A" D A
AT A
Dans ces deux cas, les trois boules consécutives B, C, D ont
disparu, pendant que la quatri¢éme est revenue a sa place. On
paru, p q q R
peut effectuer cette manceuvre d’un seul coup, en enlevant les
trois boules B, C, D, sans toucher 4 A ou a A’. Nous désignerons
8 , . B D . .
ce coup triple par 'une des fractions pov py mais en chiffres
gras. Nous donnerons quelques exemples de ce procédé.

ExempLE 1. — Marche accélérée du Lecteur au miliei de son

auditoire. — On enléve d’abord du solitaire complet la boule

centrale 44, et par un coup simple %, on enléve la boule 54 ; on |
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effectue ensuite les six coups triples :

43 45 32 36 33 23
63’ 65” 52" 56’ 35” 25

Comparer cette solution, due & M. Hermary, avec celle que
nous avons donnée dans le Probléme XXI.

ExempLE 11. — Marche accélérée des douze Apdtres. — On
enléve la boule centrale 44, puis on fait les huit coups triples :

3 24 45 48 54 84 43 42
36° 26’ 65 66° 52’ 62° 23° 22

Exeneri 111. — Le Carré de vingt-cing boules. — On dispose
sur le solitaire vingt-cing boules en carré ayant pour sommets
les cases 22, 26, 62, 66.

On réduit la figure 4 une seule boule au centre par les huit
coups triples :

24 34 46 45 64 54 42 43
26’ 36° 66" 65° 62" 52’ 22’ 23~

Cette marche est peu différente de la précédente; chaque paire

de coups triples est intervertie.

Exenere IV. — Le Tricolet. -— Du solitaire complet on en-
léve la boule 44; puis on fait successivement quatre groupes
de coups superposables, en tournant a chaque fois le solitaire
d’un quart de tour; ces groupes sont formés d’un coup triple,
marqué d’un astérisque, suivi de deux coups simples :
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Il reste seize boules que I'on raméne & douze en jouant les
quatre coups simples

45 34 43 54('),
47 14 41 74

ExemMpLE V. — Réussite sur le solitaire de quarante et une
cases.
Le solitaire de quarante et une cases a la forme représentée
dans la fig. 31.
Fig. 31.

48

37 147 |57

26 | 36 | 46 | 56 | 66

35| 45 | 55 | 65 77‘

34 | 44 | 54 | 64 | 74 | 84

33 | 43 | 5363 |73

32 | 42 | 52 | 62

31 1 41| 51}

C’est le solitaire ordinaire bordé des quatre cases 0%, 40, 48
et 84. Nous donnerons le tableau des coups de la réussite que 'on
obtient en prenant 46 pour case initiale. Ce tableau renferme un

(*) Encyclopédie méthodique. — Dictionnaire des jeux wmathématiques.
Paris, an VII, p. 202.
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mélange de coups simples et de coups triples :

66 54 75 B5° 46 64 34 A5* 04 37 45 26 23 43
36’56’ 55’ 57’ 48 8% 54 35 2& 35’ 25" 24’ 25 23" 2¢
25 13 Bl g1 310 73 54 62 43 40
53’ 33° 53’ 43 337 537 52 42”41 42

[§]
(]

45

Cette réussite est due & M. Hermary.

ReMakQue. — Dans les solutions des trente premiers pro-
blémes, on rencontre un assez grand nombre de coups triples.
Ainsi dans le grand Bol (Prob. XXIII), le premier coup est
suivi de quatre coups triples.

EXTENSIONS DU SOLITAIRE ET DE LA REGLE DU JEU.

Pour démontrer impossibilité de certains problémes du soli-
taire, tels que les réussites, on se sert d'un procédé fort ingé-
nieux,imaginé par Reiss, et perfectionné par M. Hermary (‘). On
facilite le jeu : 1° par l'extension de la regle ordinaire; 2° par
Pextension indéfinie des limites du solitaire; on prouve ensuite

(*) REess. — Beitriige zur Theorie des Solitir-Spiels (Journal de Crelle,
t.LIV. Berlin). ]

RucsoNsET. — Théorie du Solitaire, par feule Dr Reiss; librement traduit
de l'allemand (Nouvelle correspondance mathématique, t. [11, p. 234. Bruxelles,
1877).

HeryMary. — Sur le jeu du Solitaire. Association francaise pour l'avan-
cement des sciences. Congrés de Montpellier, 1879.

Nous pensons que ce procédé appartient réellement au docteur Reiss
cependant nous devons dire que la théorie des impossibilités du solitaire a
des origines beaucoup plus anciennes. En effet, dans le tome 1¢v du Bulletin
des Sciences de Férussac (p. 137), on trouve le passage suivant, qui cor-
respond 4 une autre notation du solitaire : « Si, dans le solitaire octogone
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que, méme dans ce cas plus général, tout en profitant de la régle
étendue, le probléme proposé n’est pas possible. Par conséquent
le probléme proposé sera impossible, a plus forte raison, dans le
cas du solitaire restreint.

Exrension I. — Le solitaire est supposé indéfini dans tous les
sens.

Extension II. — On a la faculté de jouer successivement, et
dans un ordre quelconque, des coups additifs et soustractifs.

Extension III. — On peut placer plusieurs boules a la fois,
sur la méme case, par des coups additifs. Si ’'on veut suivre le
raisonnement, /a boule a lamain, il suffira de prendre un carton
quadrillé, ainsi que nous I’avons déja dit, et des pions comme
ceux que l'on emploie au jeu de dames.

Extension IV.— Une case vide peut étre garnie par provision
d’une ou de plusieurs boules en nombre quelconque; en d’autres
termes, une case vide peut emprunter des boules, directement,
sans l'intermédiaire des coups additifs, a la condition de pouvoir
les rendre a la fin de la partie.

Ainsi on peut, par exemple, sur une case vide placer une
boule directement, continuer 'application des coups additifs ou
soustractifs, et retirer ensuite, aprés la manceuvre, la boule ajou-
tée quand elle estrevenue sur cette case (). '

4 37 fiches, pour commencer on laisse vide I'un des trous 2, 4, 14, 20, 32,
il est impossible que la derniére fiche reste dans I'un d’eux. »

Ce théoréme parait étre une conséquence des théorémes VII, VIII, [X et X,
que nous démontrons plus loin, 11 est extrait d’unouvrage que nous n’avons
pas eu le loisir de consulter, et intitulé : Natuirliche Magazine, de Christ
Benedict Funck. Berlin, 1783; in-80.

(1) Cette extension revient a supposer, dans certains cas, un nombre
négatif de boules. Cela revient encore & supposer le solitaire placé sur une
pile de solitaires indéfinis et entiérement garnis,
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Nous désignerons cette régle du jeu, que nous avons a consi-
dérer pour les besoins de la théorie, sous le nom de regle com-
pléte, et la régle ordinaire sous le nom de regle restreinte.
Toute solution déduite de la régle compléte sera dite solution
théorique, et toute solution déduite de la régle restreinte sera

dite solution pratique.
SR

DES POSITIONS ET DES CASES CONGRUENTES.

Nous dirons que deux positions de boules sur le solitaire 1ndé-
fini sont congruentes lorsque 1'on peut passer de 'une a P'autre
par les divers systémes de coups qui résultent de 'emploi de la
régle compléte. Nous allons d’abord montrer Peffet de la régle
compléte sur un certain nombre de positions, par une marche
accélérée, analogue a celle des coups triples.

Tutorime 1. — On peut toujours enlever trois boules situées
sur trois cases consécutives.

En effet, il suffit de se reporter & la marche du coup triple
ordinaire. La régle ordinaire suppose vide I'une des cases A et A/,
et l'autre pleine; mais par les extensions 111 et IV, les deux con-
ditions précédentes ne sont plus nécessaires ; ces deux cases peu-
vent étre, en méme temps, vides ou remplies; nous avons alors

1

le coup triple théorique.
TutoriMe II. — On peut toujours enlever ou ajouter deux
boules, ou un nombre pair de boules sur une case quelconque C.

En effet, considérons trois cases consécutives B, C, D; nous
pouvons jouer, méme lorsque les cases B et D sont vides, par
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) .. B D .,
Pextension IV, les deux coups soustractifs o’ B I’état des cases

B et D n’a pas changé, mais la case C posséde deux boules de
moins. Par deux coups additifs, on peut ajouter deux boules sur
la case C.

Tatoreme II1. — On peut toujours faire franchir a une
boule quelconque deux cases consécutives dans un sens quel-
conque, soit sur une ligne ou sur une colonne.

En effet, considérons quatre cases consécutives A, B, C, D,
situées sur la méme ligne, ou sur la méme colonne, et une boule
en A. Par un coup additif de A en C, et par un coup soustractif
de Ben D, on améne une boule de A en D, sans modifier I'état
des cases Bet C.

En répétant plusieurs fois la méme opération, on peut déplacer
une boule sur des cases A, D, ..., en franchissant chaque fois
deux cases consécutives. Toutes les cases séparées par deux cases
consécutives seront dites congruentes, et 'on peut porter les
boules d’une case dans ’'une de ses congruentes (*).

¢L2o

EFFETS SUCCESSIFS DE LA REGLE COMPLETE.

Si P'on se reporte aux généralisations indiquées dans les exten-
sions III et IV, on observera facilement qu'un coup quelconque

(*) Si(x, y)et(x',y")désignentles coordonnées de deux cases congruen-
tes, les différences x — x"et y — y' sont simultanément des mulitiples de
trois. En arithmétique, cette relation s’écrit ainsi :

x=x', (Mod. 3).
y =y, (Mod. 3)
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additif ou soustractif de la régle compléte a pour effet de changer
la parité du nombre de boules situées sur trois cases consécutives.
En d’autres termes, les nombres de boules situées sur les trois
cases varient d’une unité dans un sens ou dans l'autre ().

2,

L)

an

RESIDU CONGRUENT SUR UN CARRE DE NEUF CASES,

Par Papplication de la régle compléte, on peut démontrer le
théoréme suivant, qui est le fondement de la théorie du docteur
Reiss.

TutoriMe IV, — Quelle que soit la position des boules du
solitaire indéfini, on peut toujours réunir toutes ces boules dans
un carré formé par neuf cases contigués et choisi arbitraire-
ment.

En effet, sur Pétendue du solitaire indéfini, prenons arbitrai-
rement un carré de neuf cases contigués; on peut déplacer une
boule quelconque du solitaire (TuEorEMe I11), de trois en trois
rangs, dans le sens horizontal, jusqu’a ce qu’elle se trouve sur une
colonne ou sur le prolongement d'une colonne du carré choisi;
cela fait, on peut ensuite déplacer cette boule de trois en trois
rangs, dans le sens vertical, jusqu’a ce qu’on I'améne sur une des

1

(1) Si(a, b, c) et{a’, b', ¢') désignent les nombres de boules situées sur
trois cases consécutives A, B, C, avant ou aprés un coup additif ou sous-
tractif portant sur ces trois boules, on a

a'+1, (Mod. 2),
b +1, (Mod. 2),
¢+ 1, (Mod. 2).

RSN
o
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cases du carré. I1 est facile de voir qu’une case quelconque pos-
séde toujours une case congruente, et une seule, sur un carré de
neuf cases arbitrairement choisi.

En opérant successivement pour toutes les boules du solitaire,
on les placera sur le carré de neuf cases; cette nouvelle position
est ce que nous appellerons un résidu congruent sur un carré
de neuf cases, choisi arbitrairement.

On peut déduire de ce théoréme la théorie des impossibilités
par Pemploi de la régle compléte, ainsi que 'a fait le docteur
Reiss; mais il est préférable de se servir des théorémes suivants,
imaginés par M. Hermary, qui d’ailleurs les avait obtenus direc-
tement sans connaitre les travaux de ses prédécesseurs.

BR

POSITION REDUITE.

Tutorime V. — Quelle que soit la position des boules du
solitaire indéfini, on peut toujours les remplacer, par I'emploi
de la régle compléte, par une position congruente renfermée
daus un carré formé de quatre cases et choisi arbitrairement.

En effet, choisissons d’abord un carré de quatre cases, indiqué
par les cases couvertes de la fig. 32, sans nous occuper, pour
I'instant, des lettres qui la recouvrent, et bordons ce carré de cinq
cases vides; nous formons ainsi un carré de neuf cases sur les-
quelles nous pouvons établir le résidu congruent, par l'applica-
tion du théoréme précédent.

Désignons par ay, by, ¢o; ay, by, €15 @z, by, ¢y, les nombres de
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boules qui se trouvent placées sur chacune des neuf cases; nous
formons ainsi la fig. 32 :

Fig. 32.
dg by Ce
ai by [
a, b, Ca

Par trois coups additifs, de haut en bas, on obtient (fig. 33):

Fig. 33.

ay+a, by+ by ¢, +c,

a,+ a, by+ by Cy+ €y
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Par deux coups additifs, dedroite a gauche, onobtient (fig.34):

Fig. 34.

G a+a, | + b1+ by

HCi g | oyt

+ag+ay | by by

A CoCy | GGy

Par conséquent, nous avons remplacé la position quelconque
du solitaire indéfini par une position congruente sur un carré
formé de quatre cases et choisi arbitrairement.

Mais, par I'application de la régle compléte ( TuforiME I1), on
peut supprimer ou ajouter un nombre pair de boules sur une
case quelconque. Par conséquent, sur ce carré de quatre cases, on
pourra continuer [’opération jusqu’a ce qu’il ne reste qu’une seule
boule sur chaque case, ou qu’il n’en reste plus. On obtient alors
ce que l'on appelle le résidu ou la position réduite de la position
considérée sur le solitaire par rapport au carré donné. Cela posé,
on a encore la proposition suivante :

TutoriMe VI. — Toutes les positions congruentes du soli-
taire indéfini ont la méme position réduite par rapport a un
méme carré de quatre cases.

En effet, supposons qu'avant d’avoir effectué la position con-
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gruente sur le carré de neuf cases, on ait joué un coup, par l'ap-
plication de la régle compléte; ce coup aurait modifié d’une
unité, en plus ou en moins, trois nombres, tels que ay, a;, a; de
méme lettre, ou les trois nombres ay, by, ¢;, dc méme indice; les
nombres du carré de quatre cases (fig. 34) auraient été modifiés
de 0 ou de 2 unités, et leur parité n’aurait pas changé.

Un nombre quelconque de coups n’altére donc pas la parité
du nombre des boules du carré de quatre cases, et, par suite,
naltére pas la position réduite. C. Q. F. D.

B

LES SEIZE FORMES DE POSITIONS REDUITES.

En général, on appelle arrangements complets de p objets pris
g a g, les différentes dispositions rectilignes contenant g objets
pris une ou plusieurs fois parmi les p objets donnés. Ainsi les
arrangements complets des deux chiffres o et 1 pris quatre par

quatre sont les seize dispositions suivantes :

0000 ! 0100 | 1000 1100
0001 ! 0101 1001 1101
0010 ’ Q110 1010 ! 1110
0011 ‘ orrIl 1011 1111

v 1 i

De méme, les arrangements complets des dix chiffres décimaux
pris 62 6 est 'ensemble de tous les nombres qui n’ont pas plus
de six chiffres; leur nombre est 1000000 ou 10°. Dans le cas
général, le nombre des arrangements complets de p objets pris
q a gestp?,

Cela posé, sur un carré formé de quatre cases et choisi arbi-
trairement, la position réduite peut affecter seize formcs diffé-
fentes qui sont les arrangements complets de o et de 1 sur les
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quatre cases du carré. Nous les rangerons d’aprés le tableau

suivant :
Tableau des seize formes de positions réduites.
0o
1"® CLASSE : 00 I
oo [ oo o1 10
1ol” {o1]|" Joo ool’
1I® CLASSE :
0o ' o1 11 10 I I
11’ Jor}” loo|l” l1ol” |11}’
11 1 10 o1 10 o1
111° CLASSE: g " .
01 10 11 I1 o1 10

La premiére classe ne contient qu’une forme, qui est con-
gruente a deux boules dans une méme case, ou & trois boules
dans trois cases consécutives, ou encore & deux boules séparées
par deux cases consécutives.

La deuxiéme classe comprend neuf formes réductibles a une
seule boule dans le carré de neuf cases.

La troisiéme classe comprend les six autres formes, qui ne
sont jamais réductibles 2 moins de deux boules, quelles que
soient les transformations qu’on leur fasse subir sur le carré de
neuf cases. Ces formes comprennent toujours deux boules, au
moins, qui ne sont jamais situées ni dans la méme ligne, ni dans

la méme colonne.



128 Cinquiéme récréation.

On voit ainsi que, pour déterminer la classe (0, 1 ou 2 boules
dans le résidu), il n’est pas nécessaire de réduire sur le carré de
quatre cases; mais on peut opérer sur celui de neuf. La position
réduite sur quatre cases est, comme nous l’avons dit, fort utile
pour la théorie et trés ingénieuse; c’est précisément en cela que
consiste, pour la plus grande part, l'avantage de la méthode
de M. Hermary sur celle du docteur Reiss,

eT-2®

APPLICATIONS DE LA THEORIE.

I1 est évident que I'on peut concevoir des solitaires limités
dont la forme est quelconque, ainsi que le nombre des cases; on
peut méme supposer des solitaires irréguliers, que 'on peut dé-
duire des solitaires de forme régulié¢re en supprimant des cases
dans T'intérieur ou sur les bords. Mais, quelle que soit la forme
du solitaire, il est évident que tout probléme impossible sur le
solitaire indéfini Dest, a_fortiori, sur le solitaire limité.

On a le théoréme suivant, inverse du précédent :

TutoriMe VII. — Pour pouvoir passer,par la régle compléte,
d’une position donnde du solitaire indéfini & une autre aussi
donnée, il faut et il suffit que les deux positions aient la méme
position réduite sur le méme carré de quatre cases.

En effet, on peut passer de la premiére position a la position
réduite; puis, on peut passer de celle-ci a la seconde position en
renversant le sens des coups qui permettent de passer de la
seconde position a la méme position réduite, et en renversant
encore 'ordre des coups. Renverser le sens d’un coup, c’est rem-
placer le coup additif par le coup soustractif; par conséquent, le
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. T AR ’
coup soustractif ou addmfa doit étre remplacé par le coup

. ..C
additif ou soustracuf—A-

Par conséquent, dans le cas du solitaire restreint, si I'on se
propose de passer d’une position 4 une autre, il faut d’abord que
ces deux positions aient la méme position réduite sur le carré de
quatre cases; mais on doit observer que cette condition n’est pas
suffisante. En supposant cztte condition admise, le probléme
pourrait encore étre impossible; cette théorie laisse donc une
grande part a la sagacité du joueur; mais elle lui épargne cepen-
dant des recherches nécessairement infructueuses, en lui permet-
tant de reconnaitre les problémes qui ne comportent pas de solu-
tion théorique.

Dans le théoréme précédent, nous avons considéré le problémz=
général du solitaire, qui consiste a passer d’une position donndée
a une autre également donnéz; dans les théorémes suivants, nous
ne considérons que le cas de la réussite, qui consiste, comme
nous 'avons dit, a réduire une position donnée a une seule boule.
En se reportant a une position congruente sur un carré de neuf
cases déduite de I'une des seize classes de positions rédnites, on

obtient les trois théorémes suivants :

Tutorime VIII.— Lorsqu'une position initiale donnée permet
d’obtcnir une réussite de plusieurs maniéres differentes, les

cases terminales sont nécessairement congruentes.

Tuttorine IX. — Lorsqu’une position initiale donnée ne peut
étre réduite a une seule boule sur une case terminale. elle
ne reut étre réduite a une seule boule sur une case terminale
congrueinte.

E. Lucas. — Récréations mahém. 9
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TutoriMe X. — Si ’on ne peut obtenir une réussite en par-
tant d'une certaine case initiale, on ne pourra obtenir de réus-
site en partant d’une case initiale congruente.

Ces trois théorémes ne sont que des cas particuliers du théo-
reme VII.

Eéoo%e
(D)
IMPOSSIBlLlTl::S DU SOLITAIRE DE 37 CASES.

Examinons d’abord la position réduite du solitaire complet.

On fait les quatre coups triples théoriques :
13 34 37 73
15 51° 57" 15

On raméne ainsi a Ia position congruente formée par un carrd
de vingt-cinq boules (Ex. IIT, page 116); par le procédé
indiqué en cet endroit, on raméne a une boule unique en 44.
Ainsi, le solitaire complet de 37 cases donne une position
réduite de deuxiéme classe.

Le cas considéré est purement théorique, puisque I'on ne pour-
rait pas jouer le premier coup avec la régle restreinte; mais le
résultat que nous venons d’obtenir va nous permettre de déter-
miner la position réduite lorsqu’on aura choisi une case initiale
quelconque. En effet, on observera qu’au point de vue théorique,
il est indifférent de retrancher ou d’ajouter une boule sur une
case, puisque la régle compléte permet d’en ajouter deux sur une
méme case (Tuiorime I1); donc la position réduite du solitaire
complet, moins une case, revient 4 une boule sur la case cen-
trale, et 4 une autre sur la case congruente de la case initiale, la
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plus voisine de la case centrale. Si la case congruente de la case
initiale, la plus voisine de la case centrale, est I'une des cases
44, 33, 35, b3, b5, la réussite est donc impossible. Nous avons
démontré qu’elle était possible dans les autres cas, par I'emploi
de la régle restreinte.

En résumé, sur le solitaire de 37 cases,la réussite est possible
lorsque 'on prend pour case initiale 'une des seize cases dont
I’ensemble forme la finale du Tricolet [Ex. IV, page 116):

13, 15, 24, 34, 34, 37, 42, 43,
45, 46, 51, 54, b7, 64, 73, 75;

elle est impossible dans tous les autres cas.
eC-2o
ETUDE DU SOLITAIRE DE 4I CASES.

Le solitaire complet de 41 cases différe du précédent par ’addi-
tion des cases 04, 40, 48, 84. Transportons ces boules sur les
cases congruentes 34, 43, 45, 54 ; enlevons, par un coup triple,
les boules 34, 44, 54; ajoutens deux boules en 44 (TuEoreME I1),
et enlevons, par un coup triple, les boules 43, 44, 45; il reste
une boule en 443 donc le solitaire complet de 41 cases donne
une position réduite de deuxiéme classe, comme le solitaire de
37 cases. Il comporte donc les mémes solutions théoriques que
ce dernier, et, en outre, celles qui correspondent aux cas ot I’on
prend pour initiales les cases additionnelles formant les som-
mets du carré.

Quant aux solutions pratiques, on ne connait actuellement que
celle que nous avons indiquée (page 117). Cette réussite a pour
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case initiale 46 et pour case finale 42 par le procédé de récipro-
cité, tout aussi bien que par symétrie horizontale, on en déduit
la réussite de case initiale 42 et de case finale 46. Pour les autres
cas théoriquement possibles, M. Hermary pense que la solution
pratique n’existe pas, mais il n’est pas parvenu a le démontrer.
Nous engageons le lecteur a étudier cette question, dont la solu-
tion donnerait peut-&tre 'indication de nouveaux criteriums
d’impossibilité (Voir la note V, ala fin du volume.)

ETUDE DU SOLITAIRE DE 33 CASES.

Le solitaire de 33 cases est le plus habituellement usité en
Allemagne; il ne différe du solitaire de 37 cases que par la sup-
pression des quatre cases 22, 26, 62, 66 (fig. 35). Si l'on
effectue les coups triples théoriques

13 23 63 73 31 32 33 34 35 36 37

15’ 25" 65 75° 51° 52’ 53’ 54’ 55" 56 57
il ne reste aucune boule; donc le solitaire complet de 33 cases
donne une position réduite de premiére classe. 1l en résulte
que la solution théorique existe toujours. Nous allons montrer,
d’aprés le docteur Reiss, que la solution pratique existe encore,
méme en posant cette condition de prendre wne case initiale
quelcongue, et, pour case finale, une case congruente quelcongue
de la case initiale.

Nous devons d’abord prendre une case initiale quelconque;
mais par suite des considérations de symétrie que nous avons expo-
sées précédemment, nous devons nous reporter au tableau des



Le jeu du solitaire. 133

groupes de cases symétriques du solitaire de 37 cases, en suppri-
mant le groupe 111, dont les cases n’appartiennent pas au solitaire
que nous considérons actuellement. Il nous suffit donc de prendre
pour case initiale I'une des cases de chacun des sept autres
groupes; nous prendrons les cases initiales

44, 74, 54, b7, 24, 55, 52.

Les deux premiéres sont congruentes; les trois suivantes le
sont aussi; il en est de méme des deux Jerniéres.

Fig. 35.

7 | w5 |

36 | 46 | 56

15 | 25 35 | 45 { 55 65 | 75

14 | 24 | 34 | 44 | 54 | 64 | 74

13 | 23 33 | 43 | 53 63 73

31 | 41 | 51

Combinons maintenant chacune des cases initiales que nous
venons de choisir, avec 'une quelconque des cases congruentes,
prise pour case finale; nous formerons le tableau suivant, dans
lequel la premiére colonne indique 'ordre des parties distinctes;
la deuxi¢me colonne CI représente la case initiale, et 1a troisiéme
colonne CF indique la case finale de la réussite. Cz tableau con-
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tient vingt-huit réussites; mais, en tenant compte des observa-
tions contenues dans la quatriéme colonne, il ne faudra plus
conserver que les réussites pour lesquelles la quatriéme colonne
ne renferme aucune observation.

Tableau des vingt-huit réussites du solitaire de 33 cases.

|

Noe, CL. | CF. OBSERVATIONS.

1 44 44

2 » 74 o "6 IRt .

3 » 41 Symétrique inclinde du n® 2.. . . . .
4 » 14 Symétrique verticale du ne 2. . . . . .
5 » A | Symétrique horizontale du n° 3. . . .
6 74 44 Réciproque du n° 2 . . . . . ... ..
7 » 74 — S
8 » 47 |

9 » 14 > o o

10 » 41 Symétrique horizontale du ne 8

11 54 54

12 » 57 S S

13 » 24 6000 M wm 6 o 0 o
14 » 51 Syméirique horizontale dune 12 . . . .
15 57 54 Réciproque du n® 12.. . . . . . . . .
16 » 87 | .. ..

17 » 24 5 o ago M

18 » 59 | . ... .
19 24 54 Réciproque dun®13. . . . . . . . ..
20 » 57 Réciproque du n® 17. . .« . . . . . .
21 » | 24 2 o 5

22 » 51 Symétrique horizontal¢ du n° 20 . . . .
23 55 55

24 » 52 6o o o

25 » 25 Syméirique inclinée du n® 24. . . . . .
26 52 b5 Réciproque dun®24.. . . . . . ...
27 » :52’....,,,-,—
28 » 25 o

= |
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Il ne nous reste plus a considérer que seige rcussites princi-
pales que nous désignerons par les chiffres romains.

Tableau des seize réussites principales du solitaire de 33 cases.

I De 44 a 44 IX De 54 & 24
1I » 4 v 14 X » 57 » 24
jis » 74 » T4 XI » 57 » b1
v » 14 » 41 XII » 24 » 24
A\ » 74 » 14 XIII » 55 » b5
VI » 54 » B4 || XIV » E5 » 52
VII » 54 » BT | XV » 52 » b2
VIII | » 57 » B7 ; XVI » 52 » 25

LES REUSSITES DU DOCTEUR REISS.

Ire réussiTE. — De 44 4 44.
64, 56 44 52 73 75 43 73 54 35 65 5
44 54 o4 54 53 73’ 63 55 527 55 45 35
45 37 57 34 37 25 46 23 31 43 51 5

52
44> 43’ 33 25" 31 32

—2_5, 337 —3_7) 36’ j_s-’ 4-_57 50 e e )
TR VN N Y
337 34 327 33 34 54 44

Cela représente une autre solution de latriple croix (Prob. XII,
page 98) sans empiéter sur le solitaire de 37 cases.

I1¢ rEcssiTE. — De 44 A 74.

. . o 5.
Remplacer le dernier coup de la réussite précédente par el

74

d’aprés le procédé général d’échange des cases finales.
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HIe rEussitE. — De 74 4 74.

Remplacer le premier coupde la réussite précédente par

54

)

conformément au procédé général d’échange des cases initiales.

IVe rEussiTE. — De 74 a 47.

S¢ 52 44 73 74 54
74 53 64 535 54 352
34 13 15 43 13 32

32° 33 13 23 33 34
45 57 65 24 44 25
65 55 45 44 46 4>

(S¥) uvlm

]\]

wu
pN |

63
43
36
50

Cette réussite comporte trois coups triples, de partet d'autre des

coups ayant les rangs 11, 20, 26.

Ve rtussiTr. — De 74 a 44.

On joue les vingt-quatre premiers coups de la réussite précé-

dente; puison fait:

354 55 57 25

=, _

36° 35 55 45

Ve reéussiTeE. — D2 5% a b4.

o o =i FEER, 79
54 557 50 34 55 5%
23 3t 43 13 15 o3
43 33 23 33 13 23
2 2al 00 eddE S
567 357 457 507 46’ 56

be
(OS]

(S

RN S
U

53
55
27
S0

27

Cotte réussite comperte six coups triples, de part et d'autre des

coups avant les rangs 2,8, 11, 14, 20, 29.
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VII® réussite. — De 54 4 57.
Rempiacer le dernier coup de la réussite précédente par 5
VIII® rtussite. — De 57 a 57.

Remplacer le premier coup de la réussite précédente par g—;

[Xe réussite. — De b4 a 24.
On joue les vingt-sept premiers coups de la VIIIe réussite, puis
I'on fait
56 54 46 44
= 4 - "
54 34 44 24
Xe réussiTE. — De b7 a 24.

Remplacer le premier coup de la réussite précédente par B

X1 réussitE. — De 57 a b1.

On joue d’abord les six premicrs coups de la réussite précédente ;
les vingt-quatre coups qui suivent se déduisent, par symétrie
horizontale, des coups correspondants de la VI¢ réussite; on ter-

mine par 2
. P 51

XII® rEussite. — De 24 4 24,

44, 36 15 34 37 57 56 45 37 a5 a3
24’ 34 35 36" 35 370 36" 25" 35 45 35 3%
340 310 51 520430 310 23 54 g5 73 45 g5
32° 33 30 32) 23 33 43 56" 55 -5 G5 55
0 B Qe80T ap g Rag

3 Pt - 2 b T

54 44 42 13 27 34
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Cette réussite comporte cing coups triples, de part et d’autre
des coups ayant pour rangs 3, 9, 12, 18, 28.

XIIIe russite. — De 5b a bb.

53 73 75, 65 32 73 54 51 31 32 43 5
55° 557 73 0o 34 53’ 527 537 517 527 650 55
63 45 57 65 35 47 35 25 37 45 15 i3
33 65 55 45 55 45 35 45 35 25 35 15

23 34 15 36 33 34 53
257 36" 35 33’ 53 54 55

Cette réussite comporte six coups triples, de part et d’autre des
coups ayant pour rangs 6, 12, 15, 18, 21, 27.

XIVe rfussite. — De 55 4 52.

: R " 54
Remplacer le dernier coup de la réussite précédente par = -

2

W

XVe rfussite. — De 52 a b2.

A}

12

Remplacer dans la réussite précédente le premier coup par

XVIe réussite. — De b2 a 25.

(8]

B

On joue les vingt-huit premiers coups dela réussite précédente,
puis on fait
43 44 23
23" 24 25
ReMARQUE. — Il y aurait lieu de traiter, de'la méme maniére,
Je probleme du solitaire de quarante et une cases; mais la ques-
tion parait beaucoup plus difficile. On pourrait encore considérer
beaucoup d’autres solitaires. Avec M. Hermary, nous signale-
rons plus spécialement a Iattention de nos lecteurs, celui que on
déduit du solitaire de quarante et une cases, en supprimant les
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deux cases opposées 40 et 48. Sa position réduite est de premiére
classe; il donne lieu a des solutions plus intéressantes que celles
du solitaire de quarante et une cases; ces solutions existent pour
plusieurs cas, et peut-étre pour tous. C’est une question a élucider.

ISR
DES SOLITAIRES DES DIVERS ORDRES.

La question des solitaires des divers ordres repose sur la régle
suivante : Faire franchir & une boule n cases consécutives, et en-
lever une boule dans chacune des cases franchies. Telle sera la
régle du coup dans le jeu du solitaire du ni*™ ordre.

On peut établir la théorie de ce jeu comme celle du solitaire
ordinaire ou de premier ordre. En admettant les quatre extensions
de la reégle restreinte, on obtient comme conséquences les théo-

rémes suivants :

Tuforime XI. — On peut toujours faire franchir & une boule
quelconque n —+ 1 cases consécutives, dans un sens quelcongue,
soit sur une ligne, soit sur une colonne.

La démonstration est semblable a celle du théoréme I11.
Tutorime XI1. — On peut toujours faire franchir a dzux
boules d’'une méme case n cases consécutives.

En effet, soient A et B, deux cases séparées par n cases consécu-
tives a,, a,, ..., d,; onjouera un coup additif de A en B; puis
un coup soustractif de A en B.

Tukorime XIII. — On peut transporter deux boules d’une
case quelconqued une autre quelconque.
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En effet, il suffit de démontrer que I'on peut transporter deux
boules d’une case A sur la case contigué B; mais, par le théo-
réme XI, on peut faire franchir n -+ 1 cases consécutives a deux
boules de la case A dans le sens AB; par le théoréme X1I, en opé-
rant en sens inverse, on raméne les deux boules sur la case B.

Tutorime XIV. — On peut ajouter ou enlever deux boules
en méme temps sur n cases quelcongues.

En effet, d'aprés le théoréme précédent, on peut supposer que
les 7 cases sont consécutives; on fera alors deux coups soustrac-
tifs sur les n cases, par aller et retour.

En appliquant ces divers théorémes, on pzut énoncer ainsi
qu’il suit les théorémes concernant la position réduite :

Etant donné un carré quelconque de (n-+1)* cases, on peut
3~ former la position réduite d’une position quelconque du so-
litairede lordre n. Cette réduite comprendra o ou 1 boule dans
chaque case du carré, et en outre un certain nombre de boules
qui peuvent étre placées nw'importe oit, a la condition qu'elles
marcheront toujours par groupes de deux; le nombre de ces
groupes pourra étre I'un des nombres o,1,2, ..., (n—1). Laré-
duite peut donc affecter n (n—+ 1)t formes distinctes qui carac-
térisent autant de sy stémes de positions congruentes, tels qu'on
ize peut passer de l'un a lautre, quel que soit le nombre de coups
que I'on joue.

On peut encore ajouter une nouvelle extension de la régle, qui
consisterait & modifier simultanément d'une unité n -2 cases
consécutives, la modification pouvant étre positive ou négative,
individuellement pour chaque case. Dans ce cas, les boules qui
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marchent par groupes de deux peuvent étre supprimées, et le
nombre des systémes distincts se réduit & (n-+1)*.

Quant au nombre des systémes réductibles a une seule boule,
il est toujours égal a (n+2)°.

Ces théorémes ont €té donnés par M. Hermary, a propos des
questions que je lui avais indiquées sur les solitaires des divers

ordres.







SIXIEME RECREATION.

LA NUMERATION BINAIRE.

A Monsieur J.-J. Sylvester, correspondant de lInstitut,
professeur
de I'Université J. Hopkins, a Baltimore.

« La réflexion jointe a I'usage donne des idées nettes;
etalors on trouve des méthodes abrégées dont I'invention
flatte I'amour-propre, dont la justesse satisfait I'esprit.
ct qui font faire avec plaisic un travail ingrat par lui-
meme. »

J--J- Rousseav. — Les Confessions.)

« La vérité semble quelquefois courir au-devant de
celui qui la cherche; souvent il n'y a point d’intervalle
antre le désir, I'espoir et la jouissance. »

(MoNTESQUIEY. — Rapport sur ['usage
caes Glandes Rénales.)
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SIXIEME RECREATION,

LA NUMERATION BINAIRE.

DE LA NUMERATION.

~ regarde habituellement la numération comme I'opé-

ration fondamentale de larithmétique, comme le

principe de toutes les opérations que l'on peut effec-
tuer sur les nombres. C’est [2 une faute grave de logique, puisque
les propriétés des nombres existent indépendamment de tout
syst¢éme de numération.

La numération est une langue de pure convention, qui permet
de parler et d’écrire les nombres au moyen de plusieurs autres
ref)résentés par des mots pour le langage, et pardes chiffres pour
Iécriture. L'opération fondamentale de larithmétique est la loi
de formation des nombres, c’est-a-dire ’addition. La numération
décimale est une opération plus complexe, contenant a la fois
Paddition et la multiplication; ainsi, par exemple, le nombre 45

. représente dans le systéme décimal le résultat de la multiplication
de quatre par dix, et ’addition postéricure de cinq unités. On sait

E. Lucas. — Récréations matiém, 10
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d’ailleurs que cette numération décimale est une création relati-
vement tardive de l'arithmétique.

On congoit bien qu’au lieu de compter les nombres par
dizaines, par centaines ou groupes de dix dizaines, par mille
ou groupes de dix centaines, on aurait pu remplacer le nombre
dix par tout autre, et ainsi par douze. Déja Aristote avait ob-
servé que le nombre guatre pourrait trés bien remplacer le
nombre dix; Weigel publia, a ce sujet, en 1687, le plan d’unc
Arithmétique tétractique.

Le choix presque unanime du nombre dix, comme base de la
numération, provient probablement dela conformation de la main.
De méme, la plupart des unités, chez les anciens peuples, déri-
vent ordinairement des dimensions du corps humain : ainsi, par
exemple, le pied, la coudée, etc. Au xvi® siecle, Melchisédec
Thévenot cherchait une mesure universelle, dans la régularité et
Pégalité de la cire des ruchers (*). Les nouvelles mesures sont
établies sur des bases plus stables, et proviennent de rapports
géodésiques, physiques, etc., comme le metre, le pendule.

R
‘E\JQ}E
SYSTEME BINAIRE.

Tout systéme de numération est donc fondé sur Pemploi d'u-
nités de divers ordres, dont chacune contient la précédente un
méme nombre de fois. Ce nombre d’unités de chaque ordre, qui
est nécessaire pour former une unité de l'ordre suivant est appelé

(*) Voir la note complémentaire VI a la fin du volume.
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la base du systéme de numération. Cette base doitétre au moins
égale a deux;en effet, si 'on prenait un pour base, les unités
des divers ordres seraient égales entre elles, et il n’y aurait plus,
a proprement parler, de systéme de numdration. On doita Leibniz
la connaissance de I'arithnétique binaire. Dans ce systéme, la
base est le nombre deux, et I'on peut écrire tous les nombres avec
les chiffres o et 1, en adoptant cette seule convention, analogue
a la convention de la numération écrite du systéme décimal, que
tout chiffre placé immédiatement a la gauche représente des
unités deux fois plus fortes. Ainsi, dans ce systéme, les nombres
deux, quatre, huit, seize,..., s’écrivent

10, 400, 1000, 10000, ...,
ct les nombres trois, cing, onze, vingt-neuf s’écrivent

14, 101, 1044, 414104,

BS®

SYSTEME DUODECIMAL.

Simon Stevin, de Bruges (mort en 1633), avait autrefois
proposé le systéme de numération duodécimale, se rapprochant
beaucoup plus de notre manié¢re de compter les mois de ’année,
les heures du jour, et lesdegrés de lacirconférence; mais le chan-
gement du systéme actuel produirait trop d’inconvénients relati-
vement aux petits avantages quirésulteraient du choix de la base
douze. Plus tard, Auguste Comte avait observé que la structure
de la main, composée de quatre doigts & trois phalanges, ou de
douze phalanges opposées au pouce, permettait de représenter,
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avec les aeux pouces posés sur deux phalanges, tous les nombres
jusqu’a treize fois douze; par suite, on pourrait ainsi compter
sur ses phalanges, dans le systéme duodécimal, plus facilement
et plus loin que sur ses doigts, dansle systéme décimal. Mais
de cet ingénieux systéme on ne connait plus guére aujourd’hui
que la comparaison faite par Auguste Comte, des quatre doigts
et du pouce au peloton des quatre hommes et du caporal.

By
AVANTAGES DU SYSTEME BINAIRE.

Dans ce systéme, les opérations ordinaires de l'arithmétique
sont réduites a leur expression la plus simple ; les résultats de
Paddition sont réduits a ceci : 4 et font deux, je pose 0 et je
retiens 4. Quant & la table de Pythagore, elle n’existe pas ici, on
a seulement ceci: 4 multiplié par 4 donne 4; en sorte quela mul-
tiplication se fait par le déplacement transversal du multiplicande.
Pour ladivision, il n’y a aucun titonnement. De plus, ce systéme
se préterait plus naturellement que tout autre a la confection des
machines arithmétiques, si 'on ne possédait pas aujourd’hui
I'admirable Arithmometre de Thomas (de Colmar). Cependant je
dois ajouter que la numération binaire m’a permis de trouver des
nombres premiers beaucoup plus grands que ceux que I'on con-
naissait jusqu’a présent, etque j'en ai déduitle plan d’une machine
qui dennerait de trés grands nombres premiers (‘). Mais ce sys-
téme est incommode a cause de la grande quantité de caractéres

1 1) Voir mon Mémoire intitulé : Recherches sur plusieurs ouvrages de
Léonard de Pise, et sur diverses questions d'arithmétique supérieure. —
Rome, 1877.
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qui sont nécessaires pour figurer un nombre un peu considérable.

Voici un moyen trés rapide indiqué par Legendre, dans la
Théorie des Nombres, pour exprimer un grand nombre en carac-
teres binaires. Soit, par exemple, le nombre 11183 445 ; jeledivise
rar 64, j’ailereste 21 etle quotient 174 741 ; celui-ci divisé par 6.4
donne le reste 21 et le quotient 2730; enfin 2730 divisé par 64
donne le reste 42 et le quotient 42; mais 21 s'exprime dans le
systéme binaire par 10101, et 42 par 101010. Donc le nombre
proposé s’exprimera par

104040 101010 040101 040404.

IHER

LE JEKIM,

Le syst¢me de la numération binaire donne I'explication d’un
symbole chinois portant le nom de Je-Kim ou Jeking (livre des
mutations), attribué & Fohi, le plus ancien 1égislateur dela Chine.
Ce symbole est composé de 64 petites figures formées chacune de
six lignes horizontales superposées, les unes entiéres, les autres
brisées par le milieu. II avait fait le désespoir des lettrés chinois
et des savants européens, qui n’avaient pu parvenir a I'expliquer
d’une maniére satisfaisante, lorsque l'illustre Leibniz, comparant
les différents caractéres du Je-Kim a la suite des nombres écrits
dans le systéme binaire, reconnut que cctte arithmétique pouvait
servir a interpréter I’énigme, et que le Je-Kim n’était autre
chose que la suite des 64 premiers nombres écrits dans le systéme
de numération qui a pour base 2, mais intervertis de leur ordre
naturel. En effet, si I’on représente I'unité par un trait horizontal
simple

, etle zéro par un trait brisé

5 si,
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de plus, on convient d’écrire les unités des divers ordres non plus
de droite a gauche, mais bien de bas en haut; comme d’ailleurs les
zéros placés a gauche d’un nombre n’en changent pas la valeur, on
trouvera que les caractéres chinois, composés de six lignes hori-

zontales et représentés ci-dessous, peuvent étre interprétés de
la maniére suivante:

CAR,\CTI::RES CHINOIS TRADUCTION VALEUR
du Jekim. dans le systéme binaire. sous forme ordinaire.
= = 000000 o i
— = 000001 I
— 0000410 1 2
- !
- = - 000011 '; 3
F
e 000100 E 4
— = 000101 | 5

Leibniz voyait encore dans cette énigme qu'il avait si heureu-
sement déchiffrée, une image de la création tirée du néant par la
volonté de Dicu, de méme que, disait-il, tous les nombres sont
engendrés, dans le systéme binaire, par le zéro et l'unité. Cette
idée lui plut tellement, qu’il engagea le P. Bouvet, missionnaire
en Chine, a la développer devant I'empereur régnant, pour le con-
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vertir au christianisme. Nous ne prétendons aucunement justifier
cette application douteuse de la science aux mystéres théolo-
giques. Nousla citons comme un document curieux de I'histoire
de larithmétique binaire, et nous ajouterons, avec un savant
illustre, que l'idée de Leibniz érait une idée pythagoricienne
échappée a I'imagination active de ce grand génie, et sur laquelle
il n’etit sans doute pas insisté plus qu’elle ne le méritait.

D)
%
LES BOITES DE POIDS.

Nous donnerons d’abord le tableau des trente-deux premiers
nombres écrits dans le systéme binaire :

1 1 9 1064 17 | 10001 | 25 11001
2 10 10 1040 18 | 10040 || 26 | 11040
3 11 1 1014 19 40044 || 27, 44014
4 100 12 1400 20 | 10100 28 41100
5 104 13 1101 21 | 40404 || 29 14401
6 110 14 1110 22 | 10110 | 30 11110
7 111 15 1144 23 | 40444 || 31 141441
{2 | 4000 16 | 10000 24 | 44000 | 32 | 400000
1

I est facile de continuer ce tablean aussi loin que 'on veut ;
on voit immédiatement qu'un nombre quelconque peut étre formé
par I'addition des nombres suivants :

Tp By dly S0 @, 18890 0% §

qui représentent, avec l'unité, toutes les puissances de deus.
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Mais dans cette addition, chaque nombre ne doit étre pris qu’une
seule fois. En d’autres termes, un nombre entier quelconque est
une somme de puissances de deux, toutes différentes, en admet-
tant I'unité comme puissance d’exposant zéro. Cette propriété
pourrait étre utilisée dans le commerce; ainsi, pour peser un
nombre entier de grammes, on peut employer une boite contenant
chacun des poids suivants:

187, 287, 47, 887, 1687, 3a8% ...

Avec six poids, on pourrait ainsi peser jusqu’a 633"; avec
n poids, on pourrait peser jusqu’a un nombre de grammes re-
présenté par la formule

2% — 1.

Mais les boites sont composées d’une maniére bien différente,
car clles contiennent les poids :

187, 28" 287 58"
dr da dx dgz.
193, 293 243 59z,
Ihg, zhz’ zlyg’ shg;

kg kg k ke o
15’25’25,55',

et ainsi de suite. On voit, en cffet, qu'avec les nombres 1, 2, 2, 5,
on peut former, par addition, tous les nombres de 1 a 10. Ces
boites présentent l'avantage d’éire plus en rapport avec le sysi¢éme
ordinaire de la numération décimale, et, par conséquent, I'opéra-
tion de la pesée n’exige aucun effort d’esprit; malis, jusqu’a une
limite quelconque, il faut moins de poids dans le systéme binaire
que dans le systéme décimal.
Les nombres de la progression triple

. g 8 O 97 BByecoog
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ont une propriété analogue, qui consiste en ce qu'en les ajoutant
ou en les retranchant d’une certaine maniére, on forme tous les
nombres entiers possibles. Cette propriété remarquable se dé-
montre trés simplement an moyen du systéme de la numération
ternaire ou de base 3, modifié par l'introduction de caractéres
négatifs. Ainsi, en convenant qu’un fpetit trait placé au-dessus
d’zn chiffre 1, 2, 3, ..., exprime que le nombre indiqué par ce
chiffre avec sa valeur de position doit étre retranché, on peut
écrire tous les nombres du systéme décimal avec les cinq premiers
chiffres significatifs 1, 2, 3, 4, 5, et le caractére 0. Par exemple,
6 scrait exprimé par 14; 7 par 13, et ainsi de suite. Si l'on
applique cette considération au systéme ternaire, on arrive 2
écrire tous les nombres avec les caractéres 1, 1 et 0. Ainsi, les
nombres
1, 2, 3, 4, 5 6, 7, 8§ 9

peuvent Ctre représentés par les symboles

1, 11, 10, 11, 111, 110, I11, 101, 100.

On pourrait encore utiliser cette propriété pour la pesée, en
répartissant convenablement les poids de 187, 387, g5, 27¢°, ...,
entre les deux plateaux d’une balance, pour évaluer, avec le
moindre nombre possible de poids différents, les masses qui peu-
vent étre exprimées en nombres entiers.

Ainsi, avec quatre poids de 187, 3¢, & 2-¢ on pourra
peser jusqu’a 408°; avec les cing poids de 187, 38", g8, 278", 8167,
on pourra peser jusqu'a r218". En général, avec n poids

1, 3, 3% 3%, ..., 301,

on pourra peser jusqu'a un nombre de grammes représenté par
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I'expression 3 (3"—1). La progression géométrique de raison 3

résout le probléme énoncé par M. Labosne sous la forme sui-
vante : Trouver une série de poids avec lesquels on puisse faire
toutes les pesées en nombres entiers, depuis 1 jusqu’a la somme
des poids employés, cette somme étant la plus grande possible
relativement au nombre de poids (").

SRR

L GEVENTAIL MYSTERIEUX.

Reprenons le tableau que nous avons construit (page 151),
ct écrivons les uns au-dessous des autres, dans une premicre
colonne a droite, tous les nombres tels que leur dernier chiffre
dans le systéme binaire soit I'unité; écrivons dans une seconde
colonne tous les nombres tels que leur deuxiéme chiffre, & partir
de la droite, daas le systéme binaire, soit I'unité; dans une troi-
sieme colonne, tous les nombres tels que leur troisiéme chiffre,
a partir de la droite, soit I'unité, et ainsi de suite. On peut
garréter  une colonne quelconque, 4 la cinqui¢me, par exemple,
les nombres écrits étant limités & 31,et,en général, pour la nitme co-
lonne a 2#— 1. Cela fait, on présente le tableau ainsi formé a une
personne quelconque; on lui dit de penser un nombre jusqu’a 31,
et d’indiquer ensuite dans quelles colonnes ce nombre se trouve
écrit. On devine facilement le nombre pensé en écrivant a la suite

(") Voir a ce sujet la 4° édition de Bachet, publiée par M. Labosne,
p- 154-156.
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et de droite a gauche, 4 pour toute colonne dans laquelle le nombre
pensé se trouve écrit, et 0 pour toute colonne dans laquelle ce
nombre n'est pas écrit. On a ainsi représenté le nombre pensé

dans le systéme de la numération binaire.

Tableau de U'éventail mystérieux.

5 4 3 2 I
16 8 4 2 1
17 9 5 3 3
18 10 6 6 5
19 CRE 7 7 7
20 12 12 10 9
21 13 13 11 11

22 14 14 14 13
23 15 15 15 15
24 24 20 18 17
26 26 22 22 21
27 27 23 23 23
28 28 28 26 25
29 29 29 27 27
30 30 30 30 29
31 31 31 31 31

16 8 4

w
—
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On simplifie le calcul, en écrivantau bas descolonnes les puis-
sances correspondantes du nombre 2. Ces nombres sont habituelle-
ment écrits sur des cartons disposés en éventail; pour deviner un
nombre qu’une personne a pensé, il suflira de lui présenter les
cartons I'un aprés 'autre, en lui demandant si le carton contient
le nombre pensé; puis de faire la somme des puissances de deux
inscrites au bas de chacun des cartons ol le nombre se trouve.
D’ailleurs, on pourrait fair: un jeu semblable avec les puissances
de trois, mais ce serait un peu moins simple.

W®
LA PROGRESSION DOUBLE,

Nous donnons, dans le tableau suivant, les trente-deux pre-
miers nombres obtenus en doublant continuellement le nombre
précédent, a partirde 2 ces nombres forment les puissances suc-
cessivesdunombre 2 ; dansle systéme binaire, on écritces nombres
en faisant suivre I'unité de un, deux, trois, ..., soixante-quatre
zéros; en Algebre, on fait suivre le chiffre 2 d’un autre en plus
petit caractére, placé au-dessus, nommé exposant, qui indique
combien de fois le nombre 2 a été pris comme facteur.

Ce tableau représente ce que Fermat appelait la progression
double. 1

On observera que pour multiplier les puissances de 2, la neu-
viéme et la onziéme, par exemple, il suffit d’ajouter les exposants
get 11, cequi fait 205 on a ainsi :

2% > 21'—=122 ou 512 <2048 =1 048 5;6.
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En général, I'exposant du produit de deux puissances d'un
méme nombre est égal a la somme des exposants des deux puis-
sances; de méme, l'exposant du quotient de deux puissances est
¢gal a la différence des exposants du dividende et du diviseur.,

Tableau des puissances de o.

n 20 n 2R

1 2| 7 131 072
2 18 202 144
3 81 19 524 288
4 16 | 20 1 048 576
5 32 | 21 2 097 152
6 64 | 22 4 194 304
Z 128 | 23 8 388 608
8 256 | 24 16 777 216
9 512 | 25 23 554 432
10 1 024 | 26 67 108 864
11 2 048 | 27 134 217 728
12 4 096 | 28 268 435 456
13 8 192 | 29 536 870 g12
14| 16 384 | 30| 1 073 741 824
15 | 32 768 | 31 | 2 147 483 648
16 | 65 536 | 32 | 4 294 967 296

C’est sur l'observation et sur la généralisation de ces propriétés
des puissances que repose, comme l'on sait, la théorie des loga-
rithmes. Ainsi encore, si ’on veut calculer rapidement la soi-
xante-quatriéme puissance de 2, il faut multiplier par elle-méme
la trente-deuxiéme puissance, ce qui donne

2%= 4204967296 <X 4294 967 206 = 18446 744073 709 551 616.
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On raconte que linventeur du jeu d’échecs avait demandé,
comme récompense de sa découverte, un grain de blé pour la
premiére case de I’échiquier, deux pourla seconde, quatre pour la
troisiéme, et ainsi de suite en doublant, jusqu'a la soixante-
quatriéme, qui aurait dd recevoir 2°° grains de blé. On a, d’apres
une formule bien connue dans la théoriedes progressions géomé-
triques, et que l'on peut vérifier sur le tableau,

1+ 2424284, 27l =2 —1,

Dans I'exemple précédent, le nombre total des grains de blé ett
été de 2% — 1 ; C'est le nombre de vingt chiffres que nous avons
écrit plus haut, et que I'on diminue d’une unité.

CLNS

LES NOMBRES PARFAITS.

La progression double conduit a la connaissance des nombres
parfaits; on appelle ainsi tout nombre entier qui est égal a la
somme de ses diviseurs, ou préférablement, comme on disait au-
trefois, 4 la somme de ses parties aliquotes, attendu que cette
d¢nomination exclut le nombre lui-méme du rang de ses di-
viseurs. De plus, on appelait nombre déficient, tout nombre plus
grand que la somme de ses parties aliquotes ; ¢t nombre abondant,
«un nombre plus petit que la somme de celles-ci.

La théorie des nombres parfaits impairs n’est pas complétement
connue; quant aux nombres parfaits pairs, ils sont, sans excep-
tion, donnés par la formule

N = 2o (22— 1),
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dans laquelle le second facteur doit étre un nombre premier;
ainsi, dans cette formule, il ne faut pas donner a « toutes les
valeurs entiéres, mais seulement toutes celles pour lesquelles le
nombre P,= 2*— 1 est premier, Cette régle était connue d’Eu-
clide; mais ce géométre ne savait pas démontrer que l'on ob-
tenait ainsi tous les nombres parfaits pairs.

On voit facilement que P, ne peut étre premier que si 'expo-
sant « est lui-méme un nombre premier; mais cela ne suffit pas.
Il faudra s’assurer que 2%*— 1 est un nombre premier; c’est la
une théorie trés difficile, et, dans’état actuel de la science, I’A-
rithmétique supérieure est impuissante a résoudre cette ques-
tion lorsque 'exposant « est un nombre premier supérieur a 100.
Les nombres parfaits connusactuellement sont les huit nombres
du tableau suivant:

Tableau des nombres parfaits.

o P 2%—1 NOMBRES PARFAITS.
1 2 2 3 6
2 3 4 7 28
3 5 16 31 406
4 7 64 127 8 128
5 13 4 096 8 19t 33550336
6 17 65536 131 071 8589 869 056
7 19 262 144 524 287 137 438 691 328
8 31 |1073 741824 |2 147483647 (2305843008 139952128

Dans la seconde colonne, on ne trouve pas pour « les valeurs
11, 23 ct29; cela tient A ce que les trois nombres

2t — 22—, 2% —
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ne sont pas premiers, puisqu’ils sont respectivement divisibles
par 23, 47et 233.

On observera que les nombres parfaits sont toujours terminés
par Pun des deux chiffres 6 ou 8; il en sera toujours ainsi, commeil
est facile de le démontrer. Cela tient, d’une part, a la périodicité
du dernier chiffre dans les puissances de deux, et, dautre part,
ace que les nombres premiers « sont nécessairement, a ’exception
des nombres 2 et 3, des multiples de 6 augmentés ou diminuds
de 'unité. Ainsi, lorsque « est un multiple de 6 diminué de I'u-
nité, le nombre N est terminé par un 6, sans qu’il soit nécessaire
que « soit premier; lorsque « est un multiple de 6 augmenté
de I'unité, le nombre N est terminé par un 8. (Voirla Note VI, a
la fin du volume.)




SEPTIEME RECREATION.

LE JEU DU BAGUENAUDIER.

A "Monsieur le docteur O.-J. Broch, ancien ministre
de Noripége, correspondant de I’ Institut.

« Comment peut estre créance d'homme si legiere que
telles baguenaudes sojent prinses pour doctrine, ou
telles superstitions pour vraye religion. »

(Aray CuarTizr.)

« Les hommes sont si nécessairzment fous, que ce
serait étre fou par un autre tour de folie, de ne pas étre
fou. »

(Pascar., — Pensézs. )

« La science ne nous a pas encore appris si la folie
est ou n'est pas le sublime ‘de intelligence; si presque
teut ce qui est la gloire, si tout ce qui est la profondeur,
ne vient pas d'une maladie de la pensée. »

(EpGar Pog. — Histires extraordinaires. )

E. Lucas. — Récréations mathém, 11
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SEPTIEME RECREATION.

LE JEU DU BAGUENAUDIER.

£ baguenaudier est un instrument de jeu, formé d’an-
L neaux enchevétrés dans une navette, qu'il s’agit de
séparer du systéme des anneaux. Nous conseillons I'em-
ploi du baguenaudier de 7, 8 ou g anneaux; on le trouve faci-
lement dansle commerce. Avec un plus grand nombre d’anneaux,

le jeu devient absurde, car le nombre des opérations a faire pour

monter ou pour démonter le baguenaudier double continuellement
par ’additiond’un anneau; on verra plusloin qu'il faudrait des
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milliards de siécles pour démonter complétement un baguenaudier
de 64 anneaux.

<Bie

HISTORIQUE.

L’invention de ce jeu est fort ancienne; on le trcuve mentionné
pour la premiére fois, je crois, parmi 'un des 222 traités de Cardan,
dans l'ouvrage intitulé : De subtilitate libri XXI, dont la pre-
micre édition paruta Nuremberg en 15503 il existe plusieursautres
éditions de cet ouvrage, et notamment une traduction francaise
publiée par Richard Leblanc (Paris, 1556, in-4), sous le titre :
Les livres d’ Hieronymus Cardanus, de la Subtilité et subtiles
Inventions, ensemble les causes occultes et les raisons d’icelles.
Le XVe Livre de cet ouvrage, que ’on doit considérer comme une
sorte d’encyclopédic de la science et de 'industrie au xvi® siécle,
est consacré aux Subtilités inutiles et incertaines; nous repro-
duisons ici la traduction du passage concernant la description
du baguenaudier, d’aprés Richard Leblanc (p. 291) :

« L’instrument, composé de sept annecaus, est inutile et est tel ;
Une paillette de fer large d’un doigt, longue d’une paume, mince
et déliée, en laquelle sont sept trous rons, estrois et d’espaces
égales, disposés sclon la longueur de la paillette ou lamine : ces
trous recoivent sept vergettss menues presque de la hautcur d’une
once, mobiles en bas, circonflexes en haut, & fin qu’elles retien-
nent les anneaus enclos de la grandeur d’un doigt, et les vergettes
sont contenues par 'anneau ensuivant sous le fléchissement et
curvature. Pour cette cause, tous les anneaus, excepté le pre-
mier, sont engardés par le précédent, qui ne sautent librement
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Lors la verge antérieure : tout est de fer, et mesmement la navette
ou navicule est de fer, de laquelle i’ai exactement rendu la figure
que voiés présente. Elle est longue et large selon la grandeur de
la paillette ou lamine supposée. Par cet instrument un ieu est
inventé de subtilité admirable. »

Aprés lindication de la manceuvre de 'appareil, on trouve la
conclusion suivante : « Ceci de soi est inutile; toutefois on peut
le transférer aux serrures artificieuses de coflres (*). Telle subtilité
est au ieu des échets; mais elle est plus délectable pour cause de
la variété et contention; car, comme la navicule est d’invention
trés subtile en son genre, ainsi entre tous ieus les échets sont de
grande subtilité. Autrefois, i’al écrit et composé quatre livres des

ieux. »

BIOGRAPHIE DE CARDAN.

La vie de Jérome Cardan est I'une des plus étranges et des
plus extraordinaires dont 1l soit fait mention dans I’histoire des
sciences; c’est un tissu d’extravagances, d’actions incohérentes,
vileset parfois criminelles, puisqu’il en vint a assassiner un homme
qui 'avait velé au jeu. Scaliger a dit de lui qu'il était supé-
rieur a tous les hommes, mais que souvent il descendait plus bas
que les petits enfants; Leibniz, qui I’a déclaré fou et insensé, n’en
admirait pas moins la supériorizé de son esprit. -

L’un des premiers, Cardan trouva larésolution de ’équation du

() M. le docteur O.-J. Broch, président de la commission du royaume de
Norwége a I'Exposition universelle de 1878, m'a dit que, dans son pays,
les habitants des campagnes se servent encore du baguenaudier pour
fermer leurs bahuts et leurs sacs.
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troisiémedegré et démontra la formule qui porte encore son nom
il entrevit la résolution de I'équation du quatriéme degré, que
Pon doit a son disciple Ferrari; il imagina un appareil employé
dans la marine pour la suspension des boussoles, et probablement
aussi lengrenage connu sous le nom de joint universel.

N¢é a Pavie, en 1501, il professa successivement la dialectique,
la métaphysique, les mathématiques; il exerca la médecine a
Milan, de 1529 & 1550; aprés avoir parcouru I'Ecosse, I’Angle-
terre, les Pays-Bas et ’Allemagne, il revint a Milan, ot il vécut
encore quelques années, partageant son temps entre le travail, la
débauche et le jeu. Son fils ainé, médecin comme lui, empoisonna
sa femme, et fut décapité; son second fils tomba dans de grands
désordres ; il le fit incarcérer plusieurs fois, puis lui coupa I'oreille
et finalement le chassa de sa maison. Enfin il termina son exis-
tence infortunée, 3 Rome, a I’dge de soixante-quinze ans; il était
alors pensionné par le pape Grégoire XIII. Scaliger et de Thou
prétendent qu'ayant fixé lui-méme I'année et le jour de sa mort,
il s¢ laissa mourir de faim pour que sa prédiction fat justifie. La
Nouyelle Biographie géndrale (Firmin Didot) contient une
longue et intéressante biographie de Cardan, par M. Victorien
Sardou, de laquelle nous avons extrait quelques-uns des rensei-

gnements qui précédent,

Q Sl 4
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BIOGRAPHIE DE WALLIS,

Le second auteur quiaécritsur le baguenaudier est un illustre
mathématicien anglais, du nom de Wallis, auquel on doit une
formule bien curieuse pour la détermination du rapport de la
circonférence au diamétre (*). Né en 1616, mort en 1703, Wallis
possédait a fond toutes les connaissances de son temps. « Dés mon
enfance, dit-il, j’ai toujours, dans toutes sortes de sciences, voulu
savoir le fond des choses, non par routine, ce qui les fait oublier
bient6t, mais par raison et par principes, afin de former mon
jugement. » I1 fut professeur de géométrie & ’Université d’Oxford,
en 1649; il fut ensuite chapelain du roi, au rétablissement des
Stuarts. Doué d’une mémoire prodigieuse, il lui arriva, une nuit,
d'extraire de téte la racine carrée d'un nombre de cinquante
chiffres, et de la dicter le lendemain.

Le tome II de son Traité d’Algébre (p. 472) contient la
description et la manceuvre du baguenaudier, avec un grand luxe
de détails et de figures trés bien faites.

(') Au Congrés de I'Association frangaise, a Montpellier, M. Ed. Collignon,
inspecteur général des Ponts et Chaussées, a présenté des développements
fort curieux sur la formule de Wallis, afin d’arriver & démontrer l'incom~
mensurabilité de toutes les puissances du rapport de la circonférence au
diamétre.

Clest un préjugé, partagé par beaucoup de personnes, de croire a I'impos-
sibilité démontrée de la quadrature du cercle. On sait bien que les nombres
et 7 sont incommensurables ; cependant si ’'un des nombres=?, %, zio, ...
était commensurable, on aurait résolu le probleme de la quadrature du
cercle. Cette observation n'a pas pour but d’engager quelques lecteurs dans
cette recherche extrémement difficile. Arago disait autrefois a I'Académic
des Sciences quilavait constaté que les prétendues solutions de la qualira-
ture du cercle étaient beaucoup plus nombreuses au printemps qu'a toute
autre €poqite de 'année (Voir le tome 1I, p. 156.)
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« Cardan, dit-il, en son livre de la Subtilité, parle de ce que
nous allons faire connaitre sur les anneaux enlacés; il classe cette
subtilité parmi les inutiles, c’est-d-dire parmi celles qui ne tou-
chent pas au gain, et qui se recommandent seulement comme
pouvant mettre esprit en action; mais il en parle en termes si
obscurs, que cclui qui ne connaitrait pas autrement la chose ne
pourrait que diflicilement deviner de quoi il s'agit. Nous nous
sommes efforcé d’expliquer par des paroles 'objet en question;
mais il serait plas facile de le faire connaitre avec les doigts
qu’avec la plume. La chose est d'une si grande subtilité ct va si
bien de pair avec I'Algebre, qu’il est impossible de Jui refuser ici
vn refuge. Toute la difficulté consiste a composer ¢t a résoudre,
a enlacer et a délacer.

« Il m’est impossible de dire quelle est I'ancienneté de cet
objet; certainement on le connaissait avant Cardan, car cet au-
teur n’en parle pas comme d'une invention & lui propre. »

B®

IMAGINATION D'UN CLERG DE NOTAIRE.

Ozanam, dans ses Récréations mathématiques, ne parle pas
du baguenaudier; I'Encyclopédie méthodique, dictionnaire des
jeux, en fait mention, mais c’est pour le placer aprés le jeu :
Jaime mon amant par B, et pour décrire la suite des change-
ments que 'on fait en démontant le baguenaudicr quand tous les
anneaux sont élevés, et en le ramenant a cet état.

Enfin, en 1872, un auteur ingénieux, qui avait gardé I'anc-
nyme, a publié une brochure de seize pages in-8°, dont je dois la
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communication 2 la bienveillance de M. le général Parmentier. Cet
opuscule intitulé: Théorie du Baguenodier, par un clerc de
notaire Iyonnais ('), commence ainsi:.« Lyon attire sur lui
I'attention publique par son Exposition; chacun des enfants de
cette grande cité doit produire tout ce qui peut plaire aux visi-
teurs. Ce motif décide un modeste clerc de notaire a publier ses
études sur le baguenodier; le sujet est frivole, mais la théorie est
neuve; de plus, elle a été imaginée a Lyon. Cet opuscule aura
atteint son but s’il montre que le baguenodier est un jouet in-
structif. »

L’auteur se livre d’abord a une discussion étymologique, de
laquelle il paraft résulter que 1’on doit écrire le nom de Pinstru-
ment avec un o, puisque ce nom vient probablement de nceud
(nodus) de bagues. Aprés avoir indiqué les sources historiques
que nous venons de mentionner, il expose une notation aussi
simple qu’élégante des diverses configurations du baguenaudier,
qui permet de fixer & chaque instant l'ordre du déplacement des
anneaux; aussi nous regrettions que lauteur n’edt pas cru devoir
livrer son nom au public, lorsque nous avons appris que Pesti-
mable continuateur de Cardan et de Waliis est M. Louis Gros,
conseiller & la cour d’appel de Lyon. La théorie qui va suivre
n’est que le développement de I'idée fondamentale de I'auteur
lyonnais et des observations qui nous ont été communiquées par
M. Parmentier; nous y avons ajouté quelques considérations
qui feront comprendre que ce petit appareil, que bien des per-
sonnes regardent comme un joujou, renferme cependant, dans
sa contexture variable a chaque instant, la représentation des diffé-

(') Lyon, imprimerie d’Aimé Vingtrinier, rue Belle-Cordiére,
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rentes propriétés du systéme de la numération binaire et de la
théorie des combinaisons.

!

DISCUSSION I:JTYMOLOGIQUE DE M. GROS.

« Au lieu de décrire longuement un objet qui est dans le com-
merce, rassurons le lecteur, déja choqué de I'orthographe que jai
adoptée : baguenodier, et non baguenauvdier. Je ne suis pas un
libre penseur, pas plus en orthographe qu’en religion et en poli-
tique; je me soumets & toutes les autorités légitimes, surtout &
celle de I’ Académie francaise.

« Cependant, j'ai un grain d’indépendance, et, quand je vois un
mot orthographi¢ d’une mani¢re compliquée et contraire a I'éty-
mologie, je propose une réforme.

«Quelle est la véritable étymologie du mot baguenodier? Con-
sultons Ménage; il ne dit pas un mot du jouet dont nous nous
occupons; mais il a des articles sur bague, baguenaude, bague-
nauder, baguenaundier.

« 11 fait dériver bague de bacca, que les Latins ont dit d’unc
perle, a cause de la ressemblance quont les perles pour leur
rondeur avec les bacques ou baies.

« Les annotateurs de Ménage ne sont point satisfaits de cette
explication ; ils remarquent que bague ne vient point de bacca;
ni une baie, ni une perle ne ressemblent & une bague.

« TIs font venir bague de la langue des Francs, de celle des
Goths, de celle des Cimbres et de celle des Saxons; ils trouvent
des mots analogues dans 'anglo-saxon, dans le vieux franc, dans
I'allemand, dans l'irlandais, dans le suédois et dans I'anglais.
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« Ces estimables annotateurs vivaient a une époque ou le
sanscrit n’était pas étudié; ne pourrait-on pas, & présent, trouver
la racine primitive dans la langue sacrée des Indous, puisqu’elle
est la mére de toutes les anciennes langues européennes ?

« Baguenaude, fruit, et baguenaudier, arbuste, dérivent, sui-
vant Casencuve, de bacca, qui est proprement le fruit rond de
certains arbres, tels que sont le laurier, le lierre, le myrte et
le houx; ce nom a été donné au baguenaudier a cause du petit
fruit rond contenu dans sa cosse.

« Ménage dit que de bacca on a fait baccana, baccanalda,
baccanaldarius.

« Les annotateurs ne trouvent rien & redire & cela; je suis plus
difficile qu’eux : la graine du colutea, pour parler le langage offi-
ciel moderne, ne ressemble point a celle du lierre et du houx; elle
a la forme allongée d'un trés petit haricot.

« Ce sont les mots extrémement usuels qui se transforment
beaucoup dans le langage; or, je ne crois pas que ’on ait jamais
eu a parler souvent des grains renfermés dans les petites vessies
du colutea et a leur donner trois noms successifs ou simultanés.

« Un glossaire de Rabelais fait dériver baguenaude, futilité,
de bague, et nade (nulle bague).

« Ces conjectures n’ont point de fondements; j’ai d’autres idées,
et les voici :

« Le-baguenodier est un jeu trés ancien; nous verrons bientot
que ce n’était pas une nouveauté il y a trois cents ans; on a di
lui donner un nomj celui qui s’est présenté tout naturellement
est noeud de bagues; ce sont,en effet, des anneaux qui retiennent
la navette par une certaine combinaison, comme deux brins de
fil sont unis par une certaine maniére de les contourner.
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« Le mot bague, dans le sens d’anneau, était dans la langue
depuis longtemps; en y joignant le mot nodus, ou son dérivé
francais nceud (avec @ en souvenir de I'o de nodus), on a fait ba-
guenodier.

« Celui qui voit un homme sérieux passer de longs moments a
élever et baisser les anneaux du baguenodier est invinciblement
porté a dire: « En voila un qui perd son temps; » de la s’occuper
du nceud de bagues, baguenoder a pris la signification que nous
connaissons bien.

« Faire éclater entre ses doigts le fruit du colutea est un plaisir
champétre auquel s’attache aussi forcément l'idée de perte de
temps sans profit; on a donc employ¢ dans cette circonstance le
mot baguenoder, fait pour le ncecud de bagues, et, par suite, ar-
buste a recu le nom du jouet.

« Pourquoi a-t-on écrit baguenauder et non baguenoder? Iy
a trois ou quatre cents ans, l'orthographe n’avait rien de fixe;
chaque auteur avait la sienne, et méme beaucoup d’auteurs ne
s’occupaient point de ce détail: ils s’en rapportaient aux impri-
meurs; Montaigne dit qu’il se contentait de recommander l'em-
ploi de I'orthographe la plus ancienne dans 'impression de ses
Essais (Livre 111, Ch. IX). Tantot on compliquait 'orthographe,
comme lorsque d’/zomo on a fait homme; tantdt on la simplifiait,
comme lorsque d’auris on a fait orcille, et d'audere, oser. Ba-
guenoder a eu la mauvaise chance d'étre compliqué dun au;
puis, pour justifier cet au, ’'abbé Ménage a imaginé baccana,
baccanalda, baccanaldarius.

« Ami lecteur, j'espére que, cela dit, vous me pardonnerez de
ramener le mot baguenodier a 'orthographe étymologique. »

ehu®
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DESCRIPTION DU BAGUENAUDIER.

Cet instrument (fig. 36) se compose de deux parties princi-
pales : la navette et le systéme des anneauzx.

La navette se compose essentiellement d’un fil métallique,
ayant la forme d’un rectangle trés allongé. Pour la commodité de
la manceuvre, 'une des extrémités est munie d’une poignée, que
Pon tient dans la main gauche pendant que l'on déplace les
anneaux avec la main droite.

Le systéme des anneaux est formé :

1° D’'un nombre quelconque d’anneaux égaux, dont le dia-
metre est & peu prés le double de la largeur de la navette, et dont
I'épaisseur est environ le quart de celle-ci; par conséquent, on
peut faire passer la navette & travers I'anneau, tout aussi bien
qu’un seul anneau, et méme deux pris ensemble, & travers la
navette ;

2° D'une petite planchette rectangulaire de dimensions pa-
reilles a celles de la navette ; elle est percée, sur sa longueur, de
trous équidistants, en nombre égal A celui des anneaux de I'in-
strument;

3° De petites tiges ou verges métalliques, en nombre égal a
celui des anneaux; l'une des extrémités de chaque tige passe
librement dans I'un des trous de la p']anchette, derriére laquelle
cette tige est retenue par un crochet; l'autre extrémité entoure
Pun des anneaux.

Le systeme est agencé de telle sorte que chacune des tiges qui
retient Panneau se trouve passée dans l'intérieur de 'anneau suj-
vant. Ainsi la tigedu premier anneau est passée dans le deuxiéme;
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celle du deuxiéme dans le troisiéme, et ainsi de suite ; maisla tige
du dernier anneau ne passe dans aucun autre. I1y a donc une
tres grande différence dans la disposition du premier anneau et
du dernier ; dorénavant, nous distinguerons les anneaux par les
nombres 1,2,3,4,..., €t nous supposerons la planchette disposée
de telle sorte que le premier anneau soit placéa la droite.

On dit qu’un anneau est monté ou levé lorsque la tige qui lui
correspond est passée dans lintérieur de la navette, et que la na-
vette est passée dans lintéricur de I'anneau; ondit que l'anneau
est baissé ou descendu, dans le cas contraire; le baguenaudier
est monté, lorsque tous ses anneaux sont levés; il est démonté,
lorsque tous ses anneaux sont baissés; alors la navette se trouve
complétement séparée du systeme des anneaux.

B

DU DEPLACEMENT D' UN ANNFAU.

Supposons que l'on tienne horizontalement, et de la main
gauche, la navette du baguenaudier complétement monté, ainsi
qu’on le vend dans le commerce ; il est facile de constater que le
premier anneau peut étre baissé; pour cela, on le prend de la
main droite, on tire la navette a gauche, et I'on passe Panneau
dans Pintérieur de la navette ; de cette fagon le premier anncau
se trouve baissé; on le remonte par Popération inverse. Lorsque
le premier anneau est baissé, on ne peut déplacer le second, et
on ne peut baisser que le troisi¢mne, ou le remonter par 'opéra-
tion inverse ; mais si le premier et le troisi¢éme anneau sont bais-
sés, on ne peut en baisser aucun autre. '

Dans le cas général, il résulte de la construction méme du
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baguenaudier, que Je déplacement d’un seul anneau est soumis
aux principes suivants :

1° Dans une position quelconque des anneaux du baguenau-
dier, on peut toujours baisser le premier anneau s’il est levé, ou
le lever s’il est baissé.

2° Pour qu’un anneau de rang quelconque puisse étre déplacé,
Cest-a-dire levé ou baissé, il faut et il suffit qu'il se trouve placé
immédiatement A la gauche d’'un anneau monté, et que celui-ci
soit le seul anneau monté a la droite de anneau considéré.

Dans le cas ou I'on ne déplace qu'un seul anneau a la fois, la
marche du jeu est appelée marche ordinaire.

0
.k.%.:f%{.
TO)

DU DEPLACEMENT DE DEUX ANNEAUX.

Il'y a exception, dans le déplacement des anneaux, pour la
marche des deux premiers anneaux, qui peuvent étre montés ou
descendus, pris simultanément ; mais il n’existe aucun groupe
de deux autres anneaux, ou de plus de deux anneaux, que l'on
puisse faire marcher en méme temps. Lorsque I'on emploie cette
manceuvre simultanée des deux premiers anneausx, la marche du
jeu est plus rapide; nous I'appellerons marche accélérée. On
peut monter ou baisser simultanément les deux premiers anneaux
dans unc position quelconque des autres anneaux de lappareil ;
mais on verra facilement que si 'on doit les monter tous deux
en méme temps, on descend ensuite le premier, Dans ce qui suit,
nous ne nous occuperons tout d’abord que de la marche ordinaire,
qui est plus commode a considérer théoriquement ; nous donne-
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rons ensuite un takleau qui permet d'en conclure immédiate-
ment la théorie du jeu dans sa marche accélérée.

Pour représenter les diverses phases du jeu, nous figurerons la
navette par une droite horizontale, les anncaux levés par des
ronds placés au-dessus, dans leur situation respective, et les
anneaux baissés, par des ronds placés au-dessous. Ainsi (fig. 37).

Fig. 37.
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A désigne le baguenaudier de 7 anneaux, complétement démonté;
B désigne le méme appareil entiérement monté. Par un seul
mouvement, on peut déduire C ou D de B, soit en baissant le
premier anneau, soit en baissant le second; on peut aussi dé-
duire E de B par un seul mouvement, en baissant simultané-
ment les deux premiers anneaux; on peut aussi déduire E de D
par le déplacement du premier anneau, toujours libre; mais on
ne pourrait déduire immédiatement E de C. Ces observations
sappliquent encore, quélles que soient les positions des an-
neaux 4, 5, 6 et 7.

Dans la position C, on ne peut baisser que le troisieme anneau;
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de méme, dans la position E, on ne peut baisser que le qua-
triéme, pour produire la position F. Dans celle-ci, si I'on veut
baisser le troisiéme anneau, il faut d’abord remonter les deux
premiers, puis baisser le premier pour descendre le troisieme.

PROBLEME GENERAL DU BAGUENAUDIER.

Cela posé, le probléme général que nous allons résoudre est
le suivant : On donne deux dispositions quelconques des an-
neaux, sur la navette d'un baguenaudier de grandeur arbi-
traire ; déterminer Pordre et le nombre des déplacements a
opérer, pour passer d’une disposition a Pautre, en supposant
que le nombre des mouvements des anneaux soit le plus petit
possible. I'n particulier, déterminer l'ordre et le nombre mini-
mum des déplacements des anneaux, pour monter ou pour dé-
monter entiérement le baguenaudier.

Nous supposerons d’abord qu’il s’agisse de la marche ordinaire
en ne déplacant qu’un seul anneau a la fois. Le probléme géné-
ral du baguenaudier se résout immédiatement au moyen de la
notation ingénicuse de chacune des dispositions du baguenau-
dier, qui a été imaginée par I’auteur lyonnais. Tous les anneaux
sont représentés, dans 'ordre de gauche a droite, par 'un des
caractéres 0 et 1, avec les conventions suivantes. Le premier
anneau levé, a partir de la gauche, est désigné par 4, et les an-
neaux levés, situés a droite, sont alternativement représentés par
0 et4, sans tenir compte, dans cette alternance, des anneaux
baissés ; quant aux anneaux baissés, ils sont indiqués, & leurs
places respectives, par le signe du premier anneau levé & leur

E. Lucas. — Récréations mathém. 12
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gauche, et par 0, lorsqu’il ne s’en trouve aucun. En d’autres
termes, en allant de gauche a droite, tout anneau levé implique
une variation du signe de I'anneau, levé ou baissé, a gauche;
tout anncau baissé implique une permanence du signe de I'an-
neau a gauche. On trouvera plus loin le tableau des coups
successifs du baguenaudier avec la figuration ordinaire dans la
colonne Baguenaudes, et la notation de M. Gros dans la colonne
Dinaires.

ReBfOR

MARCHE ORDINAIRE.

La notation dubaguenaudier, que nous venons d’exposer, repré-
sente un nombre écrit dans le systéme de numération binaire.
Considérons une position quelconque du baguenaudier :

(=] e} (=} [}

140400 0;

[} Q

dans cette position, on peut passer a4 deux autres : la premicre,
en élevant le premier anneau, a la droite, ce qui donne

(<] [ [} o <

14040014;

< =]

la seconde, en baissant le quatri¢éme anneau, ¢e qui donne

o [/ o}

11004111

< <]

Dans le premier déplacement, on a augment¢ la notation cor-
respondante du systéme binaire d’une unit¢ ; dans le second, on
a diminué cette notation d’une unité. Il en est de méme pour
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toute disposition des anneaux. Par conséquent, la marche ordi-
naire du baguenaudier correspond exactement 2 la formation
successive de tous les nombres écrits dans la numération binaire;
onmonte le baguenaudier, en formant lesnombres successivement
4 partir de zéro ; on démonte le baguenaudier, en suivant lordre
décroissant des nombres entiers. D'ailleurs, on observera que
pour monter le baguenaudier il suffit de déplacer, en commen-
cant par la droite, le premier anneau représenté par 0; pour le
démonter, au contraire, il faut déplacer le premier anneau a
droite représenté par le chiffre 1.

Pour résoudre le probléme général que nous avons posé, c’est-
a-dire pour passer d’une disposition quelconque a une autre, on
écrit les deux dispositions dans le systéme binaire, on prend la
différence ; puis on transforme ce nombre dans le systéme déci-
mal; on obtient ainsi le nombre minimum de déplacements
pour passer de I'une 4 'autre position. On effectuera ce change-
ment en montant ou en démontant le baguenaudier,suivant que
le premier nombre de la notation est plus petit ou plus grand que
le second.

i
NOMBRE DES COUPS DE NAVETTE.

[1 est facile, d’aprés cela, de déterminer le nombre des coups
dans la marche compléte du baguenaudier de 7 anneaux. Lors-
que tous les anneaux sont montés, on a pour la notation

1040404,

ou, dans le systéme décimal,

26 4= 2% 4- 22 4~ 1 =83,
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Dong, il faut opérer 85 déplacements pour monter ou pour
démonter le baguenaudier de sept anneaux, dans la marche ordi-
naire. De méme, pour le baguenaudier de dix anneaux, il faut
682 coups de navette, puisque I'on a

29 4 27 425 4 23 4 2 — 682,

En général, si 'on désigne par P, le nombre des déplacements
nécessaires pour monter ou pour démonter le baguenaudier
de 7 anneaux, on a, pour 1 pair égal 4 2k,

1 22h+1 . o
Pyp= 214220 202 =—7a—
ct pour n impair égal a 2k + 1,
0 2k+2 —1
Pyppy— 224222 |, 4224 | = —— 3 c

On peut réunir ces deux formules en une scule, en disant
que P, est toujours €égal au plus grand nombre entier contenu
dans le tiers de 27+,

Nous donnons, dans le tableau qui termine cette récréation,
la figuration des seize premiers coups ascendants du baguenaudier
de 5, 6 ou 7 anneaux; la colonne n indique la succession des
coups dans la marche ordinaire, le tableau contient aussi la figu-
ration des quinze derniers coups du baguenaudier de 7 anncaux;
on observera, en effet, que, bien que le baguenaudier soit mon té
par 85 changements,on peut encore compliquerl’état de situation
des anneaux jusquau 127° coup, pour se préparer a monter le
huitieme anneau comme s’il existait. C'est a cette différence entre
le baguenaudier monté et le baguenaudier plus compliqué, que
Y'on doit attribuer la divergence des calculs des trois auteurs qui
ont écrit sur cet instrument. En général, pour arriver a I'état le
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plus compliqué du baguenaudier de 7 anneaux dans la marche
ordinaire, il faut un nombre de dérangements égal au nombre
formé par n unités dans le systéme binaire, c’est-a-dire 27— 1,

Ce nombre est précisément le total des combinaisons de 7 ob-
jets pris un & un, deux a deux, ..., nan, de telle sorte que
ce jeu donne la représentation de toutes les combinaisons, sans
répétition, des n objets, ainsi que l'ordre dans lequel on doit
numéroter les combinaisons.

SUR LES COMBINAISONS

En général, on sait que I'on appelle combinaisons simples, ou
sans répétition, de n lettres prises p 4 p, toutes les dispositions
de p lettres qui ne différent que par le choix des objets, et non
par l'ordre dans lequel ils sont placés. On désigne habituellement
ce nombre par C,, 5, et I'on a

I+Cll.l +Cn,2+ +C/z,n:2n-

Dans les cours d’algébre, on démontre ce théoréme par la for-
mule du bindme de Newton, qui donne le développement
de (x -+ 1)", en supposant ensuite x égal a I'unité. Cependant ce
théoréme sur les combinaisons parait avoir été connu bien avant
la formule du binéme; voici la démonstration donnée par les
anciens auteurs; elle repose sur I'idée fondamentale qui préside
a Daccroissement des sciences mathématiques, cest-a-dire sur
I'observation et sur I'induction.

Prenons, par exemple, quatre lettres a, b, ¢, d; formons toutes
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les combinaisons possibles de ces quatre lettres; ajoutons-y
Punité; nous avons le tableau suivant :

I b

a, b,c, d,

ab, ac, ad, bc, bd, cd,
abc, abd, acd, bed,
abcd.

Le nombre total des combinaisons est 2%; prenons maintenant
une cinquiéme lettre e; formons un nouveau tableau en ajoutant
cette lettre A toutes les combinaisons du tableau précédent, nous
avons, en plus,

e’

ae, be, ce, de,

abe, ace, ade, bce, bde, cde,
abce, abde, acde. bcde,

abcede.

Le nombre des combinaisons possibles de cinq lettres cst le
double de celui de quatre lettres ou 2%, et ainsi de suite. On re-
tranche ensuite I'unité du tableau.

D)
e
DUREE DE LA MANGEUVRE.

Depuis la publication, dans la Revue scientifique, de notre
article sur le baguenaudier, nous avons regu de M. L. Gros une
lettre intéressante, de laquelle nous extrairons le passage suivant :
« Je regrette de n’avoir pas indiqué, dans ma théorie, le temps
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qui est nécessaire pour monter ou démonter le baguenodier.
Je I'ai fait dans une note trés réduite que je n’ai pas publiée. Je
vais vous donner ces indications dont vous pourrez tirer parti,
si vous les trouvez bonnes.

« Le baguenodier est toujours livré avec un nombre impair
d’anneaux. Cela est utile & ceux qui savent que, pour démonter
le baguenodier dont tous les anneaux sont élevés, il faut com-
mencer par abaisser le premier, puis le troisiéme anncau. Celui
qui n’est pas averti abaisse les deux premiers anneaux, puis le
quatriéme; il s’éloigne de son but et il tend vers I'état extréme,
ol la navette ne contient que la verge du dernier anneau.

« Combien faut-il de temps pour monter ou démonter le ba-
guenodier? On fait sans peine 64 changements par minute :
en se hatant beaucoup, on peut arriver a 8o. Mais admettons 64
comme un nombre moyen :

5 anneaux tous élevés exigent 21 changements, soit 20%;
7 — — — 85 — EbYo:
9 — — - 341 — 5m20°%;
11 — — — 1365 - - 21™ 20",
13 — -— — 5461 — 1h25m205,

« De méme, 25 anneaux exigeraient plus de 349 500™; par
conséquent, pour démonter un baguenodier de 25 anneaux,
il faudrait, 4 raison de 10 heures par jour, plus de 582 jours. »

s J<Cl

MARCHE ACCELEREE.

Nous avons encore donné, dans le tableau final, une co~
lonne N qui indique le nombre des déplacements dans la marche
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accélérée. Ce tableau fait voir que la marche accélérée est soumise
aux régles suivantes :

1° Lorsque 'on monte le premier anneau, on doit monter en
méme temps le second;

2° Lorsque 'on a monté les deux premiers anneaux, on doit
ensuite baisser le premier.

Le tableau montre, de plus, que huit coups consécutifs de la
marche ordinaire,de148,de g a16,...,correspondent a six dans
la marche accélérée; par conséquent, si ¢ désigne le quotient,
etr=r1u,2,3,4,5,6,70uo le reste de la division de n par §,
on a le tableau suivant de correspondance

n=28qg+ 1,2, N=6g+1,
n=28q + 3,4,5, N =6g + 2,3,4,
n=38q+ 6,7, N =106g 5,
n—8q. NE=I67

11 sera facile de déterminer, dans la marche accélérée, le
nombre de coups nécessaires pour passer d'une position a une
autre. En particulier, si 'on désigne par Q,, le nombre des dépla-
cements dans le montage ou dans le démontage accéléré, on
trouve, suivant que z est impair et égal a 2 k'~ 1, ou pair, et
égala 2k,

Q== ' Q=22 =1,
résultat obtenu par M. Parmentier par une voi'e différente.
On trouvera encore que l'expression

3,272 —
représente le nombre des coups qui correspondent a I’état le plus

compliqué du baguenaudier de # anneaux dans la marche accé-
lérée,
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TABLEAU DES DEUX MARCHES DU BAGUENAUDIER.
Les seige premiers coups.
N. n. BAGUENAUDES. BINAIRES.
1 I 0000001
(=] (=] =] (o] (=] (o]
2 2 0000010
o [] (o] (o] =]
2 3 & 0000041
=] Q (o] (e} (o]
3 4 S 0000400
Q (=] o (o]
4 5 S 0000401
Q (=} o [=]
5 6 2 00004110
(] C [*} C Q
v = 0000441
[@] [] (o] [o] [e]
6 § ) — 0004000
7 9 = = 00040014
(o] (=] (o] <
10 Se b 0004010
(o] [o] (=]
8 11 2.2 2 0001011
o [] o]
9 12 2 = 0004400
C Q =} [=]
10 13 - = 00014401
o] (=] o [o]
11 14 Z 0004110
(=} o (o] =] o
15 = 0004111
(=} (o] (o] (o] (@]
12 16 S 0040000
(=] (=] (=] (@]
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186
TABLEAU DES DEUX MARCHES DU BAGUENAUDIER.
Les quinge derniers coups.
N. n. BAGUENAUDES. BINAIRES.
85 | 113 ° = 1141440001
] (o] Q o
114 2 -2 1144400140
(o] [e] =]
86 | 115 ° ° 11440041
[e] [e] ] =]
87 | 116 2 ° ° ° 14440100
() [e]
88 | 117 = 2 11440101
o] o o
89 | 118 S 1410110
[} o (=]
119 2 & 11404114
Q (o] (o} [e]
90 | 120 —————— (1414000
W | o ° ° 14141001 |
o] © (o] []
122 °c_° ° 14440140
o [e] (o)
92 | 123 9 .0 14140414
(o] (] [e] o
93 | 124 : 1414141100
(e} o (=] (o] o
9% | 125 ° ° 114411101
(o] (o] [e] (]
95 | 126 ° 1414110
o] C Q [o} O
127 11114111
. (o] (=] o o o (e}
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LEJEU DU TAQUIN.

A Monsieur Ange Laisant, député de la Loire-Inférieure,
docteur és sciences mathématiques.

« Ah! ah! vous voild, monsieur le philosophe! Que
faites-vous ici parmi ce tas de fainéants? Est-ce que
vous perdez aussi votre temps & pousser le bois? »

(DipEROT. — Le Neweu de Rumean.)
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HUITIEME RECREATION.

LE JEU DU TAQUIN.

A~

HISTORIQUE.

E jeu connu actuellement sous le nom de Jeu du Taquin a
€té imaginé en Amérique, vers la fin de 1878, par un
sourd-muet qui se proposa, par hasard, de ranger dans une

boite des numéros qui s’y trouvaient déplacés, sans les en faire
sortir. C’est la l'origine qui m’a été indiquée, au congrés de
Reims de I’Association frangaise pour I’ Avancementdes Sciences,
par M. Sylvester, correspondant de ’Académie des Sciences de
Paris, professeur de ’'Université J. Hopkins, a Baltimore.

Dés son apparition, il obtint une grande voguea Baltimore, a
Philadelphie et dans les principales villes des Etats-Unis de
PAmérique du Nord. Peu aprés, il fut importé en France, et
offert en prime, par divers journaux politiques et illustrés, sous
le nom de double casse-téte gaulois. Son succés en Europe a été
encore plus grand qu’en Amérique. Ce n’est pas la premiére fois
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qu’un pareil engouement s'est produit chez nous. Bachaumont
raconte qu’en 1746 les polichinelles et les arlequins, & pieds et a
bras mobiles, faisaient furcur. « On ne peut plus aller, dit-il,
dans aucune maison, qu'on n’en trouve de pendus a toutes les
cheminées. On en fait présent a toutes les femmes et filles, et la
faveur en est au point que les boulevards en sont remplis pour
les étrennes. »

La théorie mathématique de ce jeu a été publiée pour la pre-
miére fois, dans le Journal de mathématiques de M. Sylvester (*).
Cette théorie a été donnée par M. Woolsey Johnson,d’ Annapolis,
et généralisée par M. W.-E, Story. Nous avons d’abord profité des
Notes on the 15" Pugzle de ces deux auteurs; mais depuis, nous
avons simplifié les démonstrations; nous indiquons ultérieu-
rement des généralisations et des extensions considérables de cc
jeu. Ce jeu fort intéressant est la représentation sensible d’une
partie d’une importante théorie d’algebre, imaginée par Leibniz,
et connue actuellement sous le nom de théorie des déterminants.
Aussi, avec les rédacteurs de 'edmerican journal, doit-on consi-
dérer la théorie et la manceuvre de ce jeu comme une sorte d’in-
troduction a I’étude de cette partie de I'algébre moderne.

(') American Journal of mathematics pure and applied, publied under
the auspices of the Johns Hopkins University. Baltimore, 1879.

CS T

D Sl U
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DEFINITION DU TAQUIN.

Surle fond d'une boite carrée, ou sur un échiquier de seize cases,
on place dans un ordre quelconque seize cubes ou pions numé-
rotés de 12 16; puis, on enléve du casier un cube quelconque, de
telle sorte qu’il se trouve une case vide. Cela fait, il faut par le
glissement des cubes, en profitant de la case vide, ramener les

Position fondamentale.

pions dans l'ordre régulier, puis replacer le cube enlevé sur la
case vide, de maniére a obtenir la position fondamentale repré-
sentée dans la fig. 38.
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Supposons que I'on ait placé les cubes sur le fond de la boite,
et enlevé le numéro 16, conformément a la fig. 39, qui est l'une

Fig. 39.
7 4 | 6 tr
8 5 ’ 2
9 3 ’ 14 12
15 3 } 1 10

Une position initiale.

des positions initiales. Dans celle-ci, on ne peut déplacer tout
d’abord que I'un des cubes numérotés 5, 6, 2 ou 14, en faisant
glisser I'un deux sur la case vide; puis on peut continuer de méme.
11y a donc lieu de se demander combien il existe de positions
initiales, puisde rechercher sil’on peut ramener a la position fon-
damentale toutes les positions initiales; enfin quelle doit étre la
marche a suivre pour résoudre le probléme proposé.

Nous démontrerons qu’il existe plus de vingt trillions de posi-
tions initiales; on peut doncdire, avec raison, que le taquin est un
jeu a combinaisons toujours nouvelles. Plus exactement, le
nombre des positions initiales est

20922 789 888 000;

on peut ramener la moitié¢ d’entre elles a 'une quelconque des
quatre positions directes, dans lesquelles le numéro 1 est placé



Le jeu di tajuin. 193

aux extrémités de la premiére diagonale du carré (fig 4024 43):

Fig. 40. — Ordre L,. Fig. 41. — Ordre C,.
1 2 3 4 1 : 5 9 13
5 6 7 g 2 6 1o 14
9 10 11 g 3 7 11 15
13 14 15 16 ol 8 12 16
Fig. 42. — Ordre C,. Fig. 43. — Ordre L..
16 12 8 4 16 15 14 13
15 11 7 3 12 1 10 9
14 10 6 2 8 7 6 5
13 9 5 7 4 3 2 1

Les quatre positions directes.

On peut toujours ramener l'autre moitié 4 'une quelconque
des quatre positions inverses dans lesquellesle numéro 1 est placé

E. Lucas. — Récréations mathém. 13
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aux extrémités de la seconde diagonale du carré (fig. 44 a4 47):

Fig. 44. — Ordre L. Fig. 45. — Ordre C,.

4 2 2 1 13 9 5 1

8 7 6 5 14 1c 6 2

12 I 10 9 15 I 7 3

16 &) 14 13 16 12 8 4

Fig. 46, — Ordre C,. Fig. 47. — Ordre L,.

4 8 12 16 13 14 15 16 ‘
[

3 7 19 15 9 10 1 12
\____ —_—

2 6 10 14 5 6 7 8

1 5 i 9 ‘ 13 1 2 3 4 ‘

Les quatre positions inverses,

En d’autres termes, nous démontrerons gue 'on peut toujours
ranger les cubes du taquin ordinaire de seize cases, suivant
J’ordre naturel, en placant le premier & un coin quelconque du
carré, ou au coin adjacent.

Mais, pour la résolution de ces divers problémes, il est indis-
pensable d’entrer dans quelques explications élémentaires sur
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la théorie des permutations rectilignes et des permutations

circulaires.
&

LES PERMUTATIONS RECTILIGNES.

Nous avons déja indiqué, dans notre quatriéme récréation, sur
le probléme des huit reines, la formule principale de cette théorie,
en démontrant que le nombre des maniéres de ranger en ligne
droite dix objets différents est égal au produit des dix premiers
nombres. Plus généralement, en désignant par n le nombre des
objets, et par N le nombre des arrangements en ligne droite, ou
des permutations rectilignes, on a la formule

N—1x2x3x..xn

Ainsi, pour sept objets, il y a 5040 permutations. On trouve ce
résultat dans un ancien ouvrage qui a pour titre : Récréations
mathématiques et phy siques qui contiennent les problémes et les
questions les plus remarquables, et les plus propres & piquer la
curiosité, tant des mathématiques que de la physique: le tout
traité d’une maniére a la portée des lecteurs qui ont seulement
quelques connaissances legéres de ces sciences, par M. Ozanam,
de 1’Académie royale des sciences. Paris, 1778.

La premiére édition de cet ouvrage amusant date de 16923 la
seconde édition renferme quelques erreurs. On y rencontre la
question suivante : « Sept personnes devant diner ensemble, il s’¢-
léve entre elles un combat de politesse sur les places (c’est, sans
aucun doute, dans quelque ville de province éloignée dela capi-
tale, ajoute naivement le commentateur); enfin quelqu’un voulant
terminer la contestation propose de se mettre a table comme Fon
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se trouve, sauf a diner le lendemain et les jours suivants, jusqu'a
ce qu’on ait épuisé tous les arrangements possibles. On demande
combien de diners devront étre donnés pour cet effet. »

Le nombre des permutations est de 5040; 4 un diner par jour,
cela fait prés de quatorze ans pour vider la querelle. Et dire que
si I'on se fit trouvé treize a table, il et fallu, pour cela, plusieurs
millions d’années. Cela donue a penser et tend a4 proaver qu’il ne
faut pas livrer un tel combat de politesse, sur les places, dans un
diner ol il y a beaucoup de monde.

ey
LES PERMUTATIONS CIRCULAIRLS.

Nous devons faire une remarque sur la solution d’Ozanam
Pauteur considére toutes les places comme absolument distinctes;
cependant lorsque les convives sont placés autour d’une table
ronde, et que I'on ne tient pas compte du voisinage de la chemi-
née, de la porte ou d’'une fenétre, la position respective ne change
pas, si, 4 un signal donné, les convives se 1évent tous et vont
s’asseoir sur le siége de leur voisin de droite; doit-on alors consi-
dérer ces deux dispositions comme distinctes ? Non, en vérité, si
la table est ronde ; et comme les convives peuvent encore se dépla-
cer simultanément d’un rang vers la droite, ‘et ainsi six fois suc-
cessivement, on est amené A reconnaitre que l'auteur a compté
comme distinctes sept permutations rectilignes qui ne font
qu’une seule et méme permutation circulaire. En conséquence,
le nombre des diners des sept convives ou des permutations
circulaires de sept objets n’est que le septiéme de 5040 ou 720.
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En outre, on doit observer qu'au lieu de se placer de gauche a
droite, les convives peuvent tous se placer de droite & gauche, de
telle sorte que le voisin de droite est devenu celui de gauche, et
inversement. Il faut donc encore diviser par 2 le nombre trouvé;
cela ne fait plus que 360 diners, et les convives en seront quittes
ala fin de 'anndée.

Il nous reste a parler des dérangements produits par ces per-
mutations; cela fait, nous reprendrons le casse-téte.

@P

LES DERANGEMENTS.

Avec deux objets, les chiflres 1 et 2, par exemple, on forme les
deux permutations rectilignes

12 et 24.

Dansla premiére, les objets sont rangés dans Pordre naturel;
dans la seconde, il y a inversion de cet ordre; on dit alors que la
permutation contient un dérangement, parce que le chiffre 2 est
placé avant le chiffre 4.

Pour former les permutations des trois chiffres 4, 2, 3, on place
le chiffre 3 aprés 'une des deux permutations précédentes, et I'on
a ainsi

123 et 243;

on n’a introduit aucun dérangement nouveau, puisque le chiffre
3 vient aprés 1 et 2, dans l'ordre naturel. Mais si nous faisons
avancer ce chiffre d’un rang vers la gauche,

132 et 231,
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nous introduisons alors un dérangement dans la premiére per-
mutation, et un nouveau dérangement dans la seconde; en fai-
sant avancer ericore le chiffre 3, comme ci-dessous,

312 et 321,

la permutation 312 contient deux dérangements, et la suivante
321 en contient trois. Il y a lieu, dés maintenant, de donner la
définition du dérangement; il y a dérangement ou inversion
dans une suite de nombres différents écrits sur une ligne horizon-
tale dans un ordre quelconque, toutes les fois qu’un nombre se
trouve placé a la gauche d’un nombre plus petit.

Pour compter le nombre des inversions d’une permutation.
on peut procéder de deux maniéres différentes : 1° en comptant
pour chaque terme le nombre des termes qu'il commande, ou qui
sont & sa droite, plus petits que lui, et faisant le total pour tous
les termes; 2° en comptant pour chaque terme le nombre de ceux
qu'il subit, ou qui sont & sa gauche plus grands que lui. Hlest
évident que, par les deux procédés, on obtiendra le méme résul-
tat final; cependant, suivant les cas, il est préférable d’employer
’un ou l'autre de ces deux procédés.

S SR

LES DEUX CLASSES DES PERMUTA"I‘IONS.

Cela posé, on divise les permutations de n nombres en deux
classes; on range dans la premiére classe, avec celle qui ne con-
tient aucun dérangement, en écrivant les nombres dans Pordre
naturel, toutes les permutations qui contiennent un nombre
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pair de dérangements; on range dans la seconde classe toutes
les permutations qui contiennent un nombre impair de déran-
gements. Pour indiquer qu’une permutation est de la premiére
classe, nous la ferons précéder du signe +, et pour indiquer
qu’une permutation est de la seconde classe, nous la ferons
précéder du signe —. Ainsi la permutation —- 412 donne

+ 423, — 132, + 312,
et la permutation — 24 donne
— 213, + 234, — 321.

On constate que les classes des permutations de Jdeux oude
trois nombres sont également partagées; ilen est toujours ainsi.
En effet pour former les permutations de quatre éléments 41,2,3,4,
on place d’abord le nombre 4 2 la fin de chacune des permuta-
tions de trois éléments, ce qui ne change pas la classe de la per-
mutation ; en faisant rétrograder le chiffre 4 successivement vers
la gauche, on change successivement le signe de la permutation ;
ainsi + 231 donne successivement, pour quatre éléments,

- 2344, — 2344, -~ 2431, — 4231.

Le tableau suivant renferme toutes les permutations de quatre
éléments, avec le signe de la classe a laquelle elles appartiennent;
nous indiquons, dansles deux premiéres lignes, les deux permu-
tations de deux éléments, et les six permutations de trois €lé-
ments, qui permettent d’établir la généalogie des permutations
des quatre éléments,
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Généalogie des permutations.

, + 12 ‘ 2 l
S ‘
123 | 182 | 312 | o—218 | 231 ~321
' |
1234 1324 l -i- 3124 — 2134 | +2314 — 321y
| 1243 1342 — 3142 +2143 | —2341 + 3241
. -+ 1423 — 1432 + 3412 || —2113 -+ 2431 — 3421
‘ — 4173 —+ 4132 --4%12 || + 4213 — 4231 -+ 4327
I,ii,-l |

On voit que le nombre des signes -+ est égal au nombre des
signes — : par suite, le nombre des permutations de chaque classe
est le méme, Il est facile de généraliser et de voir qu’il en est
toujours ainsi. On a donc la proposition suivante, dans laquelle
on considére zéro comme un nombre pair :

Tutorime 1. — Les permutations de n objets se divisent en
deux classes également nombreuses, suivant que le nombre
des inversions est pair ou impair.

On détermine facilement la classe d’une permutation en cal-
culant le nombre de ses inversions, ainsi qu’il a été dit plus haut,
et en supprimant continuellement les multiples de 2.

&
o

LES ECHANGES.

Il est facile de voir que si I'on échange dans une permutation
les places de deux nombres consécutifs, on produit un change-
ment de classe, puisque I'on a ainsi augmenté ou diminué le
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nombre des inversions d’une unité. Plus généralement, si 'on
déplace un élément de maniére a lui faire franchir un nombre
quelconque p d’autres éléments, le nombre des inversions est
modifié d’une quantité qui estde méme parité que p; en d’autres
termes, si ’on déplace un élément en lui faisant franchir 2, 4,
6,8, ... autres, la classe de la permutation n’est pas modifide, et
siPondéplace un élément en lui faisant franchir1,3,5,7,. .. autres
éléments consécutifs, la classe de la permutation est changée.
Cela posé, on a la proposition suivante, connue sous le nom de
théoréme de Bézout.

Tutorime 1l. — L’échange de deux éléments quelconques
d’une permutation change la classe de la permutation. Plus gé-
néralement, un nombre pair d’échanges d’éléments quelconques
d’une permutation nw’en modifie pas la classe ; un nombre impair
d'échanges produit sur la permutation primitive un changement
de classe.

En effet, il suffit évidemment de démontrer que Péchange de
deux éléments quelconques produit un changement de classe.
Supposons que I’on échange dans la permutation

... Rabec... kIS. ..,

les éléments R et S séparés par p éléments; si I'on fait franchir
a S les p éléments qui précédent, on obtient

...RSabc .. kI...;

puis, si ’on fait franchir a R les (p + 1) éléments qui suivent,
on obtient

...Sabc... kIR ... ;
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le nombre des inversions est donc moditié d’'un nombre de méme
parité que (2 p -+ 1) et, par suite, d’un nombre impair.

C. Q. F. D.

On peut encore démontrer le théoréme suivant : Le nombre total des
inversions pour toutes les permutations de n lettres est la moitié du produit
du nombre P, des permutations de n lettres par le nombre C,,q des combinai-
sons des n lettres prises deux a deux. On peut arriver a ce résultat de deux
maniéres différentes : par la méthode analytique ou par la méthode synthé-
tique.

Méthode analytique. — Désignons par D, le nombre total des dérange-
ments ou des inversions pour toutes les permutations de n lettres. Ecri-
vons d’abord (n - 1) fois le tableau des permutations de n lettres; nous
avons ainsi (n -~ 1) D, dérangements; placons maintenant le (1 -+ 1)ieme
¢lément & la dernitre place, 4 l'avant-derniére, ..., a la seconde, a la pre-
miére place dans chacune des permutations précédentes, nous produisons
successivement

0, 1y 2y euuy (H—1), 7

nin-+1)

nouveaux dérangements, ou en tout ; on a donc

n(n-+1)

2

Dptt = 1+ 1) Do +Pa

Posons Dn = Pr Qu, il vient la formule
b
n
Qn+1= Qn—+ b,

Par suite, pour # = 1,2, 3, ..., On asuccessivement

1 2 n—1
Q:=Q Z-E:Q3=Q2+;a"-: Qr =Qa-1 + ——
¢

et en ajoutant toutes ces égalités '

)2 4. =(n—1) n(n—1)

Qfl = - = ( .
E +

Méthode synthétique. — Le nombre total des inversions d’'une permu-

tation et de la permutation écrite dans l'ordre renversé est égal au nombre

.. . . A T
des combinaisons de 7 objets pris deux a deux, ou Cn,2= S rm—1);
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par conséquent, en réunissant les deux permutations, on trouve au total
I D
Dn = 3 Pn Cn,o. C. Q. F. D.

ReEMARQUE. — On trouverait de méme la somme de tous les nombres
formés par les permutations des deux, trois, quatre,..., neuf premiers
chiffres. Ainsila somme des nombres formés par les permutations des cing
chiffres 1, 2, 3, 4, 5 est

— P, < 66666-
2
Lo

LES CYCLES.

On peut encore déterminer la classe d’'une permutation par la
méthode plus expéditive, dite des cy-cles, due 2 Cauchy. Consi-
dérons une permutation quelconque,

8,0, 12, 1,5, 14,2, 11,13, 15, 4, 9, 3, 10, 7;

placons au-dessus de chacun de ses termes les nombres de la
suite naturelle, ainsi qu'il suit :

Nombres : 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12,13, 14, 15;
Pions: 8,6, 12,1, 5,14,2, 11,13, 15, 4, 9, 3, 10, 7.

Au-dessous du nombre 1 se trouve le numéro 8; au-dessous
de 8 le numéro 11 ; au-dessous de 11 le numéro 4, au-dessous
de 4 nous retrouvons le numéro 1. On forme ainsi

Premier cycle: 1, 8, 11, 4;
en partant du nombre 2, on forme

Second cycle : 2, 6,14, 10, 15, 7;
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en partant du nombre 3, qui ne figure pas dans les cycles précé-
dents, on forme

Troisiéme cycle : 3, 12, 9, 13;
enfin il reste le cycle formé par un seul nombre
Quatriéme cycle : 5.

Il est facile de voir que I’échange de deux pions quelconques
augmente ou diminue d’une unité le nombre des cycles de la
permutation, suivant que les pions échangés appartiennent au
méme cycle ou & des cycles différents. Par suite, la variation da
nombre des cycles est de méme parité que lenombre des échanges
entre les termes dela permutation. Donc :

Tatorime 111, — Deux permutations appartiennent & une
méme classe ou a deux classes distinctes, suivant que les nom-
bres de leurs cycles sont ou ne sont pas de méme parité.

Pour déterminer la classe, on remarquera que la permutation
suivant Pordre naturel contient un nombre de cycles égal au
nombre des éléments de la permutation (

{*)} Le numéro du 25 septembre 1880 du journal la Nature contient un
amclc intitulé : Le dernier mot du taquin, par M. Pilarron de Mondésir.On'y
retrouve, sous une forme peu différente, le procédé des cycles. Si I'on range
les cycles en deux ordres, suivant qu’ils contiennent un nombre pair ou
impair de termes, on a le théoréme suivant : Deux pérmutations appar-
tiennent a la premitre classe ou a la seconde, suivant que le nombre des
cycles d'ordre pair est pair ou impair. D’un autre c6té, ce résultat m'a €ié
indiqué par M. Delannoy, ancien €léve de I’Ecole Polytechnique.

S
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LTS ECARTS.

Considérons une permutation quelconque des n premiers

nombres
Ay, Az, Agy ...y Apy ..., Ay,

appelons écart d’un terme la différence entre sa valeur numé-
rique et le rang qu’il occupe; désignons-le par e, nous aurons

ép=4ap—p.
Cela posé, on a le théoréme suivant :

TuforiMe IV. — Si, dans une permutation des n premiers
nombres, on supprime un terme quelconque, la variation du
nombre des inversions est de méme parité que I'écart du terme.

Soient a, le terme enlevé, c, et s, le nombre des inversions
commandées et subies par lui;la variation du nombre des inver-
sions est évidemment ¢, + sp. Mais le nombre des termes qui
précédent a, est (p — 1), parmi lesquels s, sont plus grands que
lui, et (p —1 —sp) sont plus petits que lui. D’autre part, le
nombre des termes plus petits qui le suivent est c,; en ajoutant
les deux derniéres expressions, on trouve le nombre total des
nombres plus petits que a,, c’est-a-dire (@, —1); on a donc

p —1=p-—1-—5p - Cp,
ou bien

Ap— P = Cp—5p;
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par suite, en ajoutant le nombre pair 2s,, on a

ep == Cp -+ Sp, (Mod. 2). C.Q.F. D,

&

NOMBRE DES POSITIONS INITIALES.

Si 'on désigne la case vide par 0, on peut représenter la situa-
tion du taquin, 2 un instant quelconque, en écrivantdans ’ordre
de la position fondamentale de la fig. 38 les numéros des cubes
mobiles ; ainsi la fig. 39 donne la permutation des seize nombres

7,4,6,11 |8,5,0,209,3,14,12] 15,13, 1, 10.

La position de la case vide étant arbitraire, le nombre des po-
sitions initiales du taquin est égal au nombre des permutations
rectilignes de seize éléments ou au produit des seize premiers
nombres, c'est-a-dire a

20 922 789 888 000

positions initiales. Dans le cas ol on laisse toujoursla méme case
a découvert, le nombre des positions initiales est seize fois plus
petit.

By

LES IMPOSSIBILITES DE POSITION,

Wt

Dans chacune des positions initiale et finale, on suppose un
cube portant le numéro zéro dans la case vide; on trace dans la
position finale un chemin quelconque passant par toutes les cases,
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et une seule fois par chacune d’elles, en admettant méme que ce
chemin procéde par bonds quelconques; on trace le méme chemin
dans la position initiale; on considére les deux permutations for-
mées par la succession des numéros des cubes dans ces deux che-
mins; de plus, on suppose que les cases du taquin sont alternati-
vement noires et blanches, comme celles de I'échiquier. Cela fait,

on a la proposition suivante :

Tutorime V. — Si les casesvides sont de méme couleur, il est
impossible de passer d’une position initiale & une position finale
de classe différente; si les cases vides sont de couleurs diffé-
rentes, il est impossible de passer d’une position initiale & une
position finale de méme classe.

En effet, la régle du jeu revient a échanger le cube fictif zéro
a chaque coup, avec un autre occupant une case de couleur
différente; donc, dans le premier cas, on ne pourra passer d’une
position a Pautre que par un nombre pair d’échanges, c’est-
a-dire sans changer la classe de la permutation; dans le second
cas, on ne pourra passer d’une position a l'autre que par un
nombre impair d’échanges, c'est-a-dire en changeant la classe
de la permutation. Ce théoréme s’applique un jeu plus général,
dans lequel on échangerait le cube fictif éro avec un cube
placé sur une case de couleur différente.

On peut évidemment supprimer le nombre 0 dans les deux
suites, s'il donne lieu dans l'une et P'autre & des écarts de méme
parité. Dans la pratique, on tracera le chemin de maniére que,
dans la position finale, il donne la suite naturelle des nombres;
on joue ensuite quelques coups sur la position initiale, de maniére
a4 amener la case vide a la place correspondante de la position
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finale; alors on peut se dispenser de tenir compte du zéro dans
les permutations. En effet, il est facile de voir que si, dans deux
permutations, des termes plus grands ou plus petits que les autres
occupent les mémes rangs, on peut les supprimer sans changer
la parité de la différence des nombres de leurs inversions.

Par la considération de I’échiquier, on peut étendre la régle
du jeu, en admettant que 'on puisse enlever un numeéro d’une
case de couleur opposée a la cass vide, pour le placer ensuite sur
celle-ci. La théorie reste la méme.

RBS5D

LA PRATIQUE DU TAQUIN.

Reprenons la permutation des quinze nombres
8,6, 12, 1, 5, 14, 2, 11, 13, 15, 4, 9, 3, 10, 7o

et admettons que 'on ait le droit de faire avancer un pion quel-
conque de deux rangs vers la gauche ou vers la droite; il est facile
de voir que 'on peut ranger tous les numéros dans l'ordre, si la
permutation est de premiére classe. En effet, faisons avancer le
numeéro 1 de deux rangs vers la gauche, il arrive au second rang;
puis, en déplacant 8 de deux rangs vers la droite, on obtient

1, 6, 8, 12, 5, 14, 2, 11, 13, 15, 4, 9, 3, 10, 7.

Le numéro 1 est 4 sa place; faisons avancer & son tour le
numéro 2 de deux en deux rangs, il arrive au troisiéme, et en
déplacant 6 de deux rangs vers la droite, on obtient

1, 2, 8, 6, 12, 5, 14. 11. 13. 15, 4, 9, 3, 10, 7.
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En déplagant le numéro 3 de deux en deux rangs vers la
gauche, puis le numéro 4, on obtient

1,2,3,4,8,6,12,5, 14,11, 13, 15, 9, 10, 7.

Et ainsi de suite; de cette facon on peut toujours placer dans
Tordre les treize premiers pions; les deux derniers se trouveront
dans 'ordre 14, 15, si la permutation est de premiére classe, et
dans 'ordre 15, 14, si la permutation est de seconde classe. Ainsi,
par cette manceuvre, on peut ranger une permutation quel-
conque dans l'ordre

1,2,3,...,13, 14,15;
ou dans l'ordre

1,2,3,...,13,15, 14
Cela posé, considérons le taquin de forme suivante (fig. 48) ¢

Fig. 48.

A’B]cln e e o

|
o e [ e ]

Le taquin élémentaire,

dans laquelle la ligne pleine est une barriére infranchissable;
en profitant de la case vide, on peut sans changer I'ordre des
termes dans le circuit AHIP, amener un numéro quelconque
en B, puis la case vide en Oj cela fait, si I'on glisse le cube de B
en O, le terme B est avancé de deux rangs vers la gauche du
circuit; par le mouvement inverse on I'avance de deux rangs

E. Lucas, — Récréations mathém. 14
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vers la droite (*). Par conséquent, il résulte des considérations
exposées au commencement de ce paragraphe, que l'on peut
toujours amener dans un ordre donné une permutation de méme
classe; et dans l'ordre donné, a lexception des deux derniers
numéros, une permutation de classe différente.

Il est d’ailleurs parfaitement évident que le méme procédé de
raisonnement s’applique au taquin ordinaire, en restreignant la
régle du jeu par Pemploi de barriéres figurées par des lignes
pleines ; les cases forment alors un circuit fermé (fig. 49).

Fig. 49.

Le taquin géné.

En résumé, par la considération des cycles, on détermine
d’abord la classe de la position initiale donnée; pour plus de
commodité, on mettra immédiatement la case vide en G. Cela
fait, on rangera facilement les cubes des deux premiéres lignes
ou des deux premiéres colonnes dans 'une des quatre positions
directes ou des quatre positions inverses suivant que la position
donnée est de premiére ou de seconde classe; il reste ensuite &

(*) Cette démonstration, trés simple, m’a €té indiquée par M. Laisant.
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placer les sept autres cubes dans un taquin élémentaire de huit
cases, par la manceuvre indiquée pour le taquin de la fig. 48.

On peut encore résoudre le probléme du taquin de la maniére
suivante. On détermine d’abord, par la méthode expéditive des
cycles, la classe de la position donnée; si cette position est de
premiére classe, on la raméne, comme il a été dit, a la position
fondamentale; si cette position est de seconde classe, on échange
deux €léments quelconques; elle devient de premiére classe, et
peut encore étre ramenée, aprés cet échange, 4 la position fonda-
mentale.

On peut remplacer cet échange par Ienlévement d’un cube
situé sur une case de méme couleur que la case vide, en le placant
sur cette case.

S
ORDRE MAGIQUE.

Il existe encore d’autres ordres réguliers pour disposer les cubes
du taquin; ainsi on peutles ranger suivant un ordre tel, qu'aprés
avoir replacé le cube enlevé, la somme des numéros soit la méme
dans toutes les lignes, dans toutes les colonnes et dans les deux
diagonales; on obtient alors ce que 'on appelle I'ordre magique.
Cette théorie appartient 4 une autre récréation, le jeu des carrés
magiques, sur laquelle nous reviendrons ultérieurement. Cepen-
dant, nous donnerons ici la maniére d’obtenir le carré magique
pour le taquin de 16 cases.

Pour cela, reprenons la position fondamentale de la fig. 38; ne
touchons pas aux huit nombres des deux diagonales: échangeons
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les autres cubes placés symétriquement par rapport au centre du
carré, c’est-a-dire

2et15, 3etig, Setiz, 8eto.

Par ces quatre substitutions, nous ne changeons pas la classe
de la permutation, et nous obtenons le carré magique (fig. 50):

Fig. 5o. Fig. 51.
1 i5 14 4 4 14 15 1
2 6 7 9 9 7 6 12
8 10 11 5 5—— 11 10 8
\713 3 2 16 16 2 3 13
Ordre magique direct. Ordre magique inverse.

dans lequel la somme des cubes de chaque ligne, de chaque
colonne, ou de chaque diagonale est égale a 34. On peut donc
ramener une position quelconque de premiére classe & cet ordre
magique; si la position initiale est de seconde classe, on pourra
toujours la ramener a lordre magique inverse obtenu en renver-
sant 'ordre des cubes de toutes les lignes (fig. 51), ou de toutes

of

les colonnes de l'ordre magique direct.
te)

B g
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LE TAQUIN CONTINENTAL.

On peut généraliser d’une infinité de maniéres la forme du
taquin. Nous appellerons faquin continental un assemblage
quelconque de carrés juxtaposés suivant un ¢oté commun; pour
faire comprendre la variété de forme que cet assemblage peut
présenter, nous dirons qu’il est assujetti seulement a former un
continent, dans Pintérieur duquel on peut rencontrer des mers
intérieures (fig. 53).

On place sur les carrés des cubes distingués par une lettre ou
par un numéro spécial, et on enléve I'un deux de maniére a
former une case vide; cela fait, il s’agit de faire glisser les cubes
sur la case vide contigué, et de passer ainsi d’une position initiale
donnée & une position finale également donnée.

Il est évident qu'un tel jeu peut présenter deux sortes d’impos-
sibilités : les premiéres proviennent de I'incompatibilité des posi-
tions initiale et finale, comme dans le taquin ordinaire; les autres
proviennent de la forme du taquin.

¢,
NS
THEORIE DU GARAGE.

Considérons d’abord comme taquin continental le taquin formé
par un carré de quatre cases ABCD, et un circuit de forme
quelconque aboutissant par ses deux extrémités a deux cases con-
tigués A et B du carré. On peut fermer ce circuit, soit par AB,
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soit par ACDB; de la deux circuits distincts qui se confondent
sur la plus grande partie de leur parcours. On peut considérer ce
taquin comme un tajuin élémentaire, et, par suite, il est tou-
jours possible d’échanger deux positions de méme classe ; nous
dirons que les quatre cases A, B, C et D constituent un garage

Fig. 52.

Taquin simple a garage.

Considérons maintenant un taquin plus complexe, forméd’un
garage, d’un circuit quelconque et d’'un réseau formé d’embran-
chements qui s’insérent les uns sur les autres, ou sur la ligne
principale, en des points différents, et de telle sorte quil n’y ait
aucune téte de ligne (fig. 53).

Supposons que, dans la position initiale, la case vide soit dans
la méme portion de ligne que le garage, c'est-a dire de telle sorte
qu'il n’y ait aucune bifurcation entre le garage et la case vide ; si
cette condition n’était pas remplie, on jouerait quelques coups afin
de ’obtenir. Supposons qu'il en soit de méme pour la position
finale; sicette condition n’est pas remplie, on jouera quelques coups
pour arriver & une position intermédiaire; on pourra toujours
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remettre la case vide a sa place dans la position finale, en renversant
Yordre du mouvement qui a permis de passer de la position finale

a la position intermédiaire.
Fig. 53.

L] p[mim] UL
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|

|
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[ Carage | 1]

Taquin a embranchements et garage.

Cela posé, il est facile de voir que, dans un embranchement
quelconque, on peut déplacer un cube quelconque de deux rangs;
en effet, on forme un circuit fermé passant par le garage et le cube

Fig. 54.

considéré: on rentreainsi dans le cas que nous venons d’indiquer;
cela fait, on raméne tous les autres cubes, 4 exception des trois
cubesconsidérés. au moyen dumouvementdecirculation(fig. 54)
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Cependant, s'il s’agissait de faire sauter G au-dessus de FH,
la méthode ne s’appliquerait pas, parce que les cubes GFH ne
peuvent se trouver dans un méme circuit avec le garage; alors
on fait passer G par-dessus F et E; de cette fagon E se trouve a la
bifurcation; puis on fait sauter G par-dessus E et H ; on obtient
encore le résultat désiré.

Par conséquent, dans un taquin a embranchements quelcon-
ques, sans téte deligne, on peut toujours, par le moyen du garage,
faire franchir a un cube quelconque deux cubes consécutifs, sans
déranger I'ordre de tous les autres cubes. Par ce procédé, on peut
remplir un embranchement quelconque dans 'ordre de la posi-
tion intermédiaire; on immobilise les cubes de cet embranchement,
de telle sorte que I'on a diminué d’une unité le nombre des
embranchements du taquin.

En simplifiant successivement le réseau, on en déduit ce théo-
réme :

TréorkMe XIV. — Dans untaquin formé d’un nombre quel-
conque d’embranchements et d'un garage sans aucune téte de
ligne, on peut passer d'une position quelconque a une autre
position de méme classe.

&3

t

LES IMPOSSIBILITES DE FORME.

Pour déterminer les impossibilités de la forme du taquin conti-
nental dans l'application de la théorie du garage, on trace d’abord
un circuit le long des cotes du continent, et d’autres circuits, s’il
y alieu, le long du rivage des mers intérieures; puis on fait choix
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d’un garage sur la c6te ou dans l'intérieur, et 'on trace des
embranchements suivant les lignes ou suivant les colonnes du
‘taquin; d'aprés cela, il est évident que le probléme de ramener une
position quelconque a une position de méme classe ne peut ren-
contrer d'impossibilité que dans les deux cas suivants:

1° Si le taquin renferme des presqu’iles ou des péninsules que
nous figurons plus loin;

2° Si le continent est partout trop étroit pour permetire 'éta-
blissement d’un garage.

LE TAQUIN A PENINSULE.

Lorsque les cdtes de I’Océan ou des mers intérieures présentent
I'un des accidents indiqués dans la fig. 55, on dit que le taquin

Fig. 55.

Isthme orthogonal. Isthme diagonal.

Taquins a péninsule.

renferme une péninsule; alors le taquin se divise en deux autres
séparés par une seule case, qui forme ce que I'on peut appeler
isthme orthogonal ou isthme diagonal.
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Alors, dans le cas général, il y a impossibilité de forme; en effet,
il est facile de voir qu’il est impossible de faire entrer dans 'isthme
aucun autre cube que celui qui lui est contigu, de telle sorte que
’'on ne peut effectuer le passage d’un cube dans I'isthme. Cepen-
dant, pour ce taquin a péninsule, le problémedu taquin peut étre
possible lorsque la solution n’exige pas le passage de l'isthme.
Pour que le probléme soit possible, ilfaut et il suffit que, pour le
continent et pour la péninsule considérés séparément, les posi-
tions initiale et finale appartiennent a la méme classe, et, de plus,
que l'on puisse établir un garage de part et d’autre.

Enfin, sila péninsule a plus d’un isthme, on rentre dans le cas
général du continent avec mer intérieure sans péninsule.

(h0)
RIS

LE TAQUIN COMPLET.

On peut considérer le jeu du taquin d’une autre maniére; on
suppose le taquin complétement couvert, et le joueur a la faculté
d’enlever a son choix un cube quelconque, puis de jouer suivant
la marche ordinaire et de replacer, a la fin de la partie, le cube
enlevé sur la case vide. 11 s’agit de choisir le cube a enlever de telle
sorte que I’on puisse arriver a une position finale convenue.

Pour résoudre ce nouveau probléme, on trace dans la position
finale convenue un chemin, de maniére a obtenir la suite natu-
relle des nombres; on trace le méme chemin dans la position ini-
tiale, et I'on détermine le nombre des inversions de la permutation
correspondante. Si la permutation est de premiére classe, il faut
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enlever un cube d’écart pair, et, sila permutation est deseconde
classe, il faut enlever un cube d’écart impair.

Il y a ainsi lieu de se demander si le probléme est toujours pos-
sible; en d’autres termes, existe-t-il des positions initiales pour les-
quelles tous les cubes aient des écarts de méme parité? Nous allons
faire voir qu'il peut y avoir toujours possibilité ou toujours impos-
sibilité pour tout cube choisi dans la permutation initiale. En effet,
la position finale, disposée suivant 'ordre naturel, ne contient que
des écarts nuls; donc, si 'on exécute un nombre quelconque N
d’échanges entre des cubes de méme parité, tous les écarts reste-
ront pairs, et il n’y aura aucun écart impair; par conséquent, si
N est impair, la permutation considérée aprés les N échanges
est de seconde classe; par suite, quel que soit le cube enlevé, la
permutation reste de seconde classe et ne peut étre ramenée 2 la
position finale; il y a donc impossibilité pour un cube quel-
conque.

Dans le cas contraire, si N est pair, la permutation considérée
aprés les N échanges est de premiére classe, comme la position
finale; il y a donc possibilité pour un cube quelconque.

Lorsque le nombre total des cubes est pair, il existe une seconde
série de positions initiales pour lesquelles il y a encore possibilité
ou impossibilité compléte. En effet, reprenons la permutation
naturelle des 7 premiers nombres, échangeons chaque cube de
numéro impair, avec le cube de numéro pair qui le suit; tous
les écarts deviendront impairs; faisons ensuite un nombre quel-
conque d’échanges entre les cubes de méme parité, nous obtien-
drons alternativement des permutations de premiére et de seconde
classe; les premiéres donnent I'impossibilité compléte, et les der-
niéres donnent la possibilité compléte.
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Lorsque le nombre total des cubes est impair, il existe toujours
nécessairement un cube d’écart pair; alors les positions de la
deuxiéme série comportent une seule exception, pour ce cube.

ReMarQue. — Les ingénieuses théories du Taquin continental
et du Taquin complet sont dues, pour la plus grande partie, a
M. Hermary,
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NOTES.

NOTE L
Sur le jeu des traversées.

Nousavonsdonné (p.15),I'énoncéd’un probleme général sur les traversées.
Voici la solution trés simple qui nous a été adressée par M. Delannoy, ancien
éleve de I'Ecole Polytechnique.

1l y a deux cas & examiner, suivant que le bateau peut contenir quatre
personnes, ou moins de quatre, Dans le premier cas, on fait passer deux
ménages A la fois, et 'un d’eux revient chercher un autre couple. En répétant
cette manceuvre, les n couples passeront la riviére en n voyages.

Dans le cas ol le bateau ne peut contenir deux couples, le nombre x des
personnes que le bateau peut au plus contenir est 2 ou 3. Alors, on est
obligé de commencer par faire passer un certain nombre de femmes, ou bien
un seul couple, afin de satisfaire 4 la condition de ne pas laisser une femme
sans son mari en présence d’autres hommes. On démontre, comme a la
page 10, que l'on ne peut faire passer 6 ménages avec un bateau contenant
moins de quatre personnes. 11 reste donc a donner le tableau de la traversée

des cing ménages avec un bateau contenant trois personnes.
On a au départ:

Premicére rive. Deuxieme rive,
E D C B A
e d ¢ b0 a

I. — Trois femmes passent d’abord :
E D CBA off o %o Mo Jc
e d . . . . . C b oa
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II. -~ Une femme (ou deux) revient et emmene la quatritme :
EDCB A o o o ay o
e . . . . . d ¢ b a

III. — Une femme revient, et trois maris rejoignent leurs femmes :
B D) o % l ... CB A
Gy @"o %% .o . . ¢ b a

IV, — Un couple revient, et trois maris passent :
o %" o o ’ E D C B A
e dc . . R A

Vet VI. — Une femmerevient chercher successivement les trois dernitres
femmes :

. . . ¢« .

E D CB A
e d ¢ b a

En résumé, en désignant par n le nombre des ménages, par x le nombre
des personnes que le bateau peut au plus contenir, et par N le nombre des
voyages, on a le tableau suivant:

n=2 55 =D N=3

n=23 x =2 N=6

n=4 x=3 N=25

n=>5 HF=Y N=6

n>>5 x=4 N=n
NOTE I1.

Sur le jeu des ponts et des iles,

Nous avons vu (p. 35) que le jeu des ponts se raméne 3 la description
par un ou plusieurs traits continus, sans répétition, de toutes les figures
formées de lignes droites ou courbes, dans le plan ou dans Despace. Cette
¢tude se résume dans les deux théorémes suivants :

TutorEME L. — Dans tout réseau géométrique formé de lignes droites

ou courbes, le nombre des points impairs est toujours Z€ro ou un nombre
pair.

Ce théoréme se trouve complétement démontré dans le mémoire d’Euler
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(p- 31); on peut encore donnera la démonstration la forme suivante : Dési-
gnons par A, B, G, D, ..., les diverses stations du réseau, les divers points
d’embranchement, les tétes de ligne; soient P et Q deux stations voisines,
Clest-a-diretelles que I'on puisse allerde P en Q par un ou plusieurs chemins,
sans rencontrer d’autres stations du réseau. Si I'on supprime l'un de ces
chemins PQ, le nombre des chemins qui aboutissent en P et en Q
diminue d'une unité et change de parité. Par conséquent, si P et Q sont
des points impairs, ils deviennent pairs par cette suppression; si P et Q sont
pairs, ils deviennent impairs; enfin si P et Q sont de parité différente, ils
demeurent de parité différente. Donc la parité du nombre des points im-
pairs ne change pas par cette suppression. Par suite, en supprimant successi-
vement tous les chemins qui unissent deux stations voisines, jusqu’a ce qu’il
n’en reste aucun, le nombre des points impairs est nul; ce nombre était

donc zéro ou un nombre pair, avant la suppression.
C.Q.F.D,

REMARQUE. — Ce théoréme s’applique aux canevas géodésiques. Dans une
chaine de triangles, il y a toujours un nombre pair de sommets ol abou-
tissent, en nombre impair, des angles réduits a I'horizon, tandis que le
nombre des sommets oli aboutissent des triangles en nombre pair peut
étre pair ou impair.

Tuforkme 1I. — Tout réseau géométrique qui contient 2n points impairs
peut étre décrit par un nombre minimum de n traits sans répétition. Tout
réseau géométrique, qui ne contient que des points pairs, peut étre décrit par
un seul trait sans répétition.

On suppose que le réseau est continu, c'est-a-dire que I'on peut aller d’un
point quelconque du réseau a un autre par un chemin continu. Dailleurs,
dans le cas de plusieurs réseaux séparés, il suffit d’appliquer a chacun d’eux
les théorémes précédents. Cela posé, si I'on part d’'un point impair A et
si 'on chemine au hasard, sans repasser sur la méme voie, on sera forcé
de s'arréter a un certain moment; en observant que dans cette marche on
ne change point la parité des stations que I'on traverse, on en conclura
que le point d’arrét est un point impair B. En supprimant le parcours AB,
on obtient ainsi une figure qui ne posséde plus que (2# — 2) points impairs.

Aprés n parcours analogues, il ne restera donc qu’un réseau dont les sta-
tions sont d’ordre pair.

Maintenant, si I'on part d'un point quelconque M du réseau restreint, et
si ’on chemine au hasard, on ne se trouvera arrété qu’en revenant au point
de départ M, aprés avoir décrit une courbe fermée. Aprés avoir décrit un
certain nombre de boucles semblables, on aura parcouru tout le réseau.
Mais, puisque le réscau est continu, ces boucles peuvent venir se souder
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soit les unes sur les autres, puis sur les n chemins qui ont été décrits primi-
tivement, Par suite, le réseau peut étre décrit en n traits continus au plus,
C.Q.F.D.
ReMARQUE. — Une figure dont tous les points sont pairs peut étre consi-
dérée, de plusieurs facons, comme une seule courbe fermée. Cette observation
trouve son emploi dans la théorie des courbes unicursales.

g

NOTE IIL
Sur le jeu des labyrinthes.

Le probleme des labyrinthes est un cas particulier du probléme des ponts
et des iles; en effet, puisque 'on doit parcourir deux fois chaque chemin, cela
revient a la description d’un réseau qui ne contient que des points d’ordre
pair. Mais, dans ce cas particulier, on peut décrire le réseau sans en con-
naitre la forme, tandis qu’il n’en est plus de méme dans le cas général.

La théorie des ramifications se raméne encore au probléeme d'Euler.
Dailleurs il résulte immédiatement du second théoréme de la note précé-
dente, que le nombre N, base de la ramification, est égal a la moitié du
nombre des points impairs, c’est-a-dire du nombre ! des extrémités libres
augmenté du nombre des nceuds d’ordre impair. Désignons par i le nombre
des nceuds d’ordre impair, par jle nombre des nocuds d’ordre pair, on a, en
se reportant aux formules de la page 53,

N= l—":—z- et p= 7 +_]

En combinant les diverses expressions du nombre N, on obtiendra quel-

ques autres formules.

RemarQuE. — Dans le premier volume de la Théorie des Nombres, nous
avons consacré un chapitre spécial a la Géométrie d situation. Ce chapitre
renferme de nombreux et nouveaux développements sur le jeu des ponts et
des ilcs et sur le jeu des labyrinthes au paragraphe intitulé : Les Réseaux.

On v trouve d’'autres développements sur I'emploi des échiquiers arith-
métiqzjes, sur les polygones et sur les polyédres, sur les regions et sur
des théoremes de Guthrie et d’Hamilton, de MM. Tait et G. Tarry.

BBy
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NOTE IV,
Le probléme des neuf reines et des dix reines.

Depuis I'apparition de notre premier volume, un géométre distingué,
M. le docteur P. H. Schoute, professeur & 1'Université de Groningue, a publié,
dans Eigen Haard, journal illustré de la Hollande, une suite d’articles ayant
pour titre : Wiskundige Verpoogingen. On y trouve plusieurs développe-
ments des problérues que nous avons traités. M. Schoute a donné le tableau
des solutions simples du probléme des neuf reines sur 'échiquier de 81 cases;
mais ce tableau contient deux erreurs rectifiées par M. Delannoy, qui est
fort habile dans ce genre de recherches. Le probléme des neuf reines a 46 so-
lutions simples, dont 4 semi-réguliéres, ce qui fait un total de 352 positions.

Si l'on supprime l'unité des quatorze premicres solutions, et si I'on
diminue d’'une unité tous les autres chifflres, on obtient une solution du
probleme des huit reines. Inversement, toute solution du probléme des
neuf reines, dans laquelle I'une des diagonales ne contient pas de reine,
donne naissance a deux solutions du probléme des dix reines, en ajoutant
une reine a4 l'un des coins extérieurs de cette diagonale. La solution
358297146, qui n’a pas de reine sur I'une ou l'autre des diagonales, donne
quatre solutions simples du probléme des dix reines; on en trouve ainsi 32
M. Delannoy a dressé le tableau des solutions du probléme des dix reines;
ily a g2 solutions simples dont 3 semi-réguliéres; donc, en tout, 724 po-
sitions. Dans ce tableau, la dixi¢me ligne est désignée par o.

1° Tableau des solutions simples du probléme des neuf reines.

1368240975 248396157 ] 279631485
137285946 249731685 | 281479635
138692574 1249753168*% 285396417
146392857 | 257936418 (286931475
1468253971 257094%136]358296174
147382596 | 258136y74 (358297146
147025863 258196374 |359247186
148397526 | 258693147 |362951847*
157938246 258693174 (368159247
1579428631 259418639 |368519724
159642837 1261379485 |369741825
108374295 ]1261753948*% 372859164
174835926 | 261958473 | 386192574
174839625 1263184975|427918536
241796358 [ 269358417

247139685 | 275194683

E. Lucas, — Récréations mathém.
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20 Tableau des solutions simples du probléme des dix reines.

1368059247
1369704258
1369704285
1397042586
1469308257
1470295386
1470392586
1470602538
1470825369
1470835926
1470852936
1495803627
1497203685
1497036258
14¢7935286
1570429368
15803724609
1580742963
1506924738
1647039258
1647082539
1649730258
1640793528

1683792504
1680493572
1693842057
1693074258
1695084273
1603794258
1796308524
1849730625
1869304752
2468013579
2483960175
2480596137
2497501683
2407963185
2571069384
2581703649
25847031609
2586307149
2580369147
2591047386
2594086317
2637019584
2637085149

2630859417
2683195047
2683740195
2691853074
2697013584
2603794158
2793804615
2706195384
2839750164
2859160374
2803964175
2804159637
2918530746
2938046157
2930741586
2950146837
2961307485
2963041857
2968013574
2973085146
2970415863
3528074196
3570461928

3591607248
3592074186
3594108627
3620195847
3640195827
3681470295
3680195247
3680415297
369gr470258*
3691470825
3691057248
3728610594
3827105964
3862051497
3869105724
3801625794
3960271485
4259108637
4280136975
4695013827
4835019627
4852017936
4859102637*

Depuis quelques années, de nouveaux et nombreux résultats ont été ob-
tenus sur le probléme des tours (p. 66), sur le probleme des fous (p. 69), et
sur celui des reines. Cependant, on n’a pu trouver jusqu’a présent des for-
mules générales pour les problemes des fous et des reines, tandis que l'on
peut obtenir completement la solution de diverses questions sur le probléme
des tours, en s'imposant certaines conditions, Dans notre Mémoire Sur
l§4rﬁhméﬁquqﬁguraﬁve(Congrésdel{ouen,1883),nousavonsdonnécfune
maniére générale les nombres des solutions du probleme des tours ou des
permutations figurées dans les cas suivants :

1° Solutions symélriques par rapport au centre de T'échiquier;

28 » » » & une diagonale;

32 » » » aux deux diagonales;

4° Solutions qui coincident avec elles-mémes en faisant tourner l'échiquier

d'un quart de tour;
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5 Solutions n'ayant aucune tour sur une diagonale;

6° Solutions symétriques par rapport a une diagonale et w’ayant aucune
tour sur cette diagonale;

7° Solutions symétriques par rapport au centre et wayant aucune tour
sur l'une des diagonales;

8°, 9° Solutions symétriques par rapport aux deux diagonales et ne con-
tenant aucune tour sur une ou sur deux diagonales.

En particulier, le cinquiéme cas, traité par Euler, donne la solution du
fameux et difficile probléme des rencontres, qui revient a déterminer le
nombre des permutations de n éléments dans lesquelles chacun des éléments
ne peut occuper la place qu'il occupe dans l'ordre naturel. On doit surtout
remarquer dans notre travail la trés élégante méthode indiquée par M. Neu-
berg, professeur a I'Université de Liege. Celle-ci s’applique a4 un grand
nombre d'autres problémes et, en particulier, &4 I'étude des arrangements
discordants d’un arrangement donné, c'est-a-dire des arrangements tels que
chacun des éléments occupe une place différente de celle qu'il occupe dans
un arrangement désigné a 'avance. [l y a lieu de chercher encore le nombre
des arrangements discordants de deux arrangements donnés et, en parti~
culier, le nombre des permutations figurées n’ayant aucune tour sur une
diagonale, ni sur une ligne parallele obtenue en élevant toutes les cases de
cette diagonale d’'un méme nombre de rangées. Plus particulierement, le
probléme de déterminer toutes les solutions du probléme des tours, n’ayant
aucune tour sur une diagonale et sur la parallele contigué, revient au Pro-
bléme des n ménages que P'on énonce ainsi : Des femmes en nombre n sont
assises dans un ordre déterminé autour d'une table ronde; de combien de
maniéres leurs maris peuvent~ils se placer, de telle sorte que chaque homme
soit placé entre deux femmes, mais sans se trouver immédialement a la droite
ou ala gauche de la sienne? — On observera que si 'on n'impose qu'une seule
condition, & savoir que le mari ne peut se trouver a la ¢roite (ou a la gauche)
de sa femme, afin d'éviter le mariage de la main droite ou de la main gauche,
le probléme des ménages revient a celui des rencontres. 1l fallait donc
résoudre le probleme des rencontres avant celui des ménages.

Nous avons encore démontré que, sur P’échiquier de n* cases, on peut
placer un nombre maximum de fous égal a 2n—2, de 2” maniéres diffé-
rentes, en supposant que deux fous quelconques ne soient pas en prise,
Dans ce cas, les fous doivent toujours étre placés sur les bords de I'échi-
quier.

Enfin, nous avons fait voir que, dans le probleme des tours, le nombre
des tours placées sur les cases de méme couleur que celle des cases de la
diagonale principale est toujours un nombre pair.

Dans le méme volume du Compte rendu de 'Association francaise, au
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Congrés de Rouen, nous devons encore signaler les intéressants Mémoires
de MM. Mantel et Parmentier. Dans son travail sur les Combinaisons d’élé-
ments dispersés dans un plan, M. Mantel, professeur a Delft, a déterminé
le nombre X, des maniéres distincies de placer deux reines, non en prise,
sur un échiquier de n* cases, et a donné la formule

X,:%n(n-—x)(n—z)(?!n—l)

Il a montré que le nombre des maniéres de placer p reines non en prise,
sur I'échiquier de n® cases, en supposant p < n, peut étre représenté par un
polynéme en n de degré 2p.

Dans son Mémoire sur le probleme des n reines, M. le général Parmentier
a donné le tablcau complet des solutions pour n = 7,8,9. En outre, il a
donné les nombres des solutions du probléme des reines énoncé 4 la page 81,
pour g reines. En placant les nombres des solutions dans les cases qui cor-
respondent a la position initiale d’une premiére reine, on forme ainsi pour
les échiquiers de 8 et g* cases, les figures suivantes :

Fig. 22 bis. Fig. 22 ter.
40
8 36 20
4 12 28 38 38
16 | 14 8 32 | 44 | 48 | 44
4 8 16 18 28 30 47 44 54

Au lieu de se donner une seule position initiale, on peut prendre les po-
sitions initiales de deux reines. En particulier, il existe des groupes de posi-
tions de deux reines pour lesquels le probléme des huit reines est impossible.
En complétant la notation de I'échiquier, d’aprés la fig. 22 (p. 81), et en
ne considérant que les positions de deux reines non en prise, on trouve que
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le probleéme des huit reines est impossible lorsque l'on se donne comme
cases initiales

11 avec 23, 24, 28, 36, 37, 45, 47, 56, 68, 78;
12 avec 55, 57, 63, 66, 74, 75, 86, 87;

13 avec 36, 52, 76;

14 avec 53;

23 avec 36, 66;

24 avec 47, 63, 66, 75;

34 avec 46, 75,

ou des positions symétriques par rapport a une diagonale; d’autre part, avec
la case 11, on peut choisir de 35 maniéres différentes une autre case, de telle

Fig. 22 quater,

5 1 4 3 6 2
6 2 3 4 5 1
3 5 6 1 2 4
2 4 1 6 3 5

sorte que le probléme des huit reines soit possible, en ajoutant six reines
aux deux premiéres.

On peut encore se proposer cet autre probleéme de superposer, sans con-
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usion, plusieurs solutions du probléme des reines. Ainsi, pour I'"échiquier
de 8 cases, on peut superposer jusqu'a six positions du probléme des huit
reines; en particulier, nous avons trouvé la solution suivante, dans laquelle
les mémes chiffres correspondent 4 une méme solution du probléme des
reines. On résout ainsi la question suivante : Etant donnés 6 groupes de
8 jetons et de couleurs différentes, placer les 48 jetons sur les cases d’un
échiquier ordinaire, de telle sorte que deux jétons de méme couleur ne puis-
sent se trouver sur une méme ligne horizontale, verticale ou diagonale.
On peut encore superposer, mais d’'une fagon moins symétrique, les six
solutions qui correspondent aux numéros de la page 79, & savoir :

8, 15, 43, 50, 78, 85,
ou encore
2, 13, 31, 62, 80, 9I1.

Dans le Bulletin de la Société mathématique de France (tome XI),
M. Perott a ajouté une contribution importante au probléme des tours et a
celui des fous. En particulier, il a trouvé que sur les 32 cases blanches (ou
noires) de I'échiquier ordinaire, on peut placer » fous, non en prise, pour
r=1,z2, 34,5, 6, 7, de f» manitres différentes. Les nombres r et f, sont
donnés dans le tableau (p. 229).

T 2, 3 4 5 6 75
Sfr: 32, 356, 1704, 3532, 2816, 632, 16;

d’ailleurs f,, = o pour r > 7. En outre, si # désigne I'un des quatorze pre-
miers entiers, le nombre F, de maniéres de placer n fous, non en prise,
sur I'échiquier ordinaire de 64 cases, est donné par la formule

Fn:fn+fifn——1 +f2fn-—2 ... +fn~—lf1 +fn-

Ainsi pour n =8, on peut placer huit fous, non en prise, sur I'échiquier
ordinaire, de 22 522 g6o maniéres différentes.

M. le docteur Pein, professeur a la Realschule de Bochum, a repris d’'une
maniére compléte 'historique et Pexpesé des diverses méthodes du probléme
des reines (*). '

Dans cet ouvrage de 62 pages in-4°, on trouve sept planches gravées don-
nant les figures de toutes les positions du probléme des n reines pour
n=4,5 6,7, 8,0, 10. Lauteur nous apprend que c’est 4 Gauss que l'on
doit la méthode que nous avions attribuée a M. Laquiére. Dans une lettre a
Schumacher, datée de 1850, Gauss a encore indiqué le moyen de faciliter

(') AugusT PEIN. — Aufstellung von n Koniginnen auf einen Schachbrette von n* Fel-
derny von n = 4 bis n = 10. — Leipzig, Teubner; 1889.
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le triage des positions des reines par I’emploi de cartons mobiles découpés
en étoiles et servant & masquer les cases commandées par la position d’une
reine.

Au mois d’octobre 1889, M. Claude Botton nous adressait de Montvazon,
prés Valognes, les résultats de ses recherches sur le nombre des solutions
du probléme des onge rcines et des observations intéressantes sur la filia-
tion ou la généalogie des solutions quand on passe d’un échiquier de n* cases
a Péchiquier de (n + 1) cases. En méme temps, M. Henri Tarry, ancien éleve
de I'Ecole Polytechnique, inspecteur des finances & Alger, nous envoyait
le tableau des solutions simples du probléme des onze reines. Les résultats
trouvés par nos deux collaborateurs sont identiques. Il existe 341 solutions
simples du probléme des onze reines, parmi lesquelles 12 sont semi-régu-
lieres, ce qui fait un total de 2680 solutions.

M. Tarry a présenté au congrés de Limoges (1890) les tableaux de ses
calculs; en outre, il a dress¢ le tableau des solutions qui commencent par 1
dans le probleme des douge reines; il en a trouvé 248 qui correspondent a
124 solutions simples. De plus, il a donné des formules qui permettent
de calculer le nombre de positions que peuvent occuper les deux, trois,
quatre, cinq premiéres reines, sur échiquier de n* cases. Ainsi, sur Péchi=-
quier de deux cases de largeur et de n cases de hauteur, en supposantn3 4,
le nombre des positions de deux reines non en prise est égal &

(n—r1)(n—2);

sur P’échiquier de trois cases de largeur et de n cases de hauteur, en

supposant n5 6, le nombre des positions de trois reines non en prise est
égala
(n—3)(n*—6n—+ 12);

sur Péchiquier de quatre cases de largeur et de n cases de hauteur, en
supposant n< 8, le nombre des positions de quatre reines non en prise est
égal a

nt— 18n* 4 13917 — 5341 + 840.

Pour compléter ces renseignements, nous ajouterons que nous avons
publié sur le sujet qui nous occupe, au point de vue de ’exécution pratique,
sans voir I"échiquier, deux articles dans les numéros 697 et 701 du journal
la Nature de M. Gaston Tissandier. Mais, malgré tant d’efforts, 1a solution
générale du probléme des n reines est loin d’étre connue; cependant, dans
une Note qui termine l'opuscule de M. le général Frolow (*), naus avons

(*) FroLow. Les carrés magiques, nouvelle étude, avec des Notes par MM, DELANNOY
et Ep. Lucas. Paris, Gauthier-Villars; 1886.
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démontré que le nombre des solutions ordonnées du probleme des n reines,

par progression arithmétique (voir p. 83-86), est égal & la fonction numé-
rique

—L  (a—3)(b—3)(c—3)...,

abc

dans laquelle a, b, ¢, ..., désignent les différents facteurs premiers qui
divisent n.

ez2®

NOTE V.

Sur le Solitaire a 41 cases.

Nous avons donné aux pages 117, 118, 131 et 132 quelques dévelop
pements sur le solitaire 4 quarante et une cases. Mais, depuis, on est par-
venu a la solution compléte des possibilités et des impossibilités des réus-
sites, en prenant une case initiale quelconque (fig. 31, p. 117). Au mois
d’avril 1883, M. Mantel, professeur & Delft, nous a adressé la réussite suivante,
en prenant 13 pour case initiale et 42 pour case finale.

15 34 o4 54 24“ 35* 46* 74, 66 45 75 63 43 62 54

- a7

137 12" 227 33’ 26 37, %8’ 54’ 63 65  55° 65’ 63 64 72

84 55* 65 73 23 a3 51 31 63 43

41 34 22 43 40
64’ 757 63’ 53’ 33’ 63° 53° 337 43’ 23’ 31 32

2

337 437 327 42° 41 42
Au mois de février 1887, M. Chicandard, ‘pharmacien a Paris, nous a

adressé deux autres réussites, en prenant 37 pour case initiale et 37 ou 64

pour case finale; elles contiennent sept coups triples et débutent ainsi :

37,45, 20 33 15 04t A3r 36 31 .5: 22
57" 47 36' 36’ 35’ 24’ 33’ 34" 33’ 32’ 2’
SR RS L e e e )

527 427 527 53" 427 837 45 48’ 84 T

Elles se terminent par 'une ou l'autre des opérations

5, 48 57, 57,48, 00
26’ 47’ 37’ 557 65’ 64
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Les huit derniers coups de la réussite de M. Hermary, que nous avons
décrite 4 la page 118, peuvent étre remplacés par les six derniers de la
réussite de M. Chicandard. En rapprochantces divers résultats, on voit que
Pon obtient particuliérement les solutions théoriques possibles en prenant
pour case initiale ou finale 43, 24 et toutes celles qui correspondent par
rotation ou par symétrie. Il nous reste 2 démontrer que lesautres solutions,
théoriquement possibles, ne peuvent étre réalisées surle solitaire restreint.
Supposons que les cases du solitaire soient garnies alternativement des
couleurs blanche et noire, et que la case 44 soit noire. Dans chaque coup
simple du solitaire, un pion quelconque ne peut prendre qu’un ou plusieurs
pions] situés sur une ou plusieurs cases de couleur opposée a celle de
la case quil occupe, pour venir se placer sur une case de méme cou-
leur que la sienne. Mais le solitaire de quarante et une cases renferme
seize cases blanches, et seize cases noires sur le pourtour; si 'on prend
une case blanche pour case initiale de la réussite, il reste quinze boules
sur cases blanches et seize surles cases noires du pourtour; d’autre part, les
boules situées sur les cases du pourtour ne peuvent étre prises avantd'avoir
été déplacées, cest-a-dire avant d'avoir pris un nombre de boules, au
moins égal, situdes sur des cases blanches. Par conséquent, quelle que
soit la manceuvre, il restera au moins deux boules sur les cases noires du
pourtour.

Ce criterium d’impossibilité peut s’appliquer a des solitaires de forme
quelconque et peut s'‘énoncer ainsi : Lorsqu’un solitaire contient des cases
de méme couleur garnies de boules qui ne peuvent étre prises qu'aprés avoir
été déplacées et que le nombre de ces cases n'est pas plus petit que celui des
cases de couleur opposée, la réussite est impossible en prenant pour initiale
une case de cette couleur opposée.

Ainsi, pour le solitaire de 41 cases, la réussite est impossible lorsque
I’'on prend pour case initiale une case de couleur opposée & celle de 44. De
méme, la réussite est encore impossible, lorsque 'vn prend pour initiale
Pune des cases 04, 40, 48, 84, attendu, qu’aprés le premier coup, on est
ramené au cas précédent. Il en est de méme lorsque l'on prend pour ini-
tiale I'une des cases 22, 26, 62, 66.

La démonstration précédente, due 2 M. Mantel, compl&te ainsi la solution
du probléme des réussites sur ’échiquier de quarante et une cases.

Il reste & élucider la question du solitaire de trente-neuf cases dont nous
avons parlé dans la remarque de la page 139.

Nous donnerons une autre méthode pour obtenir les Réussites du solitaire
4 41 cases; cette jolie solution nous a été adressée par M. Paul Redon, au
mois de juin 1888. Les réussites possibles sont comprises dans le tableau
suivant.
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Tableau des vingt-huit réussites du Solitaire a 41 cases.

Nes CIL. CF. OBSERVATIONS.

1 13 15 Symétrique inclinée du n°g. . . . . .
2 » 42 Symétrique inclinde du ne 8. . . . . .
3 15 13 Symétrique inclinée du n° 18 . . . . .
4 » 46 Symétrique inclinde du n° 19 . . . . .
5 24 3 Réussite C.

6 » 37 Symétrique horizontale dune5 . . . .
7 » 64 Réussite D.

8 31 24 Symétrique verticale du n° 19. . . . .
9 » 51 Symétrique verticale du n° 18. . . . .
10 37 24 Symétrique centrale dun®19. . . . .
Ir » 57 Symétrique centrale dun° 18, . . . .
12 42 13 Symétrique inclinée dun° 5. . . . ..
13 » 46 Symétrique inclinée dun° 7.. . . . .
14 » 73 Symétrique inclinée dun° 6. . . . . .
15 46 15 Symétrique inclinée dun° 23. .. . .
16 » 42 Symétrique inclinée du n° 22. . . . .
17 » 75 Symétrique inclinée dun° 24. . . . .
18 51 31 Réussite A.

19 » 64 Réussite B.

20 57 37 Symétrique horizontale du n° 18. . . .
21 » 64 Symétrique horizontale du n° 1g. . . .
22 64 24 Symétrique verticale dun° 7. . . . . .
23 » 51 Symétrique verticale du n° 5. . . . . .
24 » 57 Symétrique centrale dun° 5. . . . ..
25 73 42 Symétrique inclinée dun°ro. . . . .
26 » 75 Symétrique inclinde dun°1r. . ...
27 75 46 Symétrique inclinée dyn°2r. ., ..
28 » 73 Symétrique inclinée du n°20. . . . .

Il nous reste a exposer la succession des coups pour les Réussites A, B,
C, D, portant les numéros 18, 10, 5, 7.

Réussite A. — De 51 & 31. — On joue d’abord les treize coups suivants,
dontdeux triples :
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324_3_22?4.1304*15*3237E3§3_43_6
51’ 41 3,° 33 2% 35 33 357 367 46° 36 56
On ajoute ensuite les trois coups
§§ 45 40*
16 33’ w2’

Enfin, on joue les treize coups suivants, symétriques des treize coups
du début. On les obtient en écrivant les treize fractions dans Pordre inverse,
et en retranchant de 8 les premiers chiffres des deux termes de chaque

fraction.

_E_a—6 54 66 36 57 52 75" 84 73 54 62 43 51
36 56° 46 56° 55 54’ 55 64’ 53’ 527 42’ 41 31

Réussite B. — De 51 a 64. — Remplacer les trois derniers coups de la
réussite précédente par

ot

-
C\I.\t_

>

o
oW
v
Sy

-F-IN

Réussite C. — De 24 4 31. — Remplacer, dans la réussite A, les trois pre-

miers coups par
24’ 23’ 33

Réussite D. — De 24 4 64. — Remplacer, dans la réussite B, les trois pre-
miers coups par les trois premiers de la réussite C.

e

NOTE VI
Sur les nombres parfaits.

Nous avons vu (p. 158) que les nombres parfaits proviennent des nom-

bres premiers de la forme N = 2" —1.
Dans la Préface générale des Cogilata physico-mathematica, Mersenne
affirme que les nombres premiers N correspondent aux valeurs

n=r1, 2, 3, 5 7,13, 17, 19, 31, 67, 127, 257.
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et qu'il n'en existe pas d'autres pour u plus petit que 257. 1l résulte de ce
curieux passage, remis en lumiére par M. Genocchi, que Mersenne était
en possession d’une méthode importante dans la théorie des nombres; mais
cette méthode ne nous est point parvenue. En cherchant a vérifier I'asser-
tion précédente, nous avons d’abord rencontré le théoréme suivant :

Si n=49+3 est un nombre premier, en méme temps que 2n-+-1, le
nombre N = 2" — 1 est divisible par 2n -+ 1. Par suite, en consultant la
table des nombres premiers, on en conclut que, pour les valeurs de n suc-
cessivement égales a

11, 23, 83, 131, 179, 191, 2309, 251,

le nombre N n’est pas premier. Pour d’autres valeurs du nombre premier
n, Fermat a trouvé que 2¥ — 1 est divisible par 223; Plana a trouvé que
24— 1 est divisible par 13 367; M. Landry a trouvé que les nombres 24— 1,
297 — 1, 258 —1, 29— r, sont respectivement divisibles par 431, 2351, 6361
et 179951; enfin M. Le Lasseur a montré que, pour les exposants n

75, 79, 97, 113, 151, 211, 223, 233,
les nombres 2”7 — 1 sont respectivement divisibles par
439, 2687, 11447, 3391, 18121, 15193, 18287, 1399.

De plus, M. Scelhoff, de Bréme, a démontré que 2% — 1 est premier, ce
qui donne le neuviéme nombre parfait.

Il reste donc & déterminer la nature des nombres N pour les vingt-trois
exposants

67, 71, 89, 101, 103, 107, 109, 127, 137, 139, 149, 157,
163, 167, 173, 181, 193, 197, 199, 227, 220, 241, 257.

Pour vérifier la derniére assertion de Mersenne, sur le nombre supposé
premier 2% — 1, et qui a 78 chiffres, il faudrait, en se servant des anciennes
méthodes, que I'humanité, formée de mille millions d'individus, calculat
simultanément et sans interruption, pendant un temps au moins égal a
un nombre de siécles représenté par un nombre de vingt chiffres. Nous
avons indiqué dans notre Théorie des fonctions numériques simplement pé-
riodiques (Journal de Sylvester,t. I, p. 304; Baltimore, 1878), une nou-
velle méthode qui permettait & une seule personne de résoudre la question
en moins de trois mois, avec '"Arithmométre de Thomas.

SIER
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INDEX BIBLIOGRAPHIQUE,

Finito libro, sit laus et gloria Christo!

Detur pro peena scriptori pulcra puella.

Penna, precor, cessa, quoniam manus est mihi fessa,
Explicit hic totum, pro peena da mihi potum,

Es joyeux vers qui précédent sont placés a la fin de plusieurs ma-

nuscrits conservés 4 Dresde et a Padoue et qui ont pour titre : Sola-

tium ludi Scacchorum, scilicet regiminis ac morum hominum, et
officium Virorum Nobilium, quorum formas si quis menti impresserii,
bellum ipsum, et Ludi wirtutem corde faciliter poterit obtinere. Clest
P’ceuvre d’un moine picard, de I'ordre des Fréres Précheurs, Jacosus pE
CessoLrs, né & Césoles, au xmue® siécle. La Bibliothéque Nationale de Paris
posséde plusieurs manuscrits de cet auteur, sur le jeu des échecs, sous le
titre : Moralitates super ludo Scacchorum, n** 3234, 4319, 6287, 6492,
6493, 6705 a 6709, 6782, 6783 du fonds latin. ‘

Nous donnons ci-aprés, suivant ordre chronologique, l'indication des
principaux livres, mémoires, extraits de correspondance, qui ont été pu=
bliés sur I’Arithmétique de position et sur la Géométrie de situation. Nous
avons surtout choisi les documents qui se rapportent aux sujets que nous
avons traités ou que nous traiterons ultérieurement.

% ie
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CHUQUET. — Jeux et Esbatemens qui par la science des nombres se font.
— Fes 206-210 d'un manuscrit de la Bibliothéque Nationale (1346 du F?s
Francais) intitulé : Triparty en la science des nombres. On y trouve la
notation des exposants et la régle des signes (1484).

Lucas pE Burco. — Euclidis opera a Campano interprete fidissime trans-
lata Lucas Paciolus, theologus insignis, altissima mathematicarum disci-
plinarum scientia rarissimus, judicio castigatissimo detersit. Venetiis, 1509.

Damiano. — Livro da imparare giuocare a Scacchi, etc. Rome, 1512, —
On attribue & cet auteur portugais le coup du gambit, qui consiste a sacri-
fier, au troisigme coup de la partie d'échecs, le cavalier du roi.

ALperT DURrER donne dans la Melencholia, gravée en 1514, la figure d’un
carré magique de seize cases.

S'ENSUIT JEUX, partis des Eschez, composey nouvellement pour récréer
tous nobles cueurs et pour éviter oysiveté a ceulx qui ont voulonté, désir et
affection de le scavoir et apprendre, et est appelé ce Livre, le jeu des Princes
et Damoiselles. Paris, vers 1530. — On y trouve la course du cavalier surla
moitié (32 cases) de I'échiquier ordinaire.

AGRIPPA VON NETTEsHEM. — De occulta philosophia libri tres. Colonie,
1533,

De BouveLLEs. — Livre singulier et utile, touchant I'art et practique de
Géométrie, nouvellement en francoys, par maitre Charles de Bouvelles,
chanoyne de Noyon. Paris, 1542. — Caroli Bovilli Samarobrini Geometri-
cum opus duobus libris comprehensum. Lutetiee, 1557.

Propositiones arithmetice ad acuendos juvenes. — Cet ouvrage, imprimé
sous le nom de Bipg, en 1543, inséré dans les (Euvres d’AvLcuin, par I'abbé
de Saint-Emeran, en 1777, doit étre considéré, d'apres Montucla (Histoire
des Mathématiques, t. 1, p. 496), comme le germe des Récréations mathé-
matiques.

STIEFEL, — Arithmetica integra. Norimberg®, 1544.

Riesk. — Rechenung nach der lenge, auff der Linichen und Feder. Leipzig,
1550. ,

CARDAN. — De subtilitate libri XXI. Norimberge, 1550. — Cet ouvrage
a été traduit en francais par Richard Leblanc, sous le titre : Les Livres
d'Hieronymus Cardanus, de la Subtilité et subtiles Inventions, ensemble les
causes occultes et les raisons d'icelles. Paris, 1556.

TarTAGLIA. — Quesiti et inventioni diverse. Venetia, 1554.

Rythomachie, sive Arithmomachia ludi mathematici ingeniosissimi des-

criptiones duc. Erphordia, 1577.
GiaNuT10 DELLA ManTia. — Libro nel quale si tratta della maniera di
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giuocar a scacchi, con alcuni sottilissimi partiti. Turin, 1597. — On y trouve
une course du cavalier sur le demi-échiquier de 32 cases; en prenant la
symétrique, et en réunissant les deux courses, on obtient un circuit donné
par EuLER, deux sitcles plus tard.

MonaNTEUIL. — Ludus astromathematicus. Paris, 1597.

Dieco PaLomino a publié un ouvrage sur les carrés magiques. Madrid,

1599.

N L

XVII® SIECLE.

Bacuer DE MEéziriac. — Problesmes plaisans et délectables qui se font
par les nombres. Paris, 1612. Deuxieéme édition, en 1624. Troisitme et
quatriéme, par Labosne, en 1874 et en 1879, 4 Paris.

D. H. P. E. M. (D. Henrion, professeur &s mathématiques). — Deux
cens questions ingénieuses et récréatives, extraictes et tirées des ceuvres
mathématiques de Valentin Menher, Allemand, avec quelques annotations
de Michel Coignet sur aucune d'icelles questions. Paris, 1620.

Van ErTEN. — Récréation mathématique. Paris, 1626.

ScHWENTER. — Deliciee physico-mathematice. Norimberge, 1626. — Cet
ouvrage a été augmenté de deux volumes en 1651, par HARSDORFFER.

Récréations mathématiques composées de plusieurs probléemes d’Arithmé-
tique, Géométrie, etc. Rouen, 1628.

REMMELIN. — Adyta numeri reclusa. Kempten, 16209,

MERSENNE. — Questions inouyes, ou récréation des scavants. Paris, 1633,

WINANT vaN WESTEN., — Récréations mathématiques contenant plusieurs
problémes, etc. Nimégue, 1636.

BeTTINUus. — Apiaria universe philosophice mathematicee. Bononiz, 1645.
— Un troisitme volume en 1656.

Caspar ENS. — Thaumaturgus mathematicus. Coloniee, 1636 et 1651.
Forsetyung der mathematischen und philosophischen Erquickstunden.
Nirnberg, 1651. — Le méme, avec figures, 1653.

Lrake. — Mathematical recreations. London, 1653.

La maison académique contenant un recueil général de tous les jeux
divertissans pour se réjouyr agréablement dans les bounes compagnies.
Paris, 1654. — Dans son Dictionnaire des ouvrages anonymes, Barbier
attribue ce livre au sieur de la Mariniére. B

BerTINUS. — Recreationum mathematicarum apiaria novissima duo  cim,
accessit Coronidis loco appendix. Bononie, 1658
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Aureoli Philippi Theophrasti Paracelsi ab Hohenheim opera. Geneve,
1658.

ScuotT. — Cursus mathematicus. Herbipoli, 1661. — Ce volume con~
tient, sous le titre : Arithmetica divinatoria, des problémes plaisants et dé-
lectables.

FiorsTENBACH. — Mannhafter Kunstpiegel. Augsburg, 1663.

ScaorT. — Technica curiosa, seu mirabilia artis. Norimberge, 1664.

KircHER. — Arithmologia sive de abditis Numerorum mysteriis. Rome,
1665.

OuGHTRED. — Mathematical recreations lately compiled by H. Van Etten,
invented and written by W. Oughtred. London, 1667.

La maison des jeux académiques contenant un recueil général de tous
les jeux divertissans pour se réjouir et passer le temps agréablement.
Paris, 1668.

Récréations mathématiques, composées de plusieurs problémes plaisans et
facétieux, etc. Lyon, 1669 et 1680.

BLiERSTROP. — Arithm. geom. quadrat. cubic und costische Erquick-
stunden. Gluckstadt, 1670.

LEYBOURN. — Arithmetical Recreations. London, 1676.

K~oRR vON RoseNroTH. — Kabbala denudata. Sulzbaci, 1677.

FerMaT. — Varia opera mathematica, Tolosz, 1679.

E. W. — Ludus mathematicus. London, 1682.

Kocnanski. — Considerationes quaedam circa Quadrata et Cubos magi-
cos, nec non aligunot Problemata omnibus Arithmophilis ad investigandum
proposita (Acta Eruditorum, p. 391), 1686.

La Louskre. — Du Royaume de Siam. Amsterdam, 16g1. — On y trouve
des renseignements sur les carrés magiques des Indiens.

Danxt. — Arithm. geom. algebr. und historische Ergdtzlichkeiten. Co-
penhague, 1691.

FrENICLE DE Bessy. — Des Quarrés ou Tables magiques. Table générale
des quarrés magiques de quatre (Mém. de I'Acad. Roy. des Sc., depuis
1666 jusqua 1699, t. V, p. 209 et 303). Paris, 1729.

Ozanam. — Récréations matnématiques. Paris, 1694. — Cet ouvrage a eu
beaucoup d’éditions avec additions successives.

Divertissemens innocens contenant les régles du jéu des échecs, du bil-
lard, etc. La Haye, 1696.

&3
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PoreNarD. — Traité des Quarrés sublimes. Bruxelles, 1704.

R. P. SépasTiEN TRUCHET. — Mémoire sur les combinaisons (Mém. de
I’Acad. Roy. des Sc. pour I'année 1704, p. 363). Paris, 1706.

De La Hire. — Nouvelles constructions et considérations sur les quarrés
magiques, avec leurs démonstrations. — Construction des quarrés magiques
dont la racine est un nombre pair (Mém. de I’Acad. Roy. des Sc. pour
I'année 1705, p. 167). Paris, 1706.

De MoNTMORT. — Essai d'analyse sur les jeux de hasard. Paris, 1708 et
1714,

Sauveur. — Construction générale des quarrés magiques (Mém. de
I'Acad. des Sc. pour I'année 1710, p. 92). Paris.

LesNiz. — Annotatio de quibusiam ludis imprimis de ludo gquodam
Sinico, differentiaque scacchici et Latrunculorum (Misc. Soc. reg., t. 1.)
Berlin, 1710. Voir aussi Leibnizii Epistol. a Kortholto editis, t. II, p. 278,
et Fellerii monum. inedit., p. 642.

PrscHECK. — Alte und neue arithmetische und geometrische Erquick-
stunden und Ergdétglichkeiten. Budithin, 1716.

Lertic. — Ludus mathemaricus, sive crux geometrica. Jene, 1716.

HaLkeN. — Deliciee mathematicee. Hamburg, 1719.

Otia mathematica. Salisbury, 1719.

Maier. — De arithmetica figurata ejusque usibus aliquot (Comm. Acad.
Petropol., t. II1). Saint-Pétersbourg, 1735.

Stamma. — Essai sur le jeu des échecs. Paris. 1737.

Ronvrs. — Kiinstliches Zahlenspiel oder grindliche Anweisung, wie die
sogenannten magischen Quadrate zu verfertigen. Buxtehude, 1742.

Rost. — Mathematischen Lost und Nutygarten. Narnberg, 1745.

RESSING. — Arithmetischer und algebraischer Zeitbertreib. Hamburg,
1747,

Les Amusements mathématiques. Paris et Lille, 1749.

D’ons EN Bray. — Méthode facile pour faire tels quarrés magiques que
Pon voudra (Mém. de I'A cad. Roy. des Sc. de Paris pour 'année 1750).

ArNAUD. — Nouveaux éléments de géométrie. Paris, 1758,

EULER. — Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis (Mém. de
I'dcad. des Sc.). Berlin, 1759.

EuLer. — Solution d'une question curieuse qui ne parait soumise & au-
cune analyse (Hist. de ’Acad. des Sc. de Berlin, t. XV, p. 310).

EuLER. — Problema algebraicum o0b affectiones prorsus singulares memo-
rabile (Nov. Comm. Acad. Petrop., t. XV, p. 75).

E. Lucas. — Récréations mathém. 16
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EuLEr. — Recherches sur une nouvelle espéce de quarrés magiques (Mém.
de la Soc. des Sc. de Flessingue, t. IX, p. 85).

BONAVENTURE. — Amusements philosophiques. Amsterdam, 1763,

RALLIER DEs OURMES. — Mémoire sur les quarrés magiques (Mém, de
PAcad. Roy. des Sc. de Paris pour l'année 1763).

BenjaMIN FrankuiN. — Experiments and observations on Electricity...
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