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1 Algorithme de segmentation par mean shift

Nous dé
rivons i
i le prin
ipe de fon
tionnement général de la pro
édure du

mean shift. Etant donné n points (xi) dans un espa
e de dimension d, Rd
. On

souhaite pouvoir regrouper 
es points en di�érents �
lusters�. Intuitivement

on aimerait regrouper les points qui sont pro
hes les uns des autres dans un

même 
luster. Plus formellement si on disposait de la fon
tion de densité de

probabilité, qui dé
rit en quelque sorte à un endroit donné de l'espa
e si il y

a une forte densité de points dans 
e voisinage ou non, on pourrait repérer

les modes de 
elle-
i, 
'est-à-dire les maximum lo
aux qui feraient d'autant

de 
lusters.

La fon
tion de densité de probabilité (p.d.f) f en un point x de l'espa
e

R
d
est dé�nie par :

fh,K(x) =
ck,d

nhd

n∑

i=1

k

(∥
∥
∥
∥

x− xi

h

∥
∥
∥
∥

2
)


'est-à-dire qui est 
al
ulée en examinant les voisins du point x, où k est

un noyau statistique, qui va a

order plus ou moins d'importan
e à 
es voisins

suivant leur distan
e au point x : ‖x−xi‖, il faut don
 au départ se �xer une

métrique dans l'espa
e. La présen
e du paramètre h provient du fait qu'on

examine les voisins dans une boule de rayon h autour de x. Par exemple

le noyau gaussien dé�ni par k(u) = 1√
2π
e−u2

indiquera une densité faible

dès lors que les voisins xi sont légèrement éloignés de x, tandis qu'un noyau

d'Epane
hnikov k(u) = 3
4
(1− u2)χ[−1,1](u) sera moins stri
t et indiquera une

densité plus élevée.
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Figure 1: Nuage de points présentant des zones de densité di�érentes

Une fois que l'on s'est �xé une distan
e et un noyau on est don
 en mesure

de dé�nir notre p.d.f. Déterminer ses maximum lo
aux revient à lo
aliser les

x tels que ∇fh,K(x) = 0. La puissan
e de la pro
édure du mean shift repose

sur le fait qu'on est 
apable de lo
aliser 
es zéros sans avoir à estimer la

p.d.f. En e�et si on 
al
ule formellement la gradient de fh,K on aboutit à

l'expression suivante :

∇fh,K(x) = fh,G(x)
2ck,d
h2cg,d

mh,G(x)

où G est le noyau dérivé de K (g(x) = −k′(x)) etmh,G(x) est un dépla
ement

moyen du ve
teur x (d'où le nom du mean shift) dé�ni par :

mh,G(x) =

∑n

i=1 xig
(∥
∥x−xi

h

∥
∥2
)

∑n

i=1 g
(∥
∥x−xi

h

∥
∥
2
)

︸ ︷︷ ︸

φ(x)

−x

Le �moyen� est à prendre au sens d'une moyenne pondérée des voisins de

x pris dans une boule B(x, h). Comme fh,G ne s'annule pas (
'est une densité

de probabilité), alors déterminer les zéros du gradient revient à déterminer

les zéros de mh,G, soit de déterminer un point �xe de φ. Dé�nissons la suite
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de points (yj) suivants :






y1 = x

yj+1 =

∑n
i=1

xig

(

∥

∥

∥

yj−xi

h

∥

∥

∥

2
)

∑n
i=1

g
(

‖x−xi
h ‖

2
)

où à 
haque itération les (xi) sont les voisins du point yj dans une boule

B(yj , h). Alors il est démontré que 
ette suite (yj) 
onverge lim
j→+∞

yj = yc,

et don
 que : mh,G(yj) = yj+1 − yj → 0. Par 
onséquent 
ette limite yc
est le point �xe de φ, 
'est-à-dire qu'à partir d'un 
ertain rang la moyenne

pondérée φ(yi0) ave
 les voisins ne bouge plus φ(yi0) ≃ yi0. Finalement 
ette

pro
édure de mean shift est équivalente à une des
ente de gradient, et nous

permet pour 
haque point x de l'espa
e de déterminer vers quel mode il se

dépla
e, et on l'ajoute au 
luster 
orrespondant à 
e mode. En pratique

on ne peut pas 
al
uler un nombre in�ni d'itérées don
 on s'arrête quand

‖mh,G(yjf )‖ 6 ǫ, ǫ étant la 
ondition d'arrêt. Le s
héma 
i-dessous dé
rit le


al
ul d'une itérée : on part de yj−1 en (a), on détermine ses voisins en (b)

et on e�e
tue la moyenne pondérée de 
eux-
i, on obtient un nouveau point

yj en (
). En répétant 
ette étape tant que le 
ritère d'arrêt n'est pas véri�é,

on se dépla
e 
omme en (e) pour vers un point yjf ≡ xc en (f).

Figure 2: Illustration de la pro
édure du mean shift

La segmentation mean shift s'e�e
tue don
 en 2 étapes :
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1) Pour 
haque point x de l'espa
e, 
al
uler vers quel point xc il 
onverge.

On obtient un nouvel ensemble de points (xc) �image�.

2) La deuxième étape 
onsiste à identi�er 
es groupes de points très

pro
hes (à distan
e au plus 2ǫ par inégalité triangulaire). C'est sur 
e deux-
ième point que l'arti
le reste 
omplètement silen
ieux et auquel nous avons

proposé une possibilité.

2 Implémentation et optimisation

Nous avons longuement ré�é
his au diagramme de 
lasses de notre pro-

gramme, de façon à être le plus modulaire possible et transparent par rapport

à l'utilisateur. En e�et le programme prin
ipal Vision.
pp demande sim-

plement les paramètres de segmentation et appelle sur l'image 
onsidérée la

méthode de segmentation ave
 
es derniers, qui renvoie l'image segmentée

Image imgsegMS = img.MeanShift(K,b,tol).

Les paramètres en question utilisés dans la méthode de segmentation

MeanShift sont :

double tol;

double b;

double hs;

double hr;

bool pos;

Les trois derniers paramètres sont intégrés dans l'objet K instan
e de la


lasse Noyau et 
onstruit par Noyau(pos,
olor,hs,hr,d,uniforme) où d est

elle-même une instan
e de la 
lasse Distan
e 
onstruit via Distan
e(eu
lidienne)

; et uniforme est une fon
tion k dé�nissant le type de noyau statistique util-

isé. Autrement dit la 
lasse Noyau regroupe le noyau statistique k et la

métrique d(x, y) utilisée (la norme induite est ‖x‖d = d(x, 0)), qui sont les

deux éléments requis pour 
al
uler :

K(x) =
C

h2
sh

3
r

k

(∥
∥
∥
∥

xs

hs

∥
∥
∥
∥
d

)

k

(∥
∥
∥
∥

xr

hr

∥
∥
∥
∥
d

)

qui dans notre implémentation s'obtient simplement en sur
hargeant l'opérateur

des parenthèses double Noyau::operator()(ve
tor<double> & x)
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Rappelons que la première étape de la segmentation 
onsiste pour 
haque

point de l'espa
e X = (x, y, r, g, b) sto
ké dans un \ve
tor<double> à 
al-


uler vers quel point il 
onverge Xc par la pro
édure du mean shift. C'est le

r�le de la fon
tion

void move(ve
tor<double> & x, ve
tor<double> & x
,

Noyau * K, double tol, double b)

qui prend en entrée le ve
teur X et qui sto
ke le résultat dans Xc. Les

itérées su

essives sont 
al
ulées dans la fon
tion move via la fon
tion

void moveOneStep(ve
tor<double> & x, ve
tor<double> & y,

Noyau * K, double b)

L'avantage de pouvoir é
rire les ve
teurs en pla
e est qu'on ne 
réé pas de

nouveaux ve
teurs ni 
opies, seulement 2 ve
tor sont né
essaires pour 
al
uler

les itérées en swit
hant le r�le entrée/sortie à 
haque tour (voir la présen
e

d'un 
ompteur modulo 2 dans le 
ode). De 
ette façon nous avons pu diviser

par 3 le temps d'exé
ution de notre première version.

Rappelons qu'à 
haque itération yj (don
 
haque dépla
ement du point)

on a besoin de déterminer les voisins de yj dans la boule B(yj, h), 
'est

pourquoi dans la fon
tion moveOneStep nous faisons appel à la méthode

getVoisinsLo
al(ve
tor<double> & x, Noyau * K,double b)

A l'origine nous avions 
odé la re
her
he de voisins dans 
ette boule de

manière naïve, 
'est-à-dire en par
ourant les n points de l'espa
e et en testant

si ils sont dans 
ette boule, 
e qui est beau
oup trop gourmand dès lors que

l'image n'est plus une miniature. A titre informatif sur une image 256×256 le

al
ul de la première étape prenait plus d'une heure. Nous avons du 
oder un

algorithme plus ingénieux, nommé �kNN sear
h�, dé
rit dans l'arti
le �Fast

exa
t k nearest neighbors sear
h using an orthogonal sear
h tree�. Nous ex-

posons le fon
tionnement de notre implémentation en annexe.

La deuxième étape 
onsiste ensuite à regrouper les points images (par

la fon
tion move) en 
lusters. Pour se faire nous avons attribué à 
haque

point de l'espa
e x un entier représentant le 
luster (ou la 
lasse) auquel il

appartient. Nous avons nommé 
ette stru
ture Pixel.

En fait notre programme e�e
tue les étapes 1 et 2 simultanément. On

prend un point de l'espa
e x, on 
al
ule son point image xc. On détermine
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les voisins de xc, si au moins un d'entre eux est étiquetté d'un numéro de


lasse on 
hoisit l'étiquette minimale parmi toutes 
elles des voisins et on

met à jour leur étiquette par 
ette dernière, ainsi que 
elle de x. C'est 
e

qu'on appelle le �speed-up�.

Figure 3: Illustration du speed up

Dans le 
as où la boule B(xc, b) est à 
heval sur deux bassins relatifs à

2 modes A et C, la première version étiquettera tous les voisins de xc ave


l'étiquette du premier voisin trouvé (i
i arbitrairement V1) 
e qui aura pour

e�et de fusionner 
ertains modes 
omme nous le verrons dans les résultats

obtenus.

Figure 4: Illustration du 
as pathologique où le voisinage de xc est à 
heval

sur deux modes

Nous avons produis une deuxième version, qui 
ontrairement à la pré
é-

dente, dans le 
as où xc a plusieurs voisins, x reçoit la plus petite étiquette

mais les voisins ne sont pas mis à jour. Bien sûr 
ette version sera plus longue

à l'exé
ution (
ar il y a moins d'étiquettage à 
haque tour), mais donnera
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des résultats plus satisfaisants.

En�n une troisième version implémentée en dernière minute qui 
onsiste

à prendre en 
ompte la distan
e de xc au �mode� (assimilé au premier point

formant un 
luster). Sur la �gure 4 on 
al
ule la distan
e d1 = ‖xc − A‖ et

d2 = ‖xc − C‖, on 
ompare 
es distan
es à un seuil (typiquement i
i on a

pris 8 ∗ d) et si elles sont en dessous de 
e seuil on 
onserve la plus petite

distan
e, par exemple d1 et on pla
e x (ainsi que les voisins non marqués de

xc) dans le 
luster de même étiquette que v1. De 
ette façon on n'a plus du

tout de phénomène de �bavure�, les 
lusters sont bien délimités, mais 
ela a

tendan
e à sur-segmenter.

remarque : signalons que pour repérer les fon
tions 
hronophages dans

notre programme (dans l'optique de les optimiser) nous avons utilisé un outil

de pro�ling intéressant, à savoir gprof, qui permet de 
onnaître le nombre

d'appels et le temps passé dans 
ha
une des fon
tions et primitives. Nous

avons pu ainsi réduire un nombre important d'allo
ations ou re
opies super-

�ues.

Figure 5: Capture d'é
ran d'une partie du pro�ling
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3 Résultats obtenus

On 
onsidère l'image en 
ouleur grenouille.ppm de taille 256×256 que l'on
souhaite segmenter. On se pla
e dans l'espa
e R

5
regroupant la position et

la 
ouleur d'un pixel.

Figure 6: Image originale à segmenter

On prend les paramètres suivants, une distan
e eu
lidienne et le noyau

d'Epane
hnikov. Le temps d'exé
ution est sur notre ma
hine personnelle de

l'ordre de 30s (dont 7s sont vouées à la 
onstru
tion de l'arbre).

double tol = 0.1;

double b = 20;

double hs = b;

double hr = b;

On obtient l'image en niveau de gris suivante, où 
haque pixel possède un

niveau de gris égal au numéro de sa 
lasse. Notre algorithme de segmentation

renvoie un résultat 
ohérent.
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Figure 7: Segmentation en 
lasses

Pour une meilleure visualisation nous avons dé
idé d'a�e
ter à un pixel

la 
ouleur 
orrespondant à la moyenne des 
ouleurs de tous les pixels de la

même 
lasse. Nous avons, 
omme dans l'algorithme du Kmean, 
al
ulé le

bary
entre à la volée pour limiter le nombre de 
al
uls. Voi
i le résultat

obtenu pour nos deux versions de l'étape de regroupement en 
lusters :

Figure 8: Clustering version 1
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Figure 9: Clustering version 2

Bien que le résultat soit satisfaisant dès la première version, on 
onstate

des problèmes, notamment dans le fond, qui sont en partie résolus ave
 la

version 2. En e�et 
on
ernant l'assignation des étiquettes, dans la version 1,

nous propageons l'étiquette minimale sur tous les voisins du point image, et

nous avons probablement ren
ontré un 
as pathologique 
omme illustré sur

la �gure 4.

La version 3 fon
tionne en
ore davantage et résout 
omplètement les prob-

lèmes 
ités pré
édemment :
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Figure 10: Clustering version 3

On voit sur l'image en niveau de gris représentant les 
lasses, que la prise

en 
ompte des positions in�ue beau
oup (trop), la segmentation quand nous

limitons à l'espa
e RGB est préférable (voir �gure 12 
i-dessous).

On peut ensuite jouer sur les paramètres, par exemple si on augmente la

taille de la boule en prenant b = 20 on obtient une image sous-segmentée,


ar deux modes pro
hes vont de nouveau être �fusionnés� puisque la rayon

de la boule 
onsidérée 
hevau
he les deux modes.

Figure 11: Segmentation ave
 un voisinage trop grand
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Figure 12: Segmentation dans l'espa
e RGB

L'avantage du mean shift par rapport au Kmean est qu'il ne requiert le

nombre de 
lusters (
e qui est assez 
ontraignant 
ar on ne sait pas a priori

en 
ombien de parties est 
omposée une image), il en déte
te un nombre

donné en fon
tion de l'image et de la taille des boules 
onsidérées (qui est

une 
ontrainte également). C'est pourquoi le mean shift a tendan
e à sur-

segmenter les images.
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4 Annexe : kNN-sear
h

Avant propos : Après avoir 
onsulté di�érents arti
les sur le problème

de la re
her
he des plus pro
hes voisins, nous avons trouvé deux grandes

familes d'algorithmes : 
eux qui s'appuient sur la 
onstru
tion d'un arbre

de re
her
he n-aire, et 
eux qui tentent de réduire le nombre de 
al
uls à

e�e
tuer en séle
tionnant les points à l'aide de méthodes statistiques. Nous

avons opté pour la première solution pour sa simpli
ité théorique et son 
�té

intuitif. Dans 
ette 
lasse, 
haque algorithme di�ère soit par la méthode de


onstru
tion de l'arbre soit par la méthode de re
her
he à l'intérieur de 
elui-


i. Suite à la le
ture d'un arti
le présentant les avantages et les in
onvénients

de 
haque type de méthode, nous avons 
hoisi la méthode de 
onstru
tion

par proje
tion orthogonale, qui est une simpli�
ation de la méthode de 
on-

stru
tion par proje
tion par axe de 
omposante prin
ipale. Nous avons fait


e 
hoix 
ar 
ette méthode est relativement indépendante du jeu de données


onsidéré et que le 
ompromis entre temps de re
her
he et temps de 
al
ul

de l'arbre nous paraissait intéressant, sa
hant que généralement plus l'arbre

est long à 
al
uler plus les re
her
hes sont ensuite e�
a
es.

Expli
ation de la 
onstru
tion. Pour simpli�er on 
onsidèrera la

méthode de 
onstru
tion d'un arbre binaire. Étant donnée un ensemble de

points d'un espa
e de dimension d, on 
onsidère que tous ses points sont

sto
kés dans un noeud de l'arbre. On 
hoisit alors un ve
teur sur lequel on

les projette. Ensuite on sépare 
es points en deux groupes selon la valeur de

leur proje
tion, on assigne la moitié inférieure à un node enfant, et l'autre

moitié à un deuxième node. On sto
ke pour 
haque node ses extremums et

on répète le pro
essus itérativement sur 
haque node en 
hoisissant un nou-

veau ve
teur de proje
tion, jusqu'à 
e que l'arbre soit profond de d niveau,

ou que le noeud ne 
ontienne plus assez de points pour être séparé.
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Figure 13: Dé
oupage de l'espa
e et 
onstru
tion du kd-arbre

Optimisations de la 
onstru
tion. Elles se situent au niveau du 
hoix

de la séparation. On peut voir le résultat de la proje
tion sur un ve
teur d'un

ensemble de points 
omme un histogramme. Ainsi, séparer intelligemment

les points selon les modes de l'histogramme passerait par la déte
tion de


es modes, autrement dit par l'appli
ation d'un mean shift, et le serpent se

mords la queue si pour 
onstruire un arbre de re
her
he pour optimiser le

mean shift on utilise le mean shift...

L'autre façon d'optimiser porte sur le 
hoix du ve
teur de proje
tion. Une

te
hnique 
onsiste à projetter les points sur les ve
teurs 
omposants les axes

des 
omposantes prin
ipales permettant une meilleure répartition des points

lors des proje
tions, alors que pour la 
onstru
tion à l'aide de proje
tions or-
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thogonales, on 
hoisit une base orthogonale et on e�etue la proje
tion selon


haque axe dans un ordre donné. Pour une image 
omportant 2 dimensions

spatiales et 3 dimensions de 
ouleurs, il nous a semblé judi
ieux d'utiliser la

base 
anonique de 
et espa
e, 
ar les deux axes prin
ipaux liés aux dimen-

sions spatiales sont deux ve
teurs de la base 
anonique et de plus 
ette base

ne demande au
un 
al
ul de proje
tion 
e qui simpli�e bien les 
hoses.

Une fois le 
al
ul des ve
teurs proje
teurs et de leur proje
tion éliminé,

la partie 
oûteuse restante de la 
onstru
tion de l'arbre se situe au niveau de

la séparation des ve
teurs projetés en fon
tion de leurs valeurs de proje
tion.

A�n de réduire 
e 
oût, on pro�te du fait que les points dans le domaine

spatial de l'image sont une grille de pixels don
 déjà rangés, et que dans

l'espa
e de 
ouleur il y a peu de valeurs possibles par rapport au nombre de

points. On peut don
 pro
éder à un tri par 
omptage qui se fait en O(2n)

omparé à unO(n lnn) pour la 
omplexité optimale d'un tri par 
omparaison.

Re
her
he à l'intérieur de l'arbre. L'intérêt d'un arbre de re
her
he

est que l'on peut fa
ilement élaguer l'arbre en fon
tion de 
ertains 
ritères

a�n de ne pas visiter tout l'ensemble de points. L'idée pour la 
ondition

d'élagage est la suivante, étant donné un point X = (x, y) du plan R
2
, on

souhaite ré
upérer tous les points qui sont à une distan
e inférieure à 1 de 
e

point. On ne va 
ertainement pas balayer tout l'espa
e a�n de les trouver.

On peut se limiter à l'ensemble [x − 1, x + 1] × [y − 1, y + 1]. Et on peut

fa
ilement démontrer que tout point en dehors de 
et ensemble est à une

distan
e plus grande que 1 par rapport à X .

Autrement dit, tout node dont la distan
e entre le point 
onsidéré et le

plus pro
he de ses extremums est plus grande que la valeur re
her
hée n'a pas

besoin d'être visité. En pratique on ne 
onsidère qu'une distan
e partielle,

(i.e. n'utilisant pas toutes les 
oordonnées du point) pour pratiquer l'élagage


ela permet de gagner en
ore quelques 
y
les de 
al
ul. De même on peut

dé
ider ou non de 
al
uler la distan
e entre deux points en jouant sur les

propriétés de la distan
e, en parti
ulier l'inégalité triangulaire voir dé
rite au


hapitre 3 de l'arti
le étudié, 
e qui permet, là en
ore, de gagner du temps

lors de la re
her
he.
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