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Introduction

Les trois classes de troncatures

Toutes les lignes intégrales mesurées = reconstruction exacte
et stable. Si un certains nombre de mesures manquent
(données tronquées) alors :

Différents problemes

@ Probleme d'angle limite

@ Probléme extérieur

@ Probléme intérieur
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Introduction

Probleme d'angle limité

Reconstruction
@ En théorie exacte

@ Non stable

X-ray
source
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Probleme extérieur

Reconstruction
@ En théorie exacte

@ Non stable

X-ray
source
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Probleme intérieur

Reconstruction

@ En théorie impossible, non
unicité
@ Non stable

@ Sauf discontinuités
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Sujet d'étude

Probleme intérieur

Hypotheses

@ Transformée de Radon pour
@ toute ligne traversant la
FOV = {x € R?, |x| < a}
@ FOV inclus strictement dans
I'objet

FOV

@ Support de la fonction
d’'atténuation connu

@ Valeur connue dans une
sous-région A de la FOV
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Sujet d'étude

Probleme intérieur

@ Unicité retrouvée
@ @ Analyse de la stabilité

@ Quantifier I'exactitude de la
reconstruction
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Unicité de la fonction d'atténuation

Unicité de la fonction d’atténuation

Transformée de Hilbert 1D

Transformée de Hilbert 1D
La transformée de Hilbert d'une fonction f € C7(R) est définie

comme : . ;
Hf(y) = —v.p/ () dx
s RX—Y
y—¢€ +oo
Hf(y) = 1 lim {/ dejt/ de]
T e—0 oo XY y+e X—=Yy

Si f(x) = 0 et Hf(x) = 0 pour tout x € (a, b) C R alors f est

identiquement nulle sur R
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Unicité de la fonction d'atténuation

Unicité de la fonction d’atténuation

Passage aux complexes

9(x)=Hf(x)=0

Passage aux complexes
@ Q= C\(—00,a)U(b,+00)

0 g(z) =1 |7, Mo+ [, Loy
o g(x) = Hf(x) =0 sur (a, b)
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Unicité de la fonction d'atténuation

Unicité de la fonction d’atténuation

Prolongement analytique

Prolongement analytique
@ g =0sur (a,b), g et 0 analytiques
@ (a, b) ouvert convexe de Q
@ D'ol g(z) = 0 sur tout Q
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Unicité de la fonction d'atténuation

Unicité de la fonction d’atténuation
Formule de Plemelj-Sokhotski

Formule de Plemelj-Sokhotski

@ Vx € R\[a, b] I|m  g(x+1iy)— |II‘Q glx+iy)= 21If(x)
0

@ Dot f =0 sur (—oo, a) U (b, +00)
@ Conclusion : f = 0 sur tout R
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Unicité de la fonction d’atténuation
Transformée de Hilbert 1D

Corollaire

Si f et Hf sont connues sur (a, b) C R alors f est déterminée
de maniere unique sur R

Preuve : Si f; et f, sont telles que i), 5) = fo)(a,6) = fi(a,b)
alors g = f; — f, = 0 sur (a, b) et par linéarité de la
transformée de Hilbert Hg = Hfi — Hf, = 0 sur (a, b). D'apres
le lemme g =0 sur Rd'ou f; = f.
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Unicité de la fonction d’atténuation

Transformée de Hilbert

Transformée de Hilbert 2D

La transformée de Hilbert d'une fonction i € C3°(R?) dans la
direction du vecteur 1 € R? est définie comme :

H,f(x) = —lv.p/ Mdt

t

-

Lien entre transformée de Radon et Hilbert
1 [oot: { o

27 ag—2Z
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Unicité de la fonction d’atténuation

Réduction du probleme en 1D

(b)
.. FOV

'y
-1 aUc € 1

L= {xo+tn}, f(t) := pu(xo + tn) restriction de pa L. On ala
relation Hf (to) = H,u(xo + ton). Si xo + ton € FOV alors

Hf (ty) peut &tre calculé a partir des données. Donc Hf (t)
connu sur (a, e) et f(t) connu sur (b,c) C (a,e), on en
conclue que f uniquement déterminée sur R.
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Reconstruction : etude de la stabilité

Formule de reconstruction

Inversion de la transformée de Hilbert tronquée
1 Hf
V1—x2f(x)=C+ —v.p/ 1&\/1 — y2dy
s L X—Yy

hm(x)=C+ 2 [ er \/ y2dy, C = lfR
hﬂx)z%%[ a Hf(y 1=y dy—i—fl Hf (y /7dy}

V1 — x2f(x) = hy(x) + 7(x) ha(x)
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Reconstruction : etude de la stabilité

Erreurs de mesures dues au bruit

Bruit affecte les données mesurées

def ag+1/2
° Gp(x) = %faoo——i—n//z [%leu(s,a)}sthe(a) da # Hpyp(x)

° gm(t) # Hf(t)
@ Erreurs de mesures reportées dans hy
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Reconstruction : etude de la stabilité

Hypothese : erreur sur h; bornée

Hypothese sur |'erreur de hy

Vx € (a,e), | h(x) — h(x)| < €eE(x), E(x) <1,Vx € (b,c)

hl,err(X)

-

Borner |'erreur sur f,

0 forr(x) = fi(x) — f(x)
0 V1 — x2fer(x) = h1err(X) + T(x) P2 err(X)

@ Borner |f..,(x)| revient a borner |hy e (x)|

A\
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Reconstruction : etude de la stabilité

Borne d’erreur de hy sur (b, c)

Borne d'erreur de hy sur (b, c)
o forr(x) = f.(x) — f(x) = 0 sur (b, c)
o v I = Xzf:err(x) — hl err( ) aF T( )h2,err(X) =0=
@ Vx € (b, ), |y err(x)] = | "2

< el
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Reconstruction : etude de la stabilité

Borne d’erreur de hy sur (a, b)

Résultat sur en passant aux complexes
® My er(z) sur C\((—1,a) U (e, 1))
@ Q : disque de diameétre (a, c) 6té de D = (b, c) C 90
@ Objectif : Borner |hy ¢ (2)] sur
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Reconstruction : etude de la stabilité

Principe de Nevanlina

@ f(z) analytique sur Q C C, D C 02 telle que

e zeD
‘f(z)‘g{ M zed0\D

@ w harmonique sur € telle que

(z) = 0 zeD
2=V 1 zeoaq\D

)lw(z)  VzeQ
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Reconstruction : etude de la stabilité

Principe de Nevanlina

D fl<e

50 fl<M
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Reconstruction : etude de la stabilité

Borner I'erreur de hy o(z) sur la frontiere de Q

(b)
. Fov

1 HUC % 1

Borne d'erreur de hy ¢ (2) sur D = (b, c)

_ a 1
o 7(z)=r+ [~ 75 dy
o 7(x)=r+In (”i) minimum en x = ¢

@ Vx € (b, C), ’h2,err( )l < |7—(x)| S

€
n—i—ln(ﬁ—i’i)
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Reconstruction : etude de la stabilité

Borner I'erreur de hy o(z) sur la frontiere de Q

(b)
. Fov

Borne d'erreur de hy ¢ (z) sur 0Q2\D

My/2 x € (e
o |her(2)| < V2My pour z € 9Q\D

o LyT—>2|Hf(x)| < {M1/2 x € (= 11)3)
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Reconstruction : etude de la stabilité

Construction d'une fonction harmonique sur la frontiere de Q2

o 1 S0 1

Construction de w sur 0Q2

o wy(re’?) = B/m, w(z) = wy(zs 0 z4 0 z3 0 2 0 z1(2))

g 2(b—x)(c—a)
") w(x) = 2 arctan \/(C_a)z_(2b_a_cc)(a2x—a—c)
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Reconstruction : etude de la stabilité

Borne d'erreur de |ha,er(2)] sur tout Q

Borne d'erreur de |hy ¢, (2)| sur la frontiere 0Q

° )Ee zeD

|hp.ere(2)] < { rtin( £

Mi/2=M zeoQ\D

Borne d'erreur de |hy ¢, (2)| sur tout Q

1—w(x)
|h2,err(z)| < M <%) Vz € Q
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Reconstruction : etude de la stabilité

Borne d'erreur de la reconstruction f,

VI= RG] < )]+ 700 e ()
< E(x) + [r(x)|M (5)

Borne d'erreur de |fo(x)| sur (a, b)

V1= x2|f(x) — f(x)]

<

1-w(x)
eE(x) + vV2M; (k + In (2£2)) (ﬁMl(HLn(g)J
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Reconstruction : etude de la stabilité

Comportement de I'erreur de la reconstruction f,

Comportement de |'erreur |f,,.(x)| sur (a, b)
0 [far(3)] < KXW, 3(x) = 1 - co(x)
@ limo(x)=1et limd(x)=0

x—b xX—a

_ K+ In (2£2) _
o lim K(x) = ————-35 < +oo et lim K(x) = +o0
x—b (/1—}— In (—zi_a) R=8
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Reconstruction : etude de la stabilité

Zones de stabilité

(b)
.. FOV

-1

B
C
&
Ca®
-

Zones de stabilité

@ En 1D : reconstruction stable au voisinage de b et
instable en s'éloignant vers a

@ En 2D : reconstruction stable autour de la région A de
densité connue, et instable en s’éloignant dans la FOV
vers les régions de mesures incompleétes
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Reconstruction : etude de la stabilité

Reconstruction : etude de la stabilité

Zones de stabilité pour 2 régions connues

Zones de stabilité

Reconstruction stable autour des deux régions A de densité
connue ET entre ces deux régions. De méme instable en
s'éloignant dans la FOV vers les régions de mesures
incomplétes
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Simulation numérique

Reconstruction par projection sur des convexes

, |HF(x) = gm(x)| < € Vx € (=1,1)}
. 4 F(x)dx = Rnp(s, T)}
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Simulation numérique

Sans considération de sous régions connues

Recherche de f, dans l'intersection NE;\ E;

Sans tenir des comptes des régions A connues on observe de
nombreux artefact
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Simulation numérique

Avec considération de sous régions connues
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Visualisation d'un profil

without noise

120 181 103 225

with noise

hantom
Suppt
——Supp2
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Simulation numérique

Exemples d'applications

Exemples d'applications

@ Examens du coeur, couplés a d'autres techniques
d'imagerie

@ Répétition de scan, évolution locale
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Questions ?
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