
Certifi
ation en temps quadratique

en algèbre linéaire

Kévin Polisano

14/12/2012

1 Introdu
tion

En 
al
ul numérique ou hybrique symbolique-numérique - 
omme util-

isé sur Maple - il est souvent utile de 
erti�er a posteriori le résultat O (pour

Output) d'un 
al
ul sur des données I (pour Input). La 
erti�
ation (ou

validation) 
onsiste don
 à partir de l'entrée I et d'un 
erti�
at C(I) (
'est-
à-dire d'une stru
ture de données annexe, dépendant de I) de tester si le

résultat O est 
orre
t, et 
e ave
 une 
omplexité meilleure que n'importe

quel autre algorithme qui ferait de même sans l'aide du 
erti�
at.

Dans 
et arti
le, les auteurs présentent des 
erti�
ats pour des 
al
uls

d'algèbre linéaire portant sur une matri
e A dé�nie positive n × n dont

les 
oe�
ients sont des entiers de longueur en bits log‖A‖. La 
erti�
a-

tion du résultat grâ
e à 
es 
erti�
ats (dont on s'e�or
e qu'ils o

upent

O(n3+ǫ(log‖A‖)1+ǫ
bits en mémoire) doit être réalisée en 
omplexité tem-

porelle O(n2+ǫ(log‖A‖)1+ǫ), 
'est-à-dire que l'on souhaite que la validation

soit essentiellement quadratique en n.
On s'autorise des 
erti�
ations probabilistiques, 
'est-à-dire des pro
édés

aléatoires de véri�
ation de type Monte Carlo, qui renvoient �Vrai� si le résul-

tat est 
onsidéré exa
t à l'aide du 
erti�
at, et dont la probabilité d'obtenir

�Vrai� en sortie alors que le résultat et/ou le 
erti�
at était in
orre
t soit

au moins grossièrement inférieure à 1/2. Si on répète l'expérien
e k fois de

manière indépendante on obtient alors une probabilité d'erreur de 1/2k, on
peut alors rendre 
ette probabilité aussi petite que l'on veut.
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2 Exemple typique de 
erti�
ation

Nous allons traiter un exemple simple d'algorithme de 
erti�
ation, du à

Rusins Freivalds, qui va servir de modèle pour les suivants. On souhaite véri-

�er qu'une 
ertaine expression matri
ielle E est nulle. Par exemple, dans le

but de véri�er que le résultat de la dé
omposition LU d'une matri
e A est 
or-

re
te, on voudrait s'assurer qu'on a bien A = LU soit en
ore E = A−LU = 0.

La première idée naïve qui nous vient à l'esprit est alors d'e�e
tuer le

produit matri
iel L×U et de 
omparer terme à terme ave
 les 
oe�
ients de

A. Seulement, d'un point de vue 
omplexité, 
ela n'est pas très judi
ieux. En

e�et, on a vu en 
ours que la dé
omposition LU (tout 
omme la plupart des

problèmes en algèbre linéaire dense) peut s'e�e
tuer en O(nω) ave
 ω > 2.37
en se ramenant à 
e que l'on sait faire de mieux, à savoir le produit matri
iel.

Ainsi, véri�er le résultat en e�e
tuant un produit matri
iel 
oûterait aussi


her que la dé
omposition LU elle-même.

L'idée, elle aussi utilisée mainte fois en 
ours, est d'évaluer l'expression

en des ve
teurs v et de véri�er que Ev = Av−L(Uv) = 0 
e qui ne 
oûte que

3 multipli
ations matri
e/ve
teur et une soustra
tion don
 a une 
omplexité

en O(n2) bien plus satisfaisante. Faire 
ette véri�
ation en 
al
ul numérique

(soit dans Z) a très peu de 
han
e de nous donner un ve
teur Ev nul (du aux

résidus/pré
ision ma
hine), 
'est pourquoi on e�e
tue 
ette 
erti�
ation (et

toutes les suivantes) modulo p (ou plus généralement dans un 
orps �nis),


'est-à-dire en prenant un ve
teur aléatoire v ∈ Z
n
p . I
i le 
erti�
at est don


le 
ouple (p, v) et la 
erti�
ation est bien probabilistique puisque que l'on

tire un ve
teur v aléatoirement.

Le problème qui se pose, et qui se posera également dans toutes les 
erti�-


ations suivantes, est que l'on peut obtenir par 
e pro
édé une expression Ev
nulle alors que le résultat de la dé
omposition LU était in
orre
t, par exemple

si on avait Ev = (p, p, ..., p)t 6= 0 (dans Z) alors, puisque l'on travaille mod-

ulo p, on trouverait bien Ev ≡ 0. Autrement dit l'algorithme de véri�
ation

nous aurait renvoyait �Vrai� bien que le résultat était in
orre
t. Il faut don


s'assurer que la probabilité d'être dans 
ette situation est raisonnable. Dans

la suite on s'imposera une probabilité d'erreur max de 1/2, mais dans le 
as

présent de la 
erti�
ation de Freivalds on peut montrer que 
ette probabilité

est de 1/p. En e�et si l'expression matri
ielle E est non nulle, son noyau est

de dimension au plus n − 1 dans Z
n
p , don
 
ontenant au plus pn−1

ve
teurs

parmi les pn possibles. D'où une probabilité d'erreur de pn−1/pn = 1/p.

2



3 Certi�
ation de singularité et 
onsistan
e

Théorème 1. Soit A ∈ Z
n×n

et b ∈ Z. Les problèmes suivants possèdent un


erti�
at de taille n2+o(1)(log‖[A, b]‖)o(1) et une 
erti�
ation probabilistique

en n2+o(1)(log‖[A, b]‖)o(1) :

1. Non singularité de A

2. Singularité de A

3. Consistan
e du système linéaire Ax = b

4. In
onsistan
e du système linéaire Ax = b

Nous allons pré
iser pour 
ha
un de 
es 4 problèmes de quels 
erti�
ats

il s'agit et quel est l'algorithme de 
erti�
ation asso
ié, en prouvant que leur


omplexité, respe
tivement spatiale et temporelle, est de n2+o(1)(log‖[A, b]‖)o(1).

3.1 Certi�
ation de la non singularité

On rappelle que le 
erti�
at est la stru
ture de données qui va permettre

à l'algorithme de véri�
ation du résultat (la 
erti�
ation) de s'exé
uter en

un temps essentiellement quadratique. I
i le 
erti�
at 
onsidéré est la stru
-

ture de données suivante (p, B) où p est un nombre premier et B est la

supposée inverse de A réduite modulo p : B = A−1 mod p. C'est-à-dire

qu'on a réussi d'une manière ou d'une autre à obtenir une matri
e que l'on

pense être l'inverse de A (par des 
al
uls numériques par exemple) et on veut

s'assurer qu'elle ne résulte pas de 
al
uls inexa
ts, et qu'en réalité A n'est

pas inversible.

Comme pré
édemment nous allons travailler modulo p. Disposant de 
e


erti�
at (p, B), l'algorithme de 
erti�
ation est tout simplement la véri�
a-

tion de l'équivalen
e à zéro de l'expression AB−I modulo p que nous venons
d'expliquer et qui nous le savons maintenant s'e�e
tue en temps quadratique.

La 
omplexité temporelle est don
 bien 
elle annon
ée. Reste à voir quelle

pla
e o

upe le 
erti�
at (p, B) en mémoire. Cela dépend uniquement de la

taille du nombre premier p 
onsidéré puisque les 
oe�
ients de la matri
e B
sont tous inférieurs à p (
ar réduits modulo p). Don
 la taille du 
erti�
at

est |(p, B)| = |p|+ n2|p| où |p| = log2(p) est la taille du nombre premier p en

nombre de bits.

On pourrait alors se dire que le nombre premier de plus petite taille p = 2
ferait l'a�aire et réduirait au max la taille du 
erti�
at. Le problème est que,
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on ne peut pas 
hoisir n'importe quel p. En e�et pour des nombres premiers

p qui divisent det(A) la matri
e A n'est pas inversible modulo p don
 la véri-

�
ation modulo p de AB − I ≡ 0 mod p est obsolète. La 
erti�
ation va

renvoyer faux alors que la matri
e pouvait tout à fait être inversible dans

Z. Il faut don
 éviter de 
hoisir de tels p, pour 
ela on va don
 
her
her à

savoir 
ombien il y a au maximum de diviseurs premiers de det(A), disons
M . Il su�ra alors de prendre p parmi les 2M premiers nombres premiers

pour avoir une probabilité au plus 1/2 de tomber sur un p pathologique.

Sa
hant qu'on ne dispose pas de la valeur de det(A), on ne peut pas


ompter exa
tement le nombre de premiers divisant det(A) ∈ Z mais on va

pouvoir en donner une majoration. Dans un premier temps on va don
 ma-

jorer |det(A)| par une 
onstante Cn, puis on 
her
hera le nombre maximum

de nombre premiers divisant 
ette 
onstante.

Commençons par déterminer le nombre maximum de nombres premiers

divisant un entier q donné. On va montrer qu'il y en au plus ln(q). Soit

p1, ..., pk les diviseurs premiers de q. Comme tous les pi > 2 on a triviale-

ment l'inégalité suivante : 2k 6 p1 · · · pk 6 q don
 k ln 2 6 ln q. On n'a

don
 pas tout à fait 
e que l'on voulait, à savoir k 6 ln(q). Il faut don


a�ner davantage la majoration. Si k ≥ 3 alors ek 6 3k 6 (2 × 5) × 3k−2 6

(p1p3)(p2p4p5p6 · · · ) = p1p2 · · ·pk 6 p et on obtient par passage au log la

borne attendue.

L'inégalité d'Hadamard fournit la réponse au premier point, le déterminant

en valeur absolue est borné par la 
onstante (dépendant de la dimension n)

|det(A)| 6 (n1/2‖A‖)n

On en 
on
lut qu'il existe au plus

M = log((n1/2‖A‖)n) = n(log(n)/2 + log‖A‖)

qui divise le déterminant det(A).

Contrairement à 
e que je suggérais, 
'est-à-dire prendre p dans l'ensemble

des 2M premiers nombres premiers pour assurer une probabilité de 1/2 de


hoisir un mauvais p, ils prennent quant à eux un p de longueur |p| =
log2(M) ∼ log(n) bits de façon à 
e que le 
erti�
at ait bien une taille

|(p, B)| = (n2 + 1)|p| en n2+o(1)(log‖A‖)o(1). C'est-à-dire que p est dans

l'intervalle [2,M ] (à ne pas 
onfondre ave
 l'ensemble des M premiers nom-

bres premiers!) qui 
omporte beau
oup moins de nombres premiers, asymp-
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totiquement M/log(M). Ce
i étant ma suggestion est quasi linéaire en nom-

bres de bits (voir

∗
).

3.2 Certi�
ation de la singularité

Le 
erti�
at est une suite de 2M nombres premiers pi et ve
teurs vi non nuls

véri�ant Avi = 0 mod pi, autrement dit on dispose dans 
haque 
orps Z\piZ
d'un ve
teur du noyau vi ∈ Z

n
pi
.

remarque : en pratique de tels ve
teurs peuvent être obtenus par l'algorithme

de Wiedemann, qui est une généralisation de l'algorithme de Coppersmith.

La 
erti�
ation 
onsiste alors à tirer aléatoirement un 
ouple (pi, vi) et véri�er
que Avi = 0 mod p (
omplexité temporelle en O(n2)). On se pose de nou-

veau la question de savoir 
ombien de pi sont sus
eptibles de poser problème,


'est-à-dire qui renverraient un test vrai alors que l'hypothèse est in
orre
te.

En e�et si A est en réalité inversible, det(A) 6= 0, on a vu qu'il existe au plus

M nombres premiers qui peuvent diviser det(A). Pour de tels p la matri
e

A n'est pas inversible modulo p, la preuve est simple si il existait B telle que

AB = I mod p en passant au déterminant on aurait det(A)det(B) = 1 mod p
soit 0 = 1 mod p 
ar det(A) = 0 mod p (p divise det(A)), absurde. Don


puisque A n'est pas inversible modulo p il existe bien un vi ∈ Z
n
pi
non nul tel

que Avi = 0 mod p (test vrai), tandis que Avi 6= 0 dans Z (
ar A inversible

don
 de noyau réduit au ve
teur nul). Par 
onséquent pour de tels p on peut

très bien se faire berner par la 
erti�
ation. Mais 
omme il y en a au plus M ,

et qu'on tire p parmi 2M nombres premiers on a bien une probabilité max

de 1/2 de se tromper.

Reste à véri�er la 
omplexité spatiale, 
omme |(pi, vi)| = (n+1)|pi| et qu'on
dispose de 2M = 2n(log(n)/2 + log‖A‖) tels 
ouples, ils o

upent en mé-

moire 2n(n + 1)(log(n)/2 + log‖A‖)|pi| bits, don
 on a de nouveau besoin

d'une longueur de pi ∼ log(n)1+o(1)
pour avoir une 
omplexité spatiale en

n2+o(1)(log‖A‖)1+o(1)
. Comme il a été démontré que le k-ième nombre pre-

mier est 6 k(loge(k) + logloge(k) − 1/2) pour k > 20, si on 
hoisit les 2M
premiers à partir de 21, 
eux-
i auront bien une taille en bits essentiellement

linéaire

∗
.

3.3 Certi�
ation de la 
onsistan
e

Le 
erti�
at utilisé est un ve
teur d'entiers x et un entier δ tels que Ax = δb,
ave
 les 
omposantes xi et δ bornés par nn/2‖(A, b)‖n. En
ore une fois on
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dispose d'une solution (x, δ) et on souhaite véri�er son exa
titude, auquel 
as

le système est bien 
onsistant.

Véri�
ation : zéro équivalen
e de Ax − δb modulo un pi aléatoire parmi un

ensemble que nous allons pré
iser. La 
omplexité temporelle est don
 tou-

jours la même.

Comme pré
édemment nous donnons un moyen d'obtenir un tel 
erti�
at, et

nous pré
isons sa 
omplexité spatiale :

• Cas où A est 
arrée et non singulière.

Une solution est alors simplement donnée par la règle de Cramer, les 
om-

posantes de xi sont des mineurs de (A, b) et δ = det(A).

Comme les n+1 valeurs xi et δ sont des mineurs, ils sont e�e
tivement bornés

par la 
onstante d'Hadamard nn/2‖(A, b)‖n et don
 o

upent en mémoire 
ha-


un n(log(n)/2+log‖(A, b)‖) bits, 
omme il y en a n+1 la 
omplexité spatiale

est bien en n2+o(1)(log‖[A, b]‖)1+o(1)
.

• Cas où A est re
tangulaire de rang r.

On se souvient que toute matri
e re
tangulaire n×p de rang r est équivalente
à la matri
e Jr de taille n× p dé�nie par :

Jr =

(

Ir 0
0 0

)

Ainsi il existe des matri
es inversibles P et Q telles que A = PJrQ.

Par ailleurs en permutant lignes et 
olonnes on peut mettre A sous la forme

A =

(

B C
D E

)

où B de taille r × r est inversible (mineur prin
ipal).

En é
rivant les matri
es de passages en blo
s P =

(

P1 P2

P3 P4

)

etQ =

(

Q1 Q2

Q3 Q4

)

on obtient :

(

B C
D E

)

= A = PJrQ =

(

P1 P2

P3 P4

)(

Ir 0
0 0

)(

Q1 Q2

Q3 Q4

)

=

(

P1Q1 P1Q2

P3Q1 P3Q2

)
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En identi�ant il vient :















B = P1Q1

C = P1Q2

D = P3Q1

E = P3Q2

D'où E = P3Q2 = (P3Q1)(Q
−1
1 P−1

1 )(P1Q2) = DB−1C. Ainsi sans perte de

généralité on peut é
rire :

A =

(

B C
D DB−1C

)

, b =

(

b1
b2

)

Supposons qu'il existe une solution x =

(

x1

x2

)

, elle véri�e alors :

Ax = δb ⇔

(

B C
D DB−1C

)(

x1

x2

)

= δ

(

b1
b2

)

⇔

{

Bx1 + Cx2 = δb1
Dx1 +DB−1x2 = δb2

En remplaçant Cx2 dans la deuxième équation on obtient la 
ondition suiv-

ante :

Dx1 +DB−1(δb1 − Bx1) = δb2 ⇔ DB−1b1 = b2

Voyons 
omment obtenir une telle solution x = (x1, x2)
t
. Si x1 est solution

de Bx1 = δb1 (une telle solution existe 
ar B inversible et est donnée par

la règle de Cramer, on se ramène au 
as pré
édent), alors il est 
lair que

x = (x1, 0, ..., 0)
t
est solution de Ax = δb (prendre x2 = 0 dans le système

d'équation 
i-dessus). Et la 
omplexité spatiale ne 
hange alors pas par rap-

port au 
as pré
édent.

Reste en
ore une fois à estimer la probabilité de se tromper. La question à se

poser est don
 toujours la même : 
ombien de nombres premiers pi peuvent

erti�er que Ax = δb alors que (x, δ) n'est pas une solution 
orre
te ?

Soit (x̂, δ̂) la vraie solution, il y a falsi�
ation si x − x̂ ≡ 0 mod pi (n 
om-

posantes) et δ − δ̂ ≡ 0 mod pi. C'est-à-dire pour les pi qui divisent les n+ 1
di�éren
es. Comme les 
omposantes sont é
rites sur M bits (
ar bornées par

nn/2‖(A, b)‖n), les di�érentes sont é
rites sur k = M + 1 bits. Don
 il y a au

plus k = 1 + n(log(n)/2 + log‖(A, b)‖) pi pathologiques.

En 
hoisissant pi parmi 3k+ 3 premiers, on a don
 une 
han
e sur 3 de tirer

un mauvais pi. En�n on e�e
tue deux fois le test de zéro équivalen
e de

Ax− δb modulo le pi tiré, qui a don
 une probabilité au pire 1/2×1/2 = 1/4
d'é
houer. Par la formule des probabilités totales on a don
 une probabilité

d'erreur de 1/3 + 2/3× 1/4 = 1/2, 
e que l'on voulait.
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3.4 Certi�
ation de l'in
onsisten
e

Certi�
at : 2n(log(n)/2+ log‖(A, b)‖) nombres premiers pi et ve
teurs vi tels
que vTi A = 0 mod pi et vTi b 6= 0 mod pi 
ontredisant vTi Ax = vTi b sur les

entiers.

Véri�
ation : tirer aléatoirement (pi, vi) et tester les 2 
onditions.

A�n de 
omprendre le pourquoi du 
omment de 
e 
erti�
at il a été né
es-

saire de 
onsulter l'arti
le de la référen
e [3℄ : Certifying in
onsisten
y of

sparse linear systems. Comme toujours les véri�
ations sont faites dans un


orps, on dispose du lemme suivant :

• In
onsisten
e sur un 
orps K (A ∈ Kn×n
,b ∈ Kn×1

)

Lemme. Il n'existe pas de x ∈ Kn×1
tel que Ax = b si et seulement si il

existe u ∈ K1×n
tel que uA = (0, ..., 0) ∈ K1×n

et ub 6= 0.

Preuve :

⇒ E
rire que Ax = b est équivalent à < Li, x > = bi soit en
ore b est

une 
ombinaison linéaire des lignes de A. Don
 a 
ontrario si le système est

in
onsistant dans 
e 
orps, i.e il n'existe pas de x ∈ Kn×1
tel que Ax = b

alors b n'est pas 
ombinaison linéaire des lignes, don
 la matri
e (A, b) est de
rang : rang(A|b) = rang(A) + 1. Le théorème du rang nous donne alors

dim(Ker(A|b)) = dim(KerA)− 1 ⇒ ∃u ∈ K1×n ∈ Ker(A)\Ker(A|b)
⇒ uA = 0, ub 6= 0

⇐ Il existe u ∈ K1×n
tel que uA = (0, ..., 0) ∈ K1×n

et ub 6= 0. Raisonnons
par l'absurde, si on avait Ax = b alors en multipliant à gau
he par u on

aurait 0 = uAx = ub 6= 0, 
ontradi
tion.

On 
omprend alors mieux l'utilisation de 
e 
erti�
at pour véri�er l'in
onsisten
e

modulo pi. Pour déterminer un tel 
erti�
at (les (pi, vi)) il su�t de 
hoisir

aléatoirement un vi dans le noyau-gau
he (noyau de la transposée) de A
modulo pi par l'algorithme de Wiedemann, on a alors une grande probabilité

d'avoir ub 6= 0.

Par ailleurs, il se peut qu'un système 
onsistant dans Z apparaissent in
on-

sistant dans Z\piZ. En e�et dans la preuve 
i-dessus on a montré au passage
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que le système est in
onsistant si et seulement si le rang de (A, b) est stri
te-
ment supérieur au rang de A. Il y a don
 un problème si malen
ontreusement

le rang r de A devient plus petit modulo p, 
e qui se produit quand p divise

det(B) où B est un mineur prin
ipal de taille r × r. Ainsi B n'est plus in-

versible modulo p et le rang est < r. Comme B est un mineur, l'inégalité

d'Hadamard nous assure de nouveau qu'il y a au plus M nombres premiers

qui divisent det(B), don
 on va 
hoisir aléatoirement pi parmi les 3M pre-

miers nombres premiers de façon à avoir une probabilité 1/3 de se fourvoyer

et qu'ils ne soient pas trop grand pour véri�er la 
omplexité spatiale et tem-

porelle.

remarque : dans l'arti
le sus-
ité, ils vont plus loin, soit en fournissant une

solution au système via l'algorithme de Giesbre
ht (en 1997), soit en four-

nissant un 
erti�
at d'in
onsistan
e sur Z. Leur algorithme de 
onstru
tion

travaille dans les extensions modulo pe, et les preuves sont e�e
tuées sur la
forme normale de Smith, tout 
omme nous l'avons abordé en 
ours.

4 Certi�
ations basées sur la LU de
omposi-

tion

Nous savons que la dé
omposition LU est largement utilisée dans la résolu-

tion de système linéaire, et permet également de 
al
uler le déterminant ou

le rang d'une matri
e. Nous allons voir qu'elle va aussi permettre de 
erti-

�er un déterminant ou un rang. Comme les preuves qui vont suivres sont

similaires à toutes 
elles présentées jusqu'i
i, elles seront un peu plus 
on
ises.

Dé�nition 1. A (m×n) possède une LU de
omposition de rang r si A = LU
ave
 L (m × r) matri
e triangulaire inférieure unitaire et U (r × n) matri
e

triangulaire supérieure sans 0 sur la diagonale.

Dé�nition 2. Soit A de taille m×n, un système de LU résidus de rang r et
de longueur k est une suite de k triplets distin
ts (p1, L1, U1), ..., (pk, Lk, Uk)
où les nombres premiers pi sont stri
tement 
roissants, les entrées de Li, Ui

sont normalisés modulo pi et A = LiUi mod pi de
omposition de rang r.

Lemme. Soit A de rang r et un système de LU résidus de rang s et de taille
k, posons h = n(log(n)/2 + log‖A‖) bornant la taille en bits de tout mineur

de A. Alors s 6 r, et si s < r on a k 6 h.
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Preuve : s 6 r toujours véri�é, le rang dans Z est plus grand ou égal au

rang réduit. A possède un rang s modulo pi stri
tement inférieur à son rang

r dans Z que si un mineur r × r est divisible par p. Le nombre maximal de

tels p est h, don
 la longueur maximale du système de LU résidus est h.

remarque : On a vu en 
ours que A possède une dé
omposition LU de rang

r si et seulement si A est de rang r et a un pro�l de rang générique. Sinon,

il est toujours possible de trouver des matri
es de permutations P et Q de

sorte que PAQ ait un pro�l de rang générique.

Théorème. Soit A ∈ Z
n×n

, h = n(log(n)/2 + log‖A‖). Il existe un système

de LU résidus général de longueur 3h et dont les pi ont une taille en bits

(logh)1+o(1)
qui 
erti�e rang(A). Le 
erti�
at o

upe n3+o(1)(log‖A‖)1+o(1)

en espa
e et n2+o(1)(log‖A‖)1+o(1)
en temps.

Le 
erti�
at est bien sur le système de LU résidus.

Validation : Tirer aléatoirement (p, L, U) et valider la zéro équivalen
e PAQ =
LU mod p (probabilité 1/p de se tromper). Le nombre de p à l'origine

d'une falsi�
ation est au plus h, on 
hoisit p parmi 3h nombres premiers

don
 probabilité 1/3 soit au total une probabilité d'un mauvais 
erti�
at

1/3 + 2/3× 1/p 6 1/2 pour p > 5.

Théorème. Soit A ∈ Z
n×n

, h = n(log(n)/2 + log‖A‖). Il existe un système

de LU résidus général de longueur 3h+3 et dont les pi ont une taille en bits

(logh)1+o(1)
qui 
erti�e det(A).

Validation : Si le rang du système LU est inférieur à n, le prétendu déter-

minant doit être égal à 0, et la validation 
onsiste à valider le rang par le

théorème pré
édent. Tirer aléatoirement (p, L, U) et valider la zéro équiv-

alen
e PAQ = LU mod p (probabilité 1/p de se tromper) et véri�er que

d =
∏n

i=1 Ui,i. Le nombre de p à l'origine d'une falsi�
ation est au plus h+1
(diviseurs de d − det(A)), on 
hoisit p parmi 3h + 3 nombres premiers don


probabilité 1/3 soit au total une probabilité d'erreur de 1/3+2/3×1/p 6 1/2
pour p > 5.

5 Certi�
ation basés sur la similarité

Dé�nition. Une matri
e 
arrée A est sous forme normale de Frobenius si

elle est la somme dire
te de matri
es de 
ompanions de polyn�mes unitaires
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f1(x), ..., fk(x) tels que fi|fi+1 pour tout 1 6 i 6 k − 1.

Exemple : A1 =

(

0 −2
1 0

)

est la matri
e 
ompagnon du polyn�me unitaire

x2+2, la somme dire
te suivante donne lieu à une forme normale de Frobenius

M = A1 ⊕ A2 ⊕A3 =

















0 −2 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 −2 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 −2
0 0 0 0 1 0

















Propriété. Toute matri
e 
arrée sur un 
orps est semblable à une unique

forme normale de Frobenius.

Dans la se
tion pré
édente notre 
erti�
at était une suite de dé
omposition

LU sur des rédu
tions 
roissantes modulo p, qui nous servait à 
erti�er le

rang et le déterminant. De la même manière nous allons nous appuyer i
i

sur une suite de dé
omposition de similarité sur des rédu
tions 
roissantes

modulo p dans le but de 
erti�er le polyn�me 
ara
téristique. Nous dé�nis-

sons 
ette stru
ture 
i-dessous :

Dé�nition. Un système résiduel de similarité pour A,B ∈ Z
n×n

de taille k
est une suite de quadruplet (p, S, T, B̄) ave
 p premiers distin
ts, S, T, B̄ ∈
Z
n×n
p et tels que S inversible ave
 T ≡ S−1

, B ≡ B̄ et A = SB̄T modulo p.
(où B̄ est la forme normale de Frobenius semblable).

Théorème. Soit A ∈ Z
n×n

, hA = n(1+ log(n)/2+ log‖A‖). Il existe un sys-

tème résiduel de similarité de longueur 6hA+6 qui 
erti�e le polyn�me 
ara
-

téristique f(x), o

upant n3+o(1)(log‖A‖)1+o(1)
en espa
e et n2+o(1)(log‖A‖)1+o(1)

en temps.

Preuve : Soit cA(x) le vrai polyn�me 
ara
téristique de A. Le i-ème 
oe�-


ient de cA(x) est la somme des

(

n
i

)

mineurs prin
ipaux i× i (résultat obtenu
en regardant de plus près le développement du déterminant det(A −XIn)).
On sait que 
haque mineur est majoré par 2h par Hadamard, et très grossière-

ment

(

n
i

)

6 2n (un exer
i
e 
lassique est de prouver que

∑n
i=1

(

n
i

)

= 2n).
Ainsi le i-ième 
oe�
ient de cA(x) est majoré par 6 2n+h

soit de longueur

en bits n+ h = hA. Par 
onséquent g(x) = f(x)− cA(x) a des 
oe�
ients de

taille k = hA + 1, don
 est nul pour au plus k premiers et peut générer une
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falsi�
ation, mais a une probabilité k/(6ha + 6) = 1/6 de se produire.

Quant à la validation propre de f(x) = cA(x), on pro
ède 
omme suit :

• Tirer aléatoirement (p, S, T, B̄), et véri�er la zéro équivalen
e de ST−I
et A− SB̄T modulo p en O(n2) ave
 une probabilité d'erreur de 2/p.

• Véri�er dans B̄ que fi|fi+1 (en d◦(fi+1)
1+o(1)

), former fp(x) =
∏

fi(x)
modulo p en O(n2). Par uni
ité de la forme de Frobenius on doit avoir

cA(x) ≡ fp(x) mod p.

• En�n véri�er que f(x) ≡ fp(x) mod p

A partir de la 
erti�
ation du polyn�me 
ara
téristique on peut aisément véri-

�er la signature d'une matri
e symétrique dé�nie 
omme le triplet (n+, n0, n−)
indiquant respe
tivement le nombre de valeurs propres positives, nulles et

négatives. En e�et, il su�t de 
ommen
er par véri�er cA(x), alors n0 est

donné par le plus grand m tel que xm
divise cA(x). Quant au nombre de

ra
ines positives, il est donné par la règle des signes de Des
artes sur les


oe�
ients de cA(X).

On termine en donnant un 
erti�
at pour la forme normale de Frobenius :

Théorème. Soit A,G ∈ Z
n×n

, G sous forme de Frobenius ave
 ‖G‖ 6

2nen/2nn/2
. Si les formes de Frobenius de A réduite modulo pi sont égales à G

réduite modulo pi pour des entiers premiers distin
ts p1, ..., pt ave

∏t

i=1 pi >
8nenn2n‖A‖3n alors G est la forme de Frobenius de A.

Dit autrement si on a la similarité sur su�samment de 
orps Z\piZ alors on

l'a également sur Z. La démonstration est donnée plus en détail dans l'arti
le

[4℄ Giesbre
ht, M., and Storjohann, A. Computing rational forms of integer

matri
es., l'algorithme proposé permet de déterminer rapidement la forme

normale de Frobenius en déterminant don
 la solution modulo un ensemble

de nombres premiers (véri�ant la propriété 
i-dessus), et re
onstruisant la

solution générale via les restes 
hinois.

remarque : la dé�nition de la forme normale de Frobenius m'a tout de suite

fait penser, de par les divisibilités en 
as
ades, à la forme normale de Smith

abordée en 
ours. Vue la similarité (sans mauvais jeux de mots) entre 
es

deux dé�nitions, il ne m'aurait pas étonné d'y trouver un lien sous-ja
ent.

C'est dans la thèse de Clément Pernet et le mémoire de de Gérard Villard
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que j'ai trouvé la réponse à ma question.

Théorème. La forme normale de Frobenius de A est diag(Cf1, ..., Cfϕ)
si et seulement si la forme normale de Smith de la matri
e XIn − A est

diag(f1, ..., fϕ, 1, ..., 1).

6 Con
lusion

Dans 
et arti
le les auteurs ont proposé di�érents 
erti�
ats permet-

tant de valider l'exa
titude d'un résultat ave
 une probabilité d'erreur max

de 1/2. Nous avons vu que la probabilité d'erreur de véri�
ation provenait

du fait que l'on travaillait modulo des nombres premiers p, qui lorsqu'ils di-
visaient 
ertaines quantités (typiquement un déterminant), engendraient de

mauvaises 
erti�
ations. L'exé
ution des algorithmes de véri�
ation modulo

p (ou même dire
tement de 
al
uls des quantités 
lassiques d'algèbre linéaire

: rang, déterminant, polyn�me 
ara
téristique, et
) est toutefois béné�que


ar les 
al
uls dans 
es petits 
orps �nis sont rapides (i
i en temps quasi

quadratique grâ
e à l'adjon
tion de 
erti�
ats) et la taille des 
al
uls inter-

médiaires est �xe, tandis que dans Z ils peuvent fa
ilement exploser. De plus

dans l'optique d'une 
erti�
ation on s'assure que la taille en mémoire de 
es


erti�
ats n'ex
ède pas O(n3+ǫ(log‖A‖)1+ǫ
bits en mémoire.

D'autres types de 
al
uls ou de validations probabilistiques existent,

par exemple les algorithmes de type Las Vegas, qui 
ontrairement à 
eux de

Monte Carlo, fournissent toujours une solution 
orre
te mais ave
 une rapid-

ité aléatoire. Citons par exemple les travaux de Storjohann sur le rang et le

déterminant, et 
eux de Giesbre
ht sur la forme normale de Frobenius. La


omplexité nη+o(1)
de tous 
es algorithmes dépend évidemment de la 
om-

plexité de la brique de base de l'algèbre linéaire dense, à savoir le produit

matri
iel, don
 de l'exposant ω ∈ [2, 3]. La borne inférieure 2 est 
onsidérée


omme optimale. A 
e jour le meilleur algorithme 
onnu (asymptotiquement

parlant) est 
elui de Coppersmith-Winograd qui possède une 
omplexité en

O(n2,376), mais qui n'est pas implémentable 
ar la 
onstante dans le grand O
est prohibitive. C'est pourquoi l'amélioration du produit matri
iel est en
ore

aujourd'hui l'objet de re
her
hes a
tives.
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