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Exercice 1

Notons A = {z € X, f(z) > a} on a alors axa < f.

a/XxA</Xf<:> M(A)<i/Xf

On intégre sur X :

Exercice 2

Supposons f non finie presque partout, ainsi il existe un ensemble B non négligeable (u(B) > 0) sur
lequel f prend au moins une valeur infinie.

B =nN,A, convient. D’aprés I’exercice précédent :

1
u(an) <5 [ Iflau

Par ailleurs la suite (A,) est décroissante donc :
wB) = p(NnAn) = lm p(An)
Ainsi en passant a la limite on a :
0<uB) < lim > [ |fld
W) <t o | Ml

D’ou

JE

Par conséquent f n’est pas intégrable sur R.

Par contraposée on a le résultat voulu.

Exercice 3

—nlz|
)

Notons f,(z) = ne (fn) est une suite de fonctions Riemann intégrables sur R car ne "/*l = O(#)

La suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle.



S’il existait une telle fonction g € L! majorant les f,,, alors les hypothéses du théoréme de convergence
dominée serait vérifiées et on aurait :

Ii dp = d
n—1>I—|I—100/Rf 1 /Rfu

Or un rapide calcul (les f,, étant paires) montre que :

/andu: 2

Contradiction. On en conclut qu’il n’existe pas de telle fonction g.

Exercice 4

Considérons la suite de terme général a,, = % et :

fnix— fulz) = f(x) sin(g)a”

Et notons B = {%, k € N*}. Les fonctions f,, sont nulles sur 'ensemble B, qui est négligeable car union
dénombrable de singletons.

Donc la suite (f,) admet une limite presque partout et :

Vn e N*, | fn(2)] < f(2)

ou f est une fonction Lesbegue intégrable.

D’aprés le théoréme de convergence dominée on a donc :

n—=+00 Jio1] [0,1]

Exercice 6

N
Notons Sy(z) = Z | fn(x)|. La suite de fonctions (Sy) est naturellement croissante.
Y

Pour x fixé, la suite (Sy(x)) soit converge soit diverge vers +oo (dans tous les cas sa limite £(z) € R).
Donc la suite de fonctions (Sy) converge vers une fonction f : Q — R.

Les deux hypothéses du théoréme de convergence monotone sont ainsi vérifiées, donc :

li Fyduy = 1 Fydu <— du = d
[ i Pdu= i [ P /anjwu zn:/glfnu<+oo

On en déduit que la fonction « +— > | fn(x)| est intégrable donc d’aprés I'exercice 2 qu’elle est finie p.p,
autrement dit que ) |fn| converge p.p sur . La série de fonctions est absolument convergente donc
convergente (car R est complet).

Z fn converge p.p sur 2
n




N
Notons maintenant Py = Z fn,ona:
—N

N
YN € N,Vz € Q,|Py(2)| <Y 1fal@)| <D |fal@)]
-N n

Et on a vu que la fonction z — > |fn(z)| € LY(Q).

On a donc (Py) qui converge simplement vers ) f,, finie p.p, et les Py dominées par une fonction de
LY(2) donc le théoréme de convergence dominée s’applique :

(i [ P = /Q LSS /Q Fudpt = /Q > fu

Exercice 8

2

1. Posons f(z) = In(cos(z)) + %, f'(z) = —tan(z) + z, f”(z) = — tan?(z) < 0.

Ainsi f/ décroissante d’on f'(x) < f/(0) =0, donc f décroissante et :

2
Yz € [0, g], F(z) < £(0) = 0 <= In(cos(z)) < —%
2. On effectue le changement de variable affine z = % on obtient :
/ LA Ry
cos" (—=)dy
0 vn
Posons f,(y) = cosn(%)x[ojgm, les f, € L'(R) et par ailleurs :
< 1 J <e ¥
P, - < 2
| fn(z)| < exp | nlncos NG X[0,zym] S €
Le théoréme de convergence dominée s’applique :
“+o0o +00
dm [ = [l g
Enfin cos(%) =1- % + 0(#). Par composition de DL :
2 2
1
lncos% = —g—n +0(n2) = nlncos% = —% +O(E)
y Y
On en déduit que lim mnlncos —= = —=— et par continuité de ’exponentielle on en déduit que

n—-+o0 \/ﬁ 2

2
lim fn(y) = e~z d’oi finalement :
n—+00

n—-+o0o

5 too 2
lim \/ﬁ/2 cos" (x)dpu :/ e 2du
0 0




Exercice 9

1. Posons f,(z) = 2P In(z)? (1 — £)" X[o,n] de sorte que :

/Onxpln(x)q (1 - %)ndaj = ;

) =exp[nin (1-2)]

En passant a I’exponentielle :

Comme au voisinage de 'infini In (1 -

continuité on a montré que :

lim (1 _ f)” —e T

n—-+oo n

Donc (fy,) converge simplement vers la fonction f : x +— 2P In(z)%

X

(1-7

—+00

fn(x)dx

) ~ —= l'argument de I'exponentielle a pour limite —z et par

n—-+0o00

—x

Par ailleurs une rapide étude de fonction montre que :

Ve el0,1, In(l—-z)< -z

Pour z > 0, puisque R est archimédien il existe ng(z) tel que ¥n > ng(x),0 <
Vo > 0,3ng(z),Vn = no(z),In (1 - f) < o (1 _—

remarque : En fait la derniére inégalité est elle vraie pour tout n € N, puisque quand bien méme

n n

alors (1 — %)n < 0 < e™®. Donc on a la majoration suivante des f, :

Vn € N,V > 0, | fo(x)| < 2P In(z)%e™™ = f(z)

Posons p = —1 + e avec e > 0, et écrivons :

71t (xi In(z))%e™®

n

lim fp(x) =aPIn(z)%e™™

38

n —T
e

< 1.

z
n

=1

On sait que z%In(z) — 0 quand x — 0 ot @ = 5= > 0 donc le deuxiéme terme tend vers 0 quand x — 0.

2q

Et b= -1+ £ > —1 donc au voisinage de 0 on a :
2

()

o(z?) avec b > —1

Donc f est intégrable en 0. Et gr}rl f(z) = 0 donc f intégrable sur [0, 4o0].
T oo

Les hypothéses du théoréeme de convergence dominée s’applique et on en conclut :

lim
n—-+oo

0

+oo

+o0o
fn(x)dz = /0 f(x)dx




