Grenoble INP-Ensimag Analyse pour l’ingénieur
lére année

TD 2
Intégration

N.B. : dans ce qui suit, u désigne la mesure de Lebesgue.

Fonctions intégrables

Exercice 1 Inégalité de Tchebychev
Soit f une fonction positive mesurable et a est un réel > 0, montrer que 'on a:

pleeX, f@zap < - [ fi

a

Exercice 2 Démontrer que si f est intégrable sur R, alors f est finie presque partout.
Indication : Raisonner par I'absurde et considérer les ensembles :

A ={z e R; |f(z)| = k}

pour k > 0.

Exercice 3 Existe-t-il une application g Lebesgue-intégrable sur R telle que :

VneN et VoeR*, ne "®l < g(a)

Exercice 4
Soit f une fonction Lebesgue-intégrable sur [0,1]. La quantité suivante a-t-elle une limite lorsque «
(a > 0) tend vers zéro :

1 T
To= [ f(a)lsin 2 dp
0 x

Exercice 5

1. f € LY(R) et a,, — +o00 = Jian oo 1t — 0

2. De méme, si f € LY(RY) et a,, > 0,a, — +00 = flxlzan fdp—0

3. fe LI(IRN), A, € RY mesurable 4, C A, et w(Ay) — 0= fAn fdu — 0

4. A, C RY mesurable, A, C A,11, A =, A, Montrer que: f € L'(R) = [, fdu = lim, Ja, fdp

5. Si f est définie p.p. sur A, et que A, C A,41, A=, A, montrez que 'on a : f € L1(4) <
sup,, fAn |fldp < 400
Applications : Soit f(z) =2% 2 > 0,0 € R

e Montrer que f € L'(0,1) <= a > —1

e Montrer que f € L!(1,+00) <= a < —1

Application des théoremes de convergence

Exercice 6 Soit f, € L'(Q) (Q ¢ RY ouvert) telle que :

Z/ﬂ | faldp < +o0



Montrer qu’alors Y f,, converge p.p sur € et
n

;Anw=4§nw

Exercice 7
1. Soit f une fonction positive, intégrable sur R. Montrer que :

> /Olf(ﬂern)du:

neZl,

+oo
S (x)dp

2. En déduire que la série Y. f(z + n) converge pour presque toute valeur de x.
nezZ

Exercice 8
1. Montrer la majoration suivante :

vz € [0, g], In(cos z) < —%

2. En déduire
w/2 400 22
lim \/ﬁ/ cos" x du :/ e 2du
0 0

n—-+00

Exercice 9
1. Soit p > —1 et ¢ € IN. Montrer
n x

n +oo
lim 2P (Inx)? (1 - —) dp = lim 2P(Inz)le ™" du
n

n—+o00 Jg n—+o00 Jg

2. En déduire ;"> e ®Inz du= lim [lnn —(Q+3+...+ l)}

n—-+o0o n

Exercice 10 Soit f une fonction définie sur R, périodique de période 27, et intégrable sur [0, 27].
. 2

Soit A= [ | ()|dn.
1. On pose ¢, (z) = f(:ggg). Calculer fo% |on(z)|du en fonction de A. En déduire que la série

o0
> wn(x) converge presque partout sur [0, 27].
n=1

2. Montrer que la fonction (In | cos z|)? est intégrable sur [0, 27]. En déduire que la suite de fonctions
| cos na|'/™ converge presque partout vers 1 .

Exercice 11 Soit f(z) = S22 ot fy(z) = e A*IsRZ (X > 0). Montrer que f et f\ appartiennent &

|z] |z]

L?(R), et que fy converge vers f dans L2(IR) quand ) tend vers 0.




