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Exercice 1

Les singletons sont de mesure nulle (car la mesure de Lebesgue vérifie A([a,a]) = a —a = 0). Et Q étant
dénombrable on peut écrire Q = U,>o{p,} d’ott en passant a la mesure, par sous-additivité :

AQ) = S A({pa}) = 0

Exercice 2

1.

Kj = T<K2) = {[07 2i7]7 [%7 %]7 [%7 %]7 [2§77 %]7 [%7 %}7 [%gv %]7 [%7 3*?}7 [%?7 1]}
2. Les ensembles K, sont mesurables car réunions finies de segments de [0, 1] qui sont mesurables pour
la mesure de Lebesgue. De plus la suite (K,) est décroissante par construction, donc :

N(K) = N(ngOKn) = lim :U’(Kn)

n—-+00
Par ailleurs les segments d’'un ensemble K,, ont méme longueur

bor by 1

Soit M, le nombre de segments de K, on a, toujours par construction :
M, =2M, 1 =2"My=2"

Ainsi p(K,) = 2™ x 3% = (%)n d’ou :

3. Montrons par récurrence que :

n
; 1
Pn:xEKnb}x:Z%—kravecxie{O,Q},re[0,37}
i=1

Py est vraie : x € Ky =[0,3]U[2,1] < 2 €[0,5] oux =2 + 7 avec r € [0, £].

Soit y € Kny1 C Ky =y =Y _y % +ry avec y € {0,2} et ry € [0, 35].



e5i0<ry, < 3,1% alors on pose yp+1 = 0.

e Si 73n1+1 STy < 3% alors on pose y,4+1 =2 et r; € [o, Sn%}

4. Raisonnons par ’absurde, supposons K dénombrable, on peut énumeérer ses termes xq,x2, ..., Tn, ...
Ecrivons leur développement triadique (comme en 3.) :

Et construisons un z € K n’étant égal & aucun des x,, :

Pour cela on va écrire :

+oo .

Ty Osixpe=2

x:E — avec T = L
k132 2 sinon

De cette facon € K d’aprés 3. et n’est égal & aucun des x,, car il differe d’au moins un bit (en base 3)
de chacun d’eux. On en conclut que :

K n’est pas dénombrable‘

remarque : On a construit un ensemble non dénombrable et de mesure nulle.

Exercice 4
1. On pose By = Ay, By = A1\Ap et B, = 4, U?z_ol A;.
On a By = Ag, Bpt1 = Apt1\ Uit A, par une récurrence immédiate :

UIZg Bi = Bni1 U (UigBi) = (Ans1\ Uizg Ai) U (UfgAi) = Anga U (Uig4y) = UPTT A,
D’autre part puisque B; C A; en écrivant A; = B; U A;\B; on a par incompatibilité :

1(Ai) = p(Bi) + p(Ai\Bi) = pu(By)

Soit i < j on a B; N Bj = (A\ UiZL Ag) 0 (A;\ UlZp A).
Comme i < j on a (4;\ U}::lo Ap) C A; C Uf;éAk donc B; N B = 0.

Ainsi par sous-additivité :

p(UAR) = u(UB,) = u(By) < p(Ay)

2.0npose C=ANB, A =A\C, B =B\C.

A=AUC, B=AUCet AUB=AUB UC, A", B, C disjoints.

1(A) = p(A’) + p(C)
w(B) = w(B') + pu(C)
(AN B) + (AU B) = u(C) + u(A') + u(B') + u(C)

On voit alors que :

[1(A) + 1(B) = (AN B) + p(AU B)|
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3. Soit (A;,) une suite croissante = Vn € N, A, C A, 41.
On pose B; = A;\A;_1, on a clairement les B; disjoints et
U?:(]Bi = U?:oAi =A,

Yoo i(Bi) = p(UloB;) = p(Ap) et comme U (B, = U A, = Ay, -

M(U:z_g[))An): lim p(An)

n—-+4o0o

4. 51 A C B et u(B) < +oo alors u(B\A) = p(B) — u(A), en effet :
n(B) = n(B\AU A) = p(B\A) + u(A)
Par conséquent en posant Vn > 0, B, = Ag\ A, on a :

M(AO) - M(mn>0An)

1(Ao\ Np>0 Ay)
M(Un>OBn)
lim wu(By)

n—-+o0o

lim (p(Ao) — pu(An))

n—-+00

[feo I

D’ou :

M(ﬁnAn): lim M(An)

n—400




