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Analyse pour I’ingénieur
lére année

TD 1
Théorie de la mesure

Exercice 1

Montrer que ’ensemble des nombres rationnels est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue.

Exercice 2 Triadique de Cantor

Notons A l’ensemble constitué de réunions finies de segments deux a deux disjoints. Définissons
I’application

T A — A
bi—ai bi—ai
is bi is G b — ———,b;
Y et = U (o 25200252 0)

On note Ky = [0, 1] et on définit par récurrence K, 41 = 7 (K,).
o
On définit le triadique de Cantor K = ﬂ K,.

n=0

1. Calculer K7, K5 et Ks.
2. Montrer que la mesure de Lebesgue de K est nulle.
3. Si x € [0,1] montrer que

o0
xEK@x:Z% avec zy, € {0,2}
k=1

En déduire que K n’est pas dénombrable

Exercice 3 FEscalier du diable
Considérons une suite de fonctions définie sur [0, 1] par fo(z) = x et par la récurrence suivante

1 fa(32) si. 0<z< %
fnri(z) = % 5l % Sr<3
1+fn(23x—2) i % <z<1
1. Tracer f1, fo et fs.
2. Montrer que pour p > ¢
1
Vo€ 0,1] 1fp(@) — @) < 5

et en déduire que la limite de la suite (f,,) notée f existe et est continue.
3. Montrer que f est de dérivée nulle sur [0, 1]\ K.
x

4. A t-on la relation classique / () dy = f(x)?
0

Exercice 4 Soit p une mesure positive. Montrer les propriétés suivantes:

1. Si A, est une suite d’ensembles mesurables, on a :

u (U An) <Y u(An)

n>0 n>0



2. Si A, B ¢ R" sont mesurables, on a:
p(AlJB) + (A B) = u(A) + u(B)

3. Si A, est une suite croissante d’ensembles mesurables on a :
o0
H(LIJ Ap) = lim p(Ay)
4. Si A, est une suite décroissante d’ensembles mesurables et si u(A;) < 400, on a :

M(ﬁ An) - li7ILn M(An)
1

Exercice 5 Pour une suite (a,), sup(a,) désigne la borne supérieure dans [0, co]. La limite supérieure,
lim sup (ay,), est la limite de la suite décroissante (minorée par 0)

Sk = Sup(an)
n>k

Pour une suite de fonctions f,, : X — [0,00], n € IN, la fonction sup f,, est la fonction z — sup,, f(z);

n
la fonction lim sup f, est la fonction x — lim sup f,(x). On définit de méme les bornes inférieures
et les limites inférieures.
1. Montrer que si f,, est mesurable alors sup f,, et inf f,, le sont. (On commencera par montrer que

{reX, supfp>al=U{reX, fn>a})

2. Montrer ensuite que si f,, est mesurable lim sup f, et lim inf f,, le sont

Exercice 6 Si s est une fonction étagée, et (RY, B, 1) un espace mesuré, alors

BEBH/sdu
B

est une mesure.



